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Calcul difféerentiel

Notations: dans tout le cours (E, ||- |g) et (F,|-||r) sont des espaces vectoriels
normés (evn), U est un ouvert de F, V est un ouvert de F et f: U — F une
application.

ans ce premier chapitre, on rappelle rapidement les outils de calcul diffé-
D rentiel des fonctions définies sur un evn qui seront utilisés dans la suite.
Comme il s’agit essentiellement de rappels de Licence, seuls les théorémes d’in-
version, des fonctions implicites et du rang constant seront démontrés dans
ce chapitre. On renvoie, par exemple, au livre [1] pour les preuves des autres
résultats.
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1.1 Un peu d’algebre linéaire

On note £¢(FE; F) 'ensemble des applications linéaires et continues de E' dans
F. Rappelons qu’une application linéaire L : E — F est continue si et seulement
si | L]| = sup{||L(z)|r/z € E,||z|g = 1} est fini. En particulier, si E est de
dimension finie, alors toute application linéaire de F dans F est continue.

Proposition 1.1.1 || - || défini une norme sur Uespace L°(E; F) qui vérifie
L L@ < Lllz| 2 pour tout z € E,
2. Lo LIl < N 1L pour tout (L, L) € £°(F; F) x 25(F;G),
3. (ZLE;F), || 1l) est complet si et seulement si (F,| - ||r) est complet.

Ces propriétés se généralisent facilement aux applications multilinéaires.

On rappelle que si (Ey,---,E,) est un famille finie d’evn, alors le produit
Ey x --- x E, peut-étre muni d’une structure d’evn en posant |[(z1,--- ,zp)| =
max{|z1|g,, -+, ||zp|E,}. Cela muni 'espace Ey x --- x E, de la topologie
produit des topologies des espaces E1,- -, Ep.

DEFINITION. Soit (Ey,---, Ep) et F' des evn. On note £ (En, -, Ep; F)
I’ensemble des applications p-linéaires (i.e. telle que L(z1,-- - ,zp) soit linéaire
par rapport & chacune de ses variables, les autres étant fixées) continues de
Ey x -+ x E, dans F.

On a la aussi, on a une caractérisation simple de la continuité.

Proposition 1.1.2 Une application p-linéaire L : Ey x --- x E, — F est

continue si et seulement si ||L|| = sup{| L(z1,- - ,xp)|p/ (x1-- xp) € By X+ - X
By, |zi|e, = 1} est fini. || - || défini alors une norme sur Z5(Ey,- -, Ep; F)
qui vérifie
1oLy, wp)le < L], - lpl e, pour tout (z1,---,2,) € By x
- x By,
2. Ly(Er, -, Ep; I) est complet si et seulement si I est complet.

En particulier, si tous les E; sont de dimension finie, alors toutes les appli-
cations p-linéaires de £y x -+ - E, dans F' sont continues.
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1.2  Applications différentiables

DEFINITION. Une application f : U — F est différentiable en xy € U si et
seulement si il existe une application linéaire et continue L : E — F' telle que
. |lf(@o +h) = f(xo0) — L(h)|F

lim
h—0 HhHE

=0 (1.1)

REMARQUE.
1. L’égalité (1.1) est équivalente a I’égalité
f(@o + h) = f(xo) + L(h) + [|hlle(h),

ol € est une fonction définie au voisinage de 0 (sauf éventuellement en
0) et vérifiant limj,_,oe(h) = 0. Dans la pratique, on calcule souvent la
différentielle d’une application en montrant qu’une telle développement
existe.

2. L’application linéaire L est unique (quand elle existe), puisqu’on a L(v) =

limy f(%-‘-“;)*f(zo) )

La définition suivante est donc bien posée.

DEFINITION. Si f est différentiable en x, ’application linéaire L est appelée
la différentielle de f en z( et on la note d, f.

La continuité de L dans la définition de la différentiabilité d’une applica-
tion est une hypothése nécessaire et suffisante pour avoir la propriété naturelle
suivante.

Proposition 1.2.1 Si f : U — F est différentiable en xy alors f est continue
en xo.

Bien entendu, il ne suffit pas d’étre continue en xg pour étre différentiable
en xo. Enfin, rappelons que si E est de dimension finie alors toute alors toute
application linéaire de E dans F' est continue (ce qui évite d’avoir & utiliser les
critéres de continuité des applications linéaires rappelés en section 1.1).

Notez que la différentiabilité et la différentielle de f en xg dépend du choix
des normes sur E et F. En revanche, si || - |’z est une norme équivalente a | - | g
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et || - ||’ est une norme équivalente a | - ||, alors f est différentiable en xy pour
les normes | - |z et || - |7 si et seulement si f est différentiable en z¢ pour les
normes | - |’z et | - |I'= et les différentielles sont alors égales. En particulier, si
E et F sont de dimension finie, alors la différentiabilité de f et sa différentielle
ne dépendent pas du choix des normes. Cette remarque est souvent utilisée
dans la pratique pour simplifier les calculs (en choisissant bien les normes avec
lesquelles on travaille, voir I’exemple 4. ci-dessous).

DEFINITION. f : U — F est dite différentiable sur U si et seulement si f
est différentiable en tout point de U. On appelle alors application différentielle
de f la fonction Df : U — £¢(E; F) définie par Df(z) = d, f.

f est dite C' sur U si et seulement si f est différentiable sur U et Df est
continue sur U.

EXEMPLES.

1. Si E=Ret f: U cR — F, alors f est différentiable en zq si et
seulement si f est dérivable en zy (i.e. f'(zg) = limtﬁow
existe) et dans ce cas, d,, f : R — F est l'application linéaire définie par

dwof(h) =h- f/(-rO)‘
2. Si f:U — F est constante alors f est C' et Df = 0.

3. Si L e LE;F), alors L est C' sur E et on a DL = L (i.e. DL est
constante égale a L sur F).

4. L’application f : #,(R) — .#,(R) définie par f(M) = M? est C! sur
Mp(R). En effet, on a

f(M+H)—f(M)=MH+HM + H? = L(H) + He(H)

ou L(H) = HM + MH est linéaire (et donc continue car .#,(R) est de

dimension finie) et ¢(H) = mH 2 est définie partout (sauf en 0) et vérifie

H? H|? . . . ,
le(H)| = H < % = ||H]|| (ici on a utilisé une norme d’opérateur sur
les matrices, mais comme on est en dimension finie on sait qu’on peut

travailler avec n’importe qu’elle norme) et donc limg_,oe(H) = 0.

On en déduit que f est différentiable en M de différentielle égale a
dy f(H)= MH+ HM. Comme M — D f(M) est linéaire et que ., (R)
est de dimension finie, on a D f continue sur ., (R) et donc f est C*.
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Le dernier exemple se généralise et est souvent utilisé.

Proposition 1.2.2 Si Ey,--- ,E, sont des evn et A € Z5(Ey,--+, Ep; F),

alors A est C' sur By x - x E, et on a
p
d(xl,m ,:Cp)A(hh T 7hp) = Z A(‘rh L, Ti—1, hiaxi+17 T 7xp)’
i=1

EXERCICE. Soit f : U — F une application différentiable en x € U. Montrer
que f est continue en =x.

EXERCICE. Soit f : U — F continue en xg € U. On suppose qu’il existe
L : E — F linéaire telle que
|f(xo +h) — fzo) — L(h)|r

lim
h—0 2l

=0
Montrer que f est différentiable en xzg.

EXERCICE. Montrer que application linéaire f : R[X] — R définie par
f(P) = P(0) est (resp. n’est pas) différentiable sur R[X] muni de la norme
|21 = suppo 17 [P| (vesp. de la norme | P2 = supp 4 |P]).

EXERCICE. Soit ¢: [0,1] — R définie par c¢(t) = 0si ¢t < &, c(t) = 3t — 1 si
te[3,2]etc(t) =1sit > 2. Comme c est continue sur [0, 1], il existe (d’apres
le théoréme de Stone-Weierstrass) une suite de polynomes (P, )nen qui converge
uniformément vers ¢ sur [0, 1]. On note ax(n) les coefficients de P, on a donc

P =50 ar(n)X*. On étend la fonction ¢ — P, a RY, en posant
Py =(1—t+E())Pgu + (t — E(t)) Pe@)+1

On obtient une fonction de R* & valeur dans R[X] et qui tend uniformément
vers ¢ sur [0,1] quand ¢ tend vers co. On considére enfin f : R — R[X] définie
par f(x) = LEPlTl‘ sixz#0et f(0)=0.

On définit trois normes sur R[X] en posant |Ply = suppqy [P, |[P[2 =
supo,1/31 | Pl et | Pls = suppa/3,17 [P’|.- Montrer que f est continue en 0 lorsque
R[X] est muni d’une des trois normes précédentes, qu’elle est différentiable en 0
et dof(1) = 0 lorsque R[X] est muni de la norme | - ||2, qu’elle est différentiable
en 0 et dof(1) = 1 lorsque R[X] est muni de la norme | - |5 et qu’elle n’est pas
différentiable en 0 lorsque R[X] est muni de la norme | - ||;.



6 CHAPITRE 1. CALCUL DIFFERENTIEL

1.3 Différentielles d’ordre supérieur

DEFINITION. f : U ¢ E — F est deux fois différentiable en xg si et
seulement si il existe un voisinage ouvert de U’ de xy dans U tel que f soit
différentiable sur U’ et D f soit différentiable en zg.

Dans ce cas, on appelle différentielle seconde de f en x( 1’élément dio f de
XQC(E, E, F) défini par diof(hh hg) = [drg (Df)(hl)](hg)

Comme f va de U ¢ E dans F, Df va de U’ ¢ E dans Z°(E;F) et
donc dg, (Df) est un élément de Z°(E; £°(E; F)). On a donc dy, (Df)(h1) €
ZL°(E;F) et donc d2 f(hi,hy) € F. De plus, d2 f est bilinéaire et on a
62, £ (h1h2) | < lda(DF)(h) 2l < lIduy (DF)iIlA1) b2 5 Done 2, £
est continue.

Si f est deux fois différentiable sur U, on appelle différentielle seconde I’ap-
plication D?f : U — 45(E, E; F) définie par D?f(x) = d2 f. On dit que f est
C? sur U si D%f est continue sur U.

EXEMPLE. Dans I'exemple vu plus haut f : M € .#,(R) — M? € #,(R),
on a calcule Df(M)(H) = MH + HM et donc M — Df(M) est linéaire.
On en déduit que dp(Df) = Df et donc f est deux fois différentiable et
3, f(Hy, Ha) = [da(Df)(H1)](H2) = Df(Hy)(H2) = HiHy + HyHy.

En itérant la définition précédente, on définit la notion de fonction k-fois
différentiable ou C*.

DEFINITION. On dit que f : U — F est k fois différentiable en x( si
et seulement si il existe un voisinage U’ de o dans U tel que f soit (k—1)-
différentiable sur U’ et D¥~1 est différentiable en .

On appelle alors différentielle k-iéme (ou d’ordre k) de f en z ’élément
dé fe ZE(E, -, E; F) défini par

dy, f(ha, - hi) = [dag (DM1F) (h1)](ha, -+ )

et si f est k-fois différentiable sur U, alors on note D¥f : U — Z¢(E, -+ , E; F)
'application différentielle k-iéme définie par D* f(x) = d¥ f pour tout x € U.

REMARQUE. Comme I'application D¥~! vade V < Edans &¢_,(E, -+ ,E; F),
dyo (D*1f) est une application linéaire de U dans £¢ ,(E,--- , E; F). Donc
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doo(DF1f)(h1) € L (E,-- ,E;F) et d f est bien k-linéaire de E* dans
F.

DEFINITION. f:U — F est k-fois différentiable sur U si et seulement si f
est k-fois différentiable en tout point de U.

f:U — Fest C* sur U si et seulement si f est k-fois différentiable sur U
et DXf:U — Z¢(E, -+ ,E; F) est continue sur U.

f:U — F est C* en x si et seulement si il existe un voisinage U’ de zg
dans U tel que f soit C* sur V.

f est C* si et seulement si f est C* pour tout k.

Proposition 1.3.1 Si f est k différentiable (resp. C*) en xq alors f est I-fois
différentiable (resp. C') en x¢ pour tout I < k.

De plus, on a dX f = d5=Y(D'f) (et donc D*f = D*=Y(D'f) si f est k-fois
différentiable sur U ).

Théoréme 1.3.2 (Schwarz) Si f est k-fois différentiable en o, alors df
est symétrique pour tout p < k, i.e. pour toute permutation o € &, et pour tout

(Ila T 79317) € EP, on a dgof(xa(l)v' e aza(p)) = dgof(l'l, T axp)'

EXERCICE. Montrer que toute application linéaire continue est C* et cal-
culer sa différentielle k-iéme.

EXERCICE. Soit E et F desevnet A: E x E x E — F une application
3-linéaire continue. Montrer que A est C* et calculer sa différentielle k-iéme.

1.4 Aide au calcul

Proposition 1.4.1 Si, f,g : U — F sont p-fois différentiables (resp. C?) en
xqo alors pour tout (\, u) € R%, \f + ug est p—fois différentiable (resp. C*) en
Zo, et on a

di, (A + pg) = M3, f + pdsyg

pour tout k < p.

Théoréme 1.4.2 (Loi de composition) Soit E, F, G des evn, U un ouvert
de E, V un owvert de F', f : U - V et g:V — G des applications. Si f est
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k-fois différentiable (resp C*) en xg et g est k-fois différentiable (resp. C*) en
f(x0), alors go f est k-fois différentiable (resp. C*) en xq et on a

diﬂo(g o f) = df(.Lo)g © dl’of

REMARQUE. Il existe des formules (assez compliquées) pour la différentielles
k-iéme d’une composée, voir [1]).

Proposition 1.4.3 Soit E et (F;)1<i<n des evn, U un ouvert de E et f; :
U — F; des applications. On pose ® : U — F| x -+ x F,, définie par ®(x) =
(fi(®),--, fu(®)). Alors Uapplication ® est k-fois différentiable (resp. C*) en
xo si et seulement si toutes les applications composantes f; sont k-fois diffé-
rentiables (resp. C*) en z¢. On a de plus

dzz)o(p(hlv"' 7hp) = (dgofl(hla"' 7hp)v"' 7d11):0fn(h17... ﬂhp))
pour tout p < k.

Corollaire 1.4.4 (Formule de Leibniz) Soit E, (F;)i<i<n, G des evn, U un
owvert de E, f; : U — F; des applications, A : Fy x---x F,, — G une application
n-linéaire et continue, et ® : U — G définie par ®(z) = A(f1(z), -, fu(x)).
Si tous les f; sont k-fois différentiables (resp. C*) en xq, alors ® est k-fois
différentiable en x (resp. C*) et on a

n

dyy®(h) = Z A(f1(o), - 5 fio1(0), duy fi(R), fir1(20), -, fn(20))

i=1

En appliquant ce qui précéde au cas particulier A : R? — R définie par
A(z,y) = xy, on obtient la version bien connue de la formule de Leibniz.

EXEMPLE. Si f,g: U — R sont C* en ¢, alors h : U — R définie par
h(z) = f(z)g(x) est C* en x et vérifie

dao (f9) (V) = duy f(v)g(x0) + f(20)dayg(v)-

L’exemple suivant sera utilisé dans la preuve du théoréme d’inversion locale.

EXEMPLE. (Uinversion) Soit E et F' deux espaces de Banach (evn complets).
On note Iso(E; F) 'ensemble des applications linéaires, continues et bijectives
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de F dans F. On rappelle que, d’aprés le théoréme de 'isomorphisme de Ba-
nach, pour tout f € Iso(E; F), on a f~! € Iso(F; E).

Alors Iso(E; F) est un ouvert de Z°(E;F), Iso(F; E) est un ouvert de
L¢(F; E) et Papplication inv : Iso(E; F) — Iso(F; E) définie par inv(f) = f!
est C* et vérifie dyinv(h) = —f~' o ho f~! pour tout f € Iso(E;F) et tout
he Z°(E;F).

PREUVE. — Si Iso(E; F) est vide alors il n’y a rien a démontrer.
Soit donc fo € Iso(E; F). On a f=fo+f—=7fo=fo o (Idg — h), ou
h=fyto(fo—f). SifeB(fo, T |||) alors [|2]] < |1 fy -2 \Hf T =1, et donc

la série Z;ﬁo h' converge absolument. Comme Z¢(E; F) est complet, cette série
deéfinit un élément S € L°(E; F).

L’application L; : £ E;E) — £°(E;E) définie par L;(g) = fog est
linéaire et continue (car ||Ls(g)[l < I fllllgll). On a donc

Liap—n(S) = lim Lrayn( Z ) = lim Idg — h" = Idg

n—x
=0

(car ||R¥]| < ||A[|* — 0). On adonc (Idg—h)S = Idg, et de méme S(Idg—h) =
Idg. On en deduit que Idg — h est inversible d’inverse S et f est inversible
d’inverse Sf; ! pour tout f € B(fo, 7T \H) Donc Iso(E; F') est bien un ouvert

de Z¢(E; F) et on a

inv(fo +w) = Y (=fgtow)' St = ft = fitwiit + Z (=f5 w) fg!
i=0 i=2
Or L : ¥¢(F;F) — définie par L(h) = —fo_lhfo_ est lineaire et continue
(car \HL( < I PRI, et e(h) = g Tiza(=f5 th)' fg* est définie sur
B(0, 7T \H)\{O} et vérifie

|||h||”Hfo_1|H3
ol K Pl

et donc tend vers 0 quand h tend vers 0. Comme inv(fo+h) = inv(fy) + L(h) +
[IR]|e(h), on en déduit que inv est différentiable en fy et dy,inv(h) = L(h). O

eIl < Z LA WP I O£ =

EXERCICE. Soit f : U c E; x E; — F une application différentiable en
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(z0,y0) € U. Montrer que h(z) = f(x,yo) est différentiable en z¢ et calculer sa
différentielle.

EXERCICE. Soit M une matrice de M, (R), et k : R™ — R™ une fonction
différentiable sur R™. Calculer la différentielle de la fonction V' : R™ — R définie
par,

VreR™ V(x)={(Mz,z)+ |z — k(x)|*

en fonction de dk.

EXERCICE. Soit f : U — F une application C*. Soit xo € U. On pose
g(t) = f(xo + th). Montrer que g est C* et calculer g(*)(0).

EXERCICE. Soit f: U -V, g:V - Weth: W — Z des applications
différentiables en z, f(z) et g o f(z) respectivement. Montrer que hogo f est
différentiable en z et calculer d,(ho go f). Calculer d2(g o f) quand toutes les
applications sont 2 fois différentiables.

1.5 Différentielles et dérivées partielles

1.56.1 Différentielles partielles d’ordre 1

Soit (Ey,| - |;) une famille d’evn. On munit £ = E; x --- E, de la norme
[(z1,--+,z.)| = Xy |zill;. Pour tout a = (a1,--- ,a,) € E et tout 1 <i <r,
on pose I{ : E; — E Dapplication affine définie par

Ila(wz) = (a17"' y Ai—1,Liy Ajq 1, " aa’r‘)'

Alors I¢ est C™. A toute application f: U ¢ E — F on associe f# = foI?,
qui est une application définie sur I'ouvert U8 = (I¢)~1(U) de E; a valeurs
dans F.

DEFINITION. Si f{* est différentiable en a;, alors la différentielle d,, f{* est
appelée la différentielle partielle partielle de f par rapport a la i-éme variable
(ou par rapport & la variable x;) au point a. Dans la suite, cette différentielle
partielle est notée %L et c’est un élément de £°(E;; F)

EXEMPLE. Si f : #,(R) x #,(R) — 4, (R) est définie par f(M,N) =
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MN et a = (Mg, Ny), alors f{(M) = M N, et donc %

De méme, on trouve % (Mo, )(H) = MyH.
0,4¥0

(Mo,No)(H) = HNj.

DEFINITION. Si F; =R, alors f;* est une fonction définie sur un ouvert de
R, et donc elle est différentiable en a; si et seulement si elle est dérivable en a;.
On note alors {fmf (@) la dérivée (f?)'(a;) et on lappelle la dérivée partielle de
f en a par rapport & la i-éme variable (ou la variable x;).

EXEMPLE. Si f(z,y) = zsiny alors é—i(m y) =siny et ;i (z,y) = zcosy.
Les liens entre le calcul de la différentielle usuelle et celui des différentielles
partielles sont donnés par la proposition suivante (qui sera complétée par le

théoréme 1.5.4 plus loin).

Proposition 1.5.1 Si f U c Fyx---x E, - F est différentiable en a, alors
pour tout i € {1,--- n}, dl . existe et vérifie les relations

df
hi :da PR ) hl s Uyt
) 00) = duf (0,0 _bi_j0.0+-,0)

i-éme position

&S d
daf(hy, =+ hn) = ) dj:_ | ()
i=1 """

Dans le cas particulier ot E; = R pour tout i, on a
n

dof(hr, - o) = 3 by

=1
of
axl( ) daf(oa"'voa 1 ;Oa'“70):daf(ei)

i-eme position

é’xl

ot (e;) est la base canonique de R™.

1.5.2 Différentielles d’ordre supérieur

Soit f:U c Fy x---xE, > Feta= (a1, --,a,) € U.Si %| existe en
Jlx

tout point = € U et (d—f) est différentiable en z;, alors on appelle différentielle
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partielle seconde de f en a par rapport aux variables (z;, ;) ’élément dfdfz .
T J la

de Z5(E;, E;; F) définie par

a2 f
da:idmj |a

.
dl‘j

(hishy) = [da, (=) (ha)] ()

a . . .« . N
Comme (%)i est une application d’un voisinage de a; dans E; & valeur
J

dans Z°(E;; F), alors dg, (dd—i)j € £°(E;; £°(Ej; F)) et donc dfizdfzj , est bien

un élément de 5 (E;, Ej; F).
En itérant, on définit les différentielles partielles d’ordre quelconque en po-
sant

dkflf @

iy hiy) = [da, (——L—)°
( 1 k) [ K d.’l?iz"‘d.'lfik i1

(hll)] (him T 7h1k)
dk
On a WL € (B, By F).
Donnons maintenant les relations entre différentielles et différentielles par-
tielles.

Théoréme 1.5.2 Si f: U c Fy x --- x B, > F est p-fois différentiable en a,
alors pour tout k < p et tout (iy,--- ,ix) € {1,--- ,n}*, la différentielle partielle

k .
”7f_| existe. De plus, on a les relations
;vll-nd:Jc”c a

d*f
L (hyy, e k) =
dxil"' dIka |a( 1 k)

dif((ola 7Oi1717hi1a0i1+1>"' 70n)7"' 7(017"' 70ik717h7§k70ik+1;"' aon))

k dr f
daf(hla"' 7hk) = Z (hl7i17"' ahk,ik)

) ) dxi, - dx; |a
1<iy e i €n i Uk

o hi = (hig, -, hin).

EXEMPLE. Reprenons l'exemple précédent f(M,N) = MN défini sur
Myp(R) x A, (R). On a vu plus haut que %hM N )( ) = HNp et donc
054V0

Mo, N Mo, N,
)M (o) = (H = HN) et ()5 (No) = (H — HNp). On



1.5. DIFFERENTIELLES ET DERIVEES PARTIELLES 13

d>f _ df \ (Mo, No) df _
a donc 7dM2|(M0,N0) = 0 (car (F37), est constante) et 7deM|(H1,H2) -
. a2f _ a2f —
HyH,. De méme, on a deM|(H1,H2) = H1H; et g5 |(H17H2) =0
) - d2f _ _d’f :
Dans l’exemple précédent, on a deM|(H1,H2) = aNant | (g, 1) Ce fait se

généralise.

Théoréme 1.5.3 (Schwarz) Si f est k-fois différentiable en a alors pour tout
o€ Bk, ona

d* f

dSUl'l R dl’ik |‘1

dk
d fd | (hig(l) T hia(k))
Ligery """ T,y '@

(hi17"' ;hik)

Si F; = R pour tout 4, alors on appelle dérivées partielles d’ordre supérieur
en a par
orf 0 0

a) =
0x;, -+ 0Ty, 0x;, “plz;,

(2 )

6$ik

De plus, le formules précédentes et le théoréme de Schwarz prennent la forme
suivante

ok f .
o @ = daf (e i)

ol (e;) est la base canonique de R™.

d*f(h hyi) = Big, -+ hii o'
a 1" k})_ Z 1,09 """ k,zkax (a')

. O
(i, sin)E{ 1 e i

ot hy = (hig,--- , hin).
pour tout o € Gy, on a
ok f

OTiyyy ** OTiy g,

o f

day, - Oxy,

(a) (a)

On a vu que les différentielles partielles permettent de calculer la diffé-
rentielle, quand elle existe. Sous certaines conditions, l'existence des dérivées
partielles implique méme l'existence de la différentielle (ce qui donne une réci-
proque partielle de la proposition 1.5.1).
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Théoréme 1.5.4 Soit f: U c Ey x---x E, — F une application et a € U. Si
pour tout entier k < p et tout k-uplet (iy,--- ,ix) € {1,--- ,n}*, la différentielle

. d f
partzelle W -

i

eziste en tout point x d’un voisinage de a et est continue

en a, alors f est p-fois différentiable en a.

Dans le cas particulier ot E; = R pour tout i et si toutes les dérivées par-
tielles de f d’ordre plus petit que p ezistent au voisinage de a et sont continues
en a, alors f est p-fois différentiable en a.

EXEMPLE. Soit f : R? — R3 définie par f(x,y) = (zsiny,zy,e®). On a
%(:m y) = (siny,y, e®) et %(x7 y) = (xcosy, x,0) qui existent et sont continues
sur R2. On en déduit que f est différentiable sur R2. En itérant, on obtient que
f est C* sur R2.

EXERCICE. Montrer que la fonction f: GL,(R) — GL,(R) définie par,
VM e GL,(R), f(M)=M"1,

est C%* sur GL,(R) et calculer sa différentielle (plutot que d’utiliser le cas
général des espaces de Banach vu plus haut, 'idée plus simple en dimension
finie consiste & montrer que f est C* en regardant quel type de fonction des
coefficients de M est f, puis & calculer la différentielle de f en différentiant
Pégalitée M x f(M) = I,).

EXERCICE. Calculer la différentielle en tout point de la fonction détermi-
nant M € M, (R) — det(M) € R (on pourra montrer que det est C* en procé-
dant comme au dessus, puis calculer ses dérivées partielles en I,, par rapports
a tous les coefficients, puis déduire la différentielle en tout point en utilisant le
caractére multiplicatif de det).

EXERCICE. Soit Q un ouvert de R" et f : ) — R™ fixée une fonction.

1. On suppose que f est différentiable en T € 2. Montrer que toutes les
dérivées partielles de f existent en T et que

dzf(h) = Zn] gj (z)h;, VheR™
i=1 v
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2. Montrer que si f est deux fois différentiable en = € Q alors toutes ses
dérivées partielles secondes existent en z et que

ki R” x R".
Z axamj Vhik; V(h,k) € R™ x

EXERCICE. Trouver les pomts de R? ot la fonction f : R? — R, définie par
£(0,0) =0 et f(z,y) = % si (z,y) # (0,0), est différentiable.

EXERCICE. Etudier les propriétés de dérivabilité et de différentiabilité

d’ordre deux de la fonction f : R? — R définie par, f(z,y) = xy% si

(z,y) # (0,0) et f(0,0) = 0.

1.5.3 Matrice Jacobienne, vecteur gradient et matrice Hes-
sienne

DEFINITION. Soit f : U < R — R une fonction de plusieurs variables de

fonctions composantes f = (f1,-- , fm). On note
L@ o

Jof = : :

"fm ’?fnz
z(a) - F2(a)

la matrice Jacobienne de f en a. C’est un élément de ., ,(R).

Proposition 1.5.5 Si f est différentiable en a, alors J,f est la matrice de
dof dans les bases canoniques de R™ et R™.

DEFINITION. Si f: U < R™ — R est différentiable en a, on appelle gradient
de f en a le vecteur de R™ défini par V f(a) = (£ Y (a), -, 2L (a)).

oxy Y 0xp

Proposition 1.5.6 Si f : U c R™ — R est différentiable en a, alors on a

daf(h) =<V f(a), k)

pour tout h € R™, ot {-,-) est le produit scalaire canonique de R™.
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REMARQUE. Par définition, on a f(a +th) = f(a) + duof(th) + |th|e(th) =
fla) + KV f(a),h) + |tlen(t), ou ep(t) — 0 quand ¢ — 0. En particulier, I’ac-
croissement de f au premier ordre, lorsqu’on part de a dans la direction h
est optimal pour A = V f(a). On dit souvent que V f(a) est la direction de
plus grande pente de f en a. Inversement, ’hyperplan orthogonal & V f(a) est
I’ensemble des directions pour lesquelles I'accroissement de f est nul au pre-
mier ordre (ou verra plus loin que cet hyperplan est tangent en a & ’ensemble
{x/ f(z) = f(a)}).

On obtient en corollaire.

Théoréme 1.5.7 Soit f : U — R une fonction. Si zy est un extremum local
de f sur U et si f est différentiable en xq, alors on a dy,f =0 (i.e. Vf(xg) =0
si E est de dimension finie).

DEFINITION. Si f : U € R™ — R est deux fois différentiable en a, on
appelle matrice Hessienne de f en a la matrice

22 22
;rg (a) T (7x(1f‘fxn (a)
Hess, f = : :
A2 o2
(%il({xl (a) T Su:% (a)

Proposition 1.5.8 Si f : U c R" — R est deux fois différentiable en a, alors
Hess, f est une matrice symétrique et on a

d%f(h,h') =* h x Hesso f x b’
pour tout (h,h') € R™ x R™.
EXERCICE. Calculer la matrice Jacobienne et le Jacobien de la fonction
[ :R? — R? définie par f(z,y) = (sin(z® +y?), zy). Calculer le rang de d, ) f

en fonction de (z,y) € R2.

EXERCICE. Soit §2 un ouvert convexe de R™ c’est a dire tel que pour tout
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z,y € Q, le segment [z,y] est inclus dans Q. On rappelle qu'une fonction
f:Q — R est dite convexe si elle vérifie la propriété suivante.

Vr,y e R",Vte [0,1], f(tz+ (1 —1t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

Supposer que f : 2 — R est deux fois différentiable sur €2 et montrer qu’elle
est convexe si et seulement si sa matrice Hessienne est positive en tout point
de €.

1.6 Accroissements finis

Théoréme 1.6.1 Soit [ : U — F une application et (x,y) € U un couple
de points tel que [z,y] € U (ot [z,y] = {tz + (1 —t)y, t € [0,1]}). Si f est
différentiable en tout point du segment [x,y], alors on a

1f (@) = F)lr < & =yle sup |ld-fl|

z€[x,y

Corollaire 1.6.2 Si f : U — I est différentiable et Df = 0 sur U, alors
f est localement constante sur U (i.e. f est constante sur chaque composante
conneze de U). En particulier, si U est connexe (par exemple conveze) alors f
est constante sur U.

DEFINITION. Soit X,Y deux espaces métriques. f : X — Y est dite loca-
lement Lipschitzienne si et seulement si pour tout = € X, il existe un voisinage
V, de x dans X et M, € R tel que pour tout (z,2’) € V.2, on a

dy (f(2), f()) < Mydx(z,2")

Corollaire 1.6.3 Si f : U — F est C! alors f est localement Lipschitzienne
sur U.

Proposition 1.6.4 Soit f, : U — I une suite d’applications différentiables
surU, f:U—> Fetg:U— Z(E;F). On suppose que

1. (fn)nen converge simplement vers f sur U,

2. (Dfn)nen converge uniformément vers g sur U,
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Alors f est différentiable en tout point de U et Df = g. De plus, pour tout
conveze borné C c U, f, converge uniformément vers g sur C. Enfin, si tous
les f,, sont C', alors f est C' sur U.

Proposition 1.6.5 Soit U un ouvert convexe de E, f, : U — F une suite
d’applications différentiables sur U. On suppose que

1. il existe Tg € U tel que (fn(wo)) converge dans F,

neN

2. pour tout x € U, il existe un voisinage V,, de x dans U tel que (D fr)nen
soit uniformément de Cauchy sur V, (i.e. pour tout e > 0, il existe N € N
tel que pour tout n,n’ = N, sup ey, ||d.fn — d. fo| <€),

3. F est un espace de Banach

alors il existe f : U — F différentiable sur U tel que f, — f simplement sur U
et pour tout x € U, il existe un voisinage V,, de x dans U tel que f"|v — f|V

et Dfn|v — Df|V uniformément. De plus, si les f,, sont C', alors f est C'.

1.7 Formules de Taylor

Les applications différentiable en un point sont celles qui sont bien approximées
en x( par une application linéaire continue. Plus généralement, les applications
p-fois différentiables sont bien approximées par un polynéme de degré p.

Théoréme 1.7.1 (Taylor-Young) Si f : U — F est p-fois différentiable en
xg € U, alors on a

G+ )~ (1) e )+ BTG

=0
h—0 (i

Cette approximation de f par son polynome de Taylor peut-étre améliorée
pour les fonctions p + 1 fois différentiables.

Théoréme 1.7.2 (Taylor-Lagrange) Si f : U — F' est (p+ 1)-fois différen-
tiable sur U et si [xo,x0 + h] € U alors on a

dpP h.o-«-_h p+1
||f(:vo+h)—[f(:co)+dmof(h)+---+50(2;!’) InlE"™

ll < sep e AU,y
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On déduit de ces formules les critéres d’ordre 2 sur les extrema locaux des
fonctions de plusieurs variables.

Théoréme 1.7.3 Soit f : U ¢ E — R une fonction et xg un minimum (resp.
mazimum) local de f surU. Si f est deux fois différentiable en xo, alors dy, f =
0 et diof(v, v) = 0 pour tout v € E. En particulier, si E est de dimension finie,
alors Hess,, [ a toutes ses valeurs propres positives (resp. négative).
Réciproquement, si E est de dimension finie et xg est un point de U ot
dyof = 0 et Hess,, f a toutes ses valeurs propres strictement positives (resp.
strictement négatives), alors xo est un minimum (resp. maximum,) local strict

de f.

EXERCICE. Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = z* + y* —
2(x — y)?. Déterminer les extrema de f sur R2,

1.8 Théorémes d’inversion

DEFINITION. Soit f : U — V une application, ot U est un ouvert de E et
V un ouvert de F et p € N* u {oo}. On dit que f est un CP difféeomorphisme
de U sur V si et seulement si f est bijective, C? sur U et f~! est C? sur V.
On dit alors que U et V sont difféomorphes.

Proposition 1.8.1 Si f : U — V est un CP-difféomorphisme, alors l’image
de tout ouvert de U est un ouvert de V', et [’'image réciproque de tout ouvert de
V' est un ouvert de U.

PREUVE. — L’image réciproque d’un ouvert par une application continue
est un ouvert. Comme f ! est continue, I'image directe par f d’un ouvert est
un ouvert. O

EXEMPLE. Si L € Iso(E; F), ou E et F sont des espaces de Banach, alors
L est un C*-difféomorphisme.

DEFINITION. Soit f : U — F et g € U. f est un CP-difféeomorphisme
local en z si et seulement si il existe un voisinage U,, de z¢ dans U, un
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voisinage V() de f(wo) dans F tel que f|U : Uzy = Vi(a,) soit un CP-
=0

difféeomorphisme.

DEFINITION. f : U — F est un CP-difféomorphisme local sur U si et
seulement si c’est un CP-difféomorphisme local en tout point de U.

REMARQUE. Si f: U — V est un CP-difféomorphisme, alors c’est un CP-
difféomorphisme local sur U. La réciproque est fausse en général. Toutefois, le
résultat suivant montre que seule la bijectivité différencie les deux notions.

Proposition 1.8.2 Si f : U — F est un CP-difféomorphisme local sur U, alors
pour tout owvert Q < U, f(Q) est un ouvert de F. En particulier, V = f(U)
est un ouvert de F'.

De plus, si f est injective sur U, alors f : U — V est un CP-difféomorphisme.

PREUVE. — Soit y € f(2) et x € Q tel que y = f(x). Par hypothése sur f,
il existe un voisinage ouvert U, < U de x et un voisinage V,, de y dans F' tel
que f|U : Uy — V,, soit un CP-difféomorphisme. Donc U, N Q est un voisinage

de z dans U, et f(U, n Q) est un voisinage ouvert de y dans V,, et donc dans F
car V,, est un ouvert de F. Comme f(U, n Q) < f(), on en déduit que f(£)
est un voisinage de y dans F'.

Si f est injective, alors f : U — V est une bijection. On note g = f~! et
soit y € V. f est un CP-difféomorphisme en = = g(y) donc il existe un voisinage
U, de x dans E et un voisinage V,, de y dans F' tel que (f|U )71 = g|v soit,

z y

CP sur V,, et donc g est C® en tout point y de V. O

Proposition 1.8.3 Si f est un CP-difféomorphisme en xq, alors d,, f € Iso(E; F)
et on a (dwof)_l = df(zo)(f_l)'

PREUVE. — Soit Uy, un voisinage de xo dans E et Vy,,) un voisinage de
f(xo) dans F tels que g = f|UzO soit un diffeomorphisme de Uy, sur Vj(,,). On

1 1

aalors gog~' =1Idy, et g tog=1Idy, . Cequidonneldp = df(,)(Idv,, ) =
d'f(lo)(gog’l) = dmogocif(wo)gfl, et de méme, Idg = df(wo)gfl 0dg,g. Comme

dyog = dzo f et df(xo)(g_l) = df(xo)(f_l), on obtient le résultat annoncé. O

REMARQUE. Dans la preuve précédente, on a seulement utilisé ’existence
de f~! et sa différentiabilité en f(zo) (et pas la continuité de Df 1 en x).
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Théoréme 1.8.4 (Inversion localel) Soit E et F' deuz espaces de Banach.
Sif:U— F est CP en g et d,,f € Iso(E; F), alors f est un CP difféomor-
phisme en xq.

Théoréme 1.8.5 (Inversion locale2) Soit E et F' deuz espaces de Banach.
Si f:U— F est CP sur U et d,f €Iso(E; F) pour tout x € U, alors f est un
C? difféeomorphisme local sur U.

Théoréme 1.8.6 (Inversion globale) Soit E et F' deux espaces de Banach.
Sif:U— F est CP sur U, si d,f € Iso(E; F) pour tout x € U et si f est
injective sur U, alors V. = f(U) est un owvert de F et f : U — V est un
CP-difféomorphisme.

D’apreés ce qui précéde, les trois théorémes découlent du premier théoréme
d’inversion locale, qui sera démontré dans la section 1.11.

REMARQUE. Dans la pratique et dans le cas d’une application f : U <
R™ — RP, d,, f est inversible si et seulement si n = p et det(J,, f) # 0, si et
seulement si n = p et rg J,, f = n, si et seulement si n = p et (dzy f1,- -+, dwo fp)
forme une famille libre de (R™)*, ot f = (f1,---, fp)-

ExeMPLE. (Coordonnées polaires) Soit f : R? — R? définie par f(r,0) =

. o _ (cosf —rsind

(rcosf,rsind). f est C* et Ji.g) = (sin@ rcosf

sible si et seulement si r # 0. Le théoréme d’inversion local implique que f |R* R
¥

est un C*-diffeomorphisme local de R* x R sur R? x {(0,0)}. En revanche f
n’est pas un difféfomorphisme global puisque f est 27-périodique en 6 et donc
f n’est pas injective sur R¥ x R.

Comme f est injective sur R% x]0, 27[, le théoréme d’inversion globale im-

plique que f|R* <J0.2n] est un C”-difféomorphisme de R¥ x]0, 27| sur son image
¥x]o,

F(RE x]0, 27]) = R*\(Ry x {0}).

), donc d(, ) f est inver-

EXERCICE. Montrer que I'application f : C — C définie par f(z) = 22 est
un C*-diffeomorphisme local de C\{0} sur lui méme. Montrer que g(z) = €*
est un C*-difféeomorphisme local de C sur C\{0}.

EXERCICE. On se propose de trouver toutes les solutions f : R? — R de
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classe C? de I’équation aux dérivées partielles :

_2f
-

*f

022

(z,9) (z,9).

1. On définit ¢ : R? - R? par ¢(z,y) = (%%, %5¥), montrer que ¢ est un
diffeomorphisme C* de R? dans R2.

2. Soit f une solution de I’équation aux dérivées partielles sur R?, on pose
g := fop ! Quelle est ’équation vérifiée par g ?

3. Conclure.

EXERCICE. Soit u = (cosfp,sinfp) et U, = R*\(R_ - u). On définit la
fonction ¥ : R* x R — R? par ¥(r,0) = (rcosf,rsinf)

1. Montrer que U, et Vp, =]0,+00[x]0y — 7,00 + 7| sont des ouverts de
R? et que ¥ est un C* difféomorphisme local qui se restreint en un €~
difféeomorphisme de Vp, sur U,.

2. A l'anneau de R? centré en (0,0) et de rayons a < b. On cherche les
solutions f du probléme suivant
a) f est continue sur A et G2 sur lintérieur de A,

b) f = M sur le cercle intérieur de A, f = 0 sur le cercle extérieur de
A

c) Af = ZQJ; + ::2); = 0 sur l'intérieur de A.

cx Y

)

~

Supposons que fy est une solution de ce probléme qui est de plus in-
variante par rotation. On pose F = fy o 1. Montrer que F vérifie les
équations suivantes sur ]a,b[ xR

7'62—F + a—F =0 a—F =0
or2  or 00
En déduire fj.

3. Soit f une solution quelconque du probléme (pas supposée invariante
par rotation a priori). On pose g = f — fy et on suppose qu'il existe



1.8. THEOREMES D’INVERSION 23

x € A tel que g(x) > 0. Montrer que pour € > 0 assez petit, la fonction
he = g + e(2? + y?) atteint son maximum en un point intérieur & A et
vérifie Ah, = 4e > 0 sur tout A. En déduire que g < 0 sur A, puis que
g = 0. On en déduit que fy est la seule solution du probléme.

EXERCICE. Soit f : M,(R) — M, (R) définie par f(M) = M2 Montrer
que f est un C* difféomorphisme local en I,,.

On note S, (R) Pensemble des matrices symétriques réelles de taille n et
S++(R) Pensemble des matrices définies positives. Montrer que S;F*(R) est un
ouvert de l’espace vectoriel S, (R) et que f induit un C*-difféomorphisme de
St (R) sur lui-méme.

Soit M € §Gl,,(R). Montrer que M*M € S;7+(R). On pose Spr = f~{(M'M) €
SHH(R) et Oy = S, x M. Montrer que Oy € O(n) et que M = Sy x Oy
(décomposition polaire). Réciproquement, montrer que si M = S x O avec
SeSTH(R) et O € O(n) alors S = f~H(M!M) et O = Oy;. Montrer que

®:Gl,(R) — ST (R)x O(n) C Su(R) x Ma(R)
M~ (Su,0m)

est C*.

EXERCICE. En utilisant le changement de variable x = u,y = uv, résoudre
I’équation aux dérivées partielles suivante :
2 0%f Pf 20

2I 49 L")
el + xy@x(?y ty 0y?

EXERCICE. Soient f : U — R une fonction de classe €3 sur un ouvert U
de R? contenant 1'origine. On suppose la forme quadratique hessienne D(Qo,o) f
non dégénérée.

1) Soit ¢(t) = f(tz,ty). Calculer ¢/(t) et ¢”(t) en fonction de 2L, &L

ox’ Cy’
2 A2 - . ,
S et L. En utilisant la formule de Taylor avec reste intégrale pour c,
oxdy oy

montrer qu’il existe trois fonctions o, 3,7 de classe C! sur U telles que

havy) = £o.9) = 10,0 = Z0.002 = F 0.0

= a(z,y)z* + 28(z, y)zy + v(z,y)y°

),
S
[~

wQ’

|
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_ (alzy) Blz,y)
On note S(a.y) = (ﬁ(x,y) v(x,y)>'

2) Soit Sy € S, (R) une matrice symétrique inversible de taille n. Soit F' =
5515, (R). Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M, (R) de dimension
w et que ¢ : F — S,(R) définie par o(M) =* MSyM réalise un C*
difféomorphisme d’un voisinage de I, dans F' sur un voisinage de Sy dans
S, (R). En déduire qu’il existe une application M de classe C' d’un voisinage
U de (0,0) dans R? a valeurs dans Glo(R) telle que

t
Stew) = Mz,4)50,0) Mz )

On pose (u,v) = ®(x,y) = (,y) "M, ) " P ot P est une application linéaire
bien choisie. Montrer que ® est un difféomorphisme sur son image au voisinage
de (0,0) dans R? tel que g(u,v) := f o @7 (u,v) = A\u? + A\v?, ot (A1, A2)
sont les valeurs propres de d%o oS-

3) Donner la position du graphe de f : R?> — R par rapport & son plan
tangent en (0,0) en fonction de la signature de d%o 0) f (on suppose toujours

que d?o_’o) f est non dégénérée).
1.9 Fonction implicite

DEFINITION. Soit f: U ¢ E — F une application. On appelle graphe de
f la partie de E x F définie par Gr(f) = {(z,y) e Ex F/zx e U et y = f(z)} =
{(x,f(x)) eU x F}.

DEFINITION. Soit f: U c E — F et yg € F. On appelle ligne de niveau yq
de f 'ensemble Sy, = {z e U/ f(z) = yo}.

REMARQUE. Le graphe de f: U c E — F est la ligne de niveau 0 de la
fonction F' : U x F — F définie par F(z,y) =y — f(z).

Le but du théoréme des fonctions implicites est de donner une condition
suffisante simple pour qu’une ligne de niveau soit (au moins localement) le
graphe d’une fonction.

Théoréme 1.9.1 (fonction implicite) Soit E1, Fy et F' des espaces de Ba-
nach, f : U € Fy x E5 — F une fonction de classe C? (p > 1), yo € F et
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(29,23) € Sy,. Si E (20 20) € Iso(E2; F) alors il existe un voisinage U; de z?

dans E; et ¢ : Uy — Us de classe CP tel que Uy x Uy c U et Sy, n (U1 x Us) =
Gr(p), i.e.
{(v1,22) € Uy x Ug/f(w1,22) = yo} = {(ffl,sﬁ(xl))/xl e Ui}

De plus, on a dyop = (dxz |(ch 0))—1 dxy |(xo 9)"

Dans la pratique, si f : U € R® — RP est définie par f(z1,---,z,) =
(fl(xla"' 7.%'”)7"‘ afp(l'17"' ,ZCn)), alors pour que Syo = f_l({y()}) soit le

graphe d’une fonctions des variables z;,,--- ,x;, au voisinage de mg € U, il
suffit que
L. f(mo) =yo
2. k=n-—p,
of of
2 (mg) - £k (mo)
3. det # 0, ot les indices (j;) sont {j1,--- ,jp} =
ef ef
(:EJp (mo) o F:vp (mo)

(e m\ iy inde

Dans ce cas, la Jacobienne de ¢ et mg se calcule par la formule

of of -1 0 d
ﬁx:l (mo) -+ le (mo) ﬁzfill (mo) --- (zflk (mo)
Jmo@ = ) ) ‘
2 0 d :
%(mo) . %(mo) ;;J (mO) T (7(;8{1; (mo)

EXEMPLE. La fonctlon f : R? - R définie par f(:c y) =a%+y?est C” s
R2. Si (mg,y0) € St = f71({1}) et si yo # 0, alors & f (20, 50) = 2yo # 0 et donc
S! est le graphe d’une fonctlon @ de la variable x et de classe C'* au voisinage
de (z0,yo). De plus, on a ¢'(zg) = —%(mo,yo)/Pf (o, y0) = %

En fait, un calcul direct donne ¢(z) = sg(yo)v/1 — 2. Bien siir, U'intérét de
ce théoréme est qu’il donne 'existence de ¢ (et sa différentielle) y compris dans
les cas ou ¢ ne peut pas étre calculée explicitement.

PREUVE. — (Théoréme des fonctions implicites) Soit F': U ¢ Fy x Ey —
E; x F Tapplication définie par F(x1,x2) = (xl,f(asl,xg)). Alors F est CP
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et on a d(z?,zg)F(hlth) (hl, dm1| 0 0)(h ) + dm2| 0 0)(h2))' L7application
L: FEy x F — E; x Ey définie par
df

L(hy,v) = (h1,( ))71(” K )(hl)))

dxl z9,x9

est linéaire, continue puisqu’on a

-1 df
I < 1+ DG ) N+ )

et vérifie L o d( 0 O)F = IdEle2 et d(ro O)F oL = IdEle. On a donc
d(mo $O)F' € ISO(El X E‘Q7 E] X F)

D’aprés le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U; de
z; dans F; tel que F|leU2 soit un C? difféeomorphisme de U; x Uy sur V =

F(Uy x Us). V est un ouvert de E; x F contenant (29,y0) = F(29,29).
Soit G = (F|U1><U2)_1 : V — Uy xUs. Onnote G(z1,y) = (91(x1,y), 92(x1, 7)),

alors G, g1 et go sont CP sur V. Comme F o G(z1,y) = (x1,y) pour tout
(r1,y) € V, on a gi(z1,y) = z1 et foga(21,y) =y pour tout (r1,y) € V.

L’ensemble U] = {z; € U;/(x1,y0) € V} est un voisinage ouvert de z{ dans
U et donc dans Fy, car w(x1,y0) = x1 est continue. On pose p(z1) = g2(x1, Yo)-
© est bien définie et CP sur Uy, et vérifie

(1,22) € (U] x Uz) NSy, si et seulement si zy € Uy, 22 € Uz et f(x1,22) = yo,
si et seulement si x1 € Uj, w3 € Uy et F(x1,22) = (z1,y0) €V,

si et seulement si 1 € U, @3 € U et (x1,72) = G(21,90) = (z1,0(21)) €V,
si et seulement si 71 € U}, w3 € Us et 2o = ¢(z1),

si et seulement si z, € U] et x2 = o(x1) (car p(x1) = ga(x1,y0) € Uz),

si et seulement si (z1, z2) € Gr(yp).

Enfin, on a ¢(z1) = f(xl,go(:rl)) = yo pour tout z1 € U;. Donc

oy L (o)

d.’l?l (w?’wz d.rg 93175702

0= dz?'lzzj = d(m?,xg)f(hv dCE1 Qﬁ(h)) =

Et donc on a

d d
~(&L &

—1
dzl Sp(h) dzs |(x?,mg)) ° dxq (x9,25

®)
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O

EXERCICE. Montrer que l’égalité x3 + 3 — 2xy = 0 définit au voisinage
de (1,1) une fonction implicite y = ®(x). Donner un développement limité a
I'ordre 2 de ® en 1.

EXERCICE. Soit P(X) = ap X" +---4+a1X +ap € R[X] un polynéme et o €

R une racine simple de P. Montrer qu’il existe un voisinage U de (ag, - , ax,)
dans R"*! et un voisinage V' de « dans R tel que pour tout (bg,: - ,b,) € U,
le polynome by + - - - + b, X™ ait une unique racine (simple) ¢(bg,- - , b,) dans
V. Montrer que ¢ est C* sur U et calculer g—i(ao, S an).

.10 Théoréeme du rang constant

DEFINITION. Soit f: U c R®™ — R™ différentiable en xy. On appelle rang
de f en xo, et on note rg, f, l'entier rgd,, f. On a toujours rg, f < min(n,m).

Proposition 1.10.1 Si f : U ¢ R® — R™ est C' en o, alors il existe un
voisinage Uy, de xo dans U tel que pour tout x € Uy, on arg, f =g, f.
En particulier, si f est C1 sur U, alors pour tout ¢ € N, Q. = {z €
U/ rg, f = c} est un ouvert de U.
Si dy, f est injective (resp. surjective, resp. bijective) alors il existe un voi-
sinage Uy, de xo dans U tel que pour tout x € Uy, on ait d, f injective (resp.
surjective, resp. bijective).

PREUVE. — Rappelons qu'une matrice M est de rang plus grand que c si
et seulement si il existe une matrice carrée de taille ¢ et inversible extraite de
M. DoncsirgwonC,ilexiste1<i1<---<ic<net1<j1 < -<je<m
tels que

Cfi Cfi

o) o o
det : : #0

Ofic fic

CTjy (IO) oz, ( )
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Or les dérivées partielles % et M +— det M sont continues et donc, pour x
assez proche de zg, on a C,, est inversible. On en déduit qu’alors rg, f > ¢ pour
tout x assez proche de z.

Le dernier résultat découle du fait que d, f est injective, surjective ou bi-
jective si et seulement si rg, f = min(n,m). O

Théoréme 1.10.2 Soit f: U c R™ — R™ une application CP sur U.

1. Si [ est une immersion en xg (i.e. si dy,f est injective), alors il existe
un voisinage owvert Uy, de xo dans U, un voisinage ouvert Vi) de
[(xo) dans R™ et W : Vi(,y — W < R™ un CP-difféomorphisme tels que
FWUz) © V(g et Wo f(ar, -, 20) = (x1,-++ ,20,0,-++,0) pour tout
(X1, ,xn) € Uy,.

Autrement dit, ¢ un changement de variable prés, toute immersion est
localement égale a l'injection canonique de R™ dans R™.

2. Si f est une submersion en xo (i.e. si dy, f est surjective), alors il existe
un voisinage ouvert Uy, de xo dans U, un ouvert W de R™ et & : W —
Uz, un CP-difféomorphisme tels que f o ®(xy, -+ ,xp) = (21, "+ ,Tm)
pour tout (z1,--+ ,xn) € W.

Autrement dit, 4 un changement de variable prés, toute submersion est
égale a la projection canonique de R™ dans R™.

3. Sirg, f = c pour tout x € U, alors pour tout xo € U, il existe un voisinage
ouwvert Uy, de xo dans U, un voisinage ouvert Vi, ) de f(zo) dans R™
et des CP-difféomorphismes ® : V. — Uy, et W : Vi) — W tels que
Vofod(zy, - ,an) = (21, ,2e,0,--,0).

Autrement dit, toute application de rang localement constant est, 4 chan-
gements de variables prés, équivalente a

Jc(xla"' 7xn) = (xlv"' 7x6707"' 70)

PREUVE. — On se place sous les hypothéses du point (3) car elles im-
pliquent les hypothéses des points (1) et (2) quand ¢ = m ou ¢ = n.

Par hypothése, il existe une matrice carrée, inversible et de taille r extraite
de J,, f. Quitte & remplacer f par Lo foL’, ou L et L’ sont des isomorphismes
linéaires permutant les coordonnées (et donc des C*-difféeomorphismes), on
peut supposer que la matrice (W g (mo)) 1<i<c est inversible.

¢
O 1<j<e
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Soit © : U ¢ R™ — R™ définie par
@(Z‘1,"' ,an) = (fl(xlv"' axn)a"' afC(xla"' 7xn)7x0+17"' ,l‘n).

(&(mo))
0 In—c
D’aprés le théoreme d’inversion locale, il existe U,, un voisinage de z( tel que
(C) p Soit un CP-diffeomorphisme sur V = O(U,, ). on pose alors ¢ = O~ 1.
zo

On a

H
NN
<

i<e *
<c

Alors © est C?, J,,© = ) et donc d,,© € Iso(R™,R").

Foolr, - yn) = (froe), -, feo o), fesr00(y), -+, fm o 0(y))
= (©109(Y), - ,O0c00(Y), hex1(y),- - hin(y))
= (yla"' sYes Per1(y), -+ >hm(y))

Sic=m,alorsona fop(yi, - ,yn) = (Y1, ,¥m), ce qui donne le point (2).
Sinon, on a

1. 0
Ohexr  Oheqr Ghey1 . Oheq
oy1 0ye OYet1 OYn
: : : : ~—— ~——
ohn ... Cha Ohm ... Chm de rang . inversible
oY1 0Ye OYet1 OYn

et donc rg, (f o ) = c. Comme les ¢ premiéres colonnes de J,(f o ¢) forment

une famille libre, on en déduit que les suivantes sont nulles, et donc r(:Z; (y) =0
pour tout y € V, tout 5 = ¢+ 1 et tout i € {c + 1,--- ,m}. Quitte & ré-
duire le voisinage U, de xo on peut supposer que les fonctions heii, -+, Ay,
ne dépendent que des variables y1,--- ,y. sur V. On pose U(z1,- - ,2y) =
(zl,--- yZes Zet1 — hev1 (21,5, 2¢)s -y 2m — B(z1, - - ,zc)) sur V. Alors on a
1. 0

Jf(xo)\ll = % Im—c
f(xo). Enfin,on a ¥o fop(y, - ,ys) = (Y1, * ,Ye 0,--+,0), ce qui donne
le point (3).

Si ¢ = n, alors, en posant z = (z1,--- ,2,) et f(z) = (fl(z), e ,fn(z)), on
a

) et donc ¥ est un diffeomorphisme au voisinage de

\I/Of(z) = (f(z)7fn+1(z) _fn+1 O@of(z)v af’m(z) —fmogpof(z))
- (@1(2),... ,@n(Z),O,"' 70)
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et donc, si on pose ¢ X Idgm—n (Y1, -+ ,Ym) = (go(yl, e Yn)y Ynl, e ,ym), on
obtient

(o x Idgm-—n) 0o Wo f(21,-++,2n) = (21,7, 20,0, ,0)

ce qui donne le point (1). O

11 Démonstration du théoréme d’inversion locale

L’ingrédient essentiel de la preuve du théoréme d’inversion locale est le théo-
réme du point fixe de Banach.

Théoréme 1.11.1 (Point fixe de Banach) Soit (X,d) un espace métrique
complet et f : X — X une application k-Lipschitzienne avec k < 1. Alors [ a
un unique point fize dans X .

PREUVE. — Si z et x’ sont des points fixes de f, alors on a

d(z,2') = d(f(), f(2')) < kd(z,2")

comme k < 1, on en déduit que d(x,z’) = 0 et donc x = z’, d’ont 'unicité du
point fixe de f.

Pour 'existence, on choisit g € X et on considére la suite définie par la
relation de récurrence x, 11 = f(z,). Cette suite est de Cauchy puisqu’on a
d(xnvxn-&-l) = d(f(xn—l)a f(xn)) < kd(xn—la-rn) SEERIE k”d(xo,xl)

_ p—1
n+l
.I'n, xn-&-p Z xn+l7 xn+l+1) < Z k d(an $1)
1=0 1=0
kn — kner kn

=g fens

!
T kd(w,x )7:;0
Comme X est complet, il existe x € X tel que x,, — x. Alors, puisque [ est

continue, on a f(z) = lim f(z,) = limz,4; = x et donc z est un point fixe de
f dans X. O

Notre démonstration du théoréme d’inversion locale va se faire en 4 étapes.

Soit xg € Q tel que d,, f € Iso(E; F). Comme f est C! en z, il existe r > 0
tel que B'(zg,r) € Q et |dof — dg, f]| < W pour tout x € B'(xq,T).
zQ
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Lemme 1.11.2 Pour tout y € B(f(xo), W), il existe un unique x €
=0
B'(xo,r) tel que f(z) =y

PREUVE. — L’idée est de transformer I’équation f(z) = y en équation de
point fixe. Pour cela on pose hy, : B'(xg,r) — E définie par

hy(x) = & = (duo /)" (F(2) = f(=0)) + (duo /)" (y = f(0))-

hy est de classe C? sur B'(xg,r) et vérifie

ldahyll = [1dE = (duo /)" 0 du fIl = |(duo /) F © (dao f = duf)]

< ey )Ml e <

On déduit du théoréme des accroissements finis que h,, est 1/2-Lipschitzienne
sur B'(xg,r). De plus, si z € B'(xg,r), alors on a

Ihy (@) = @oll = 7 pao) () = hpiag) (x0) + (duo /)~ (y = f(0))]|
< Wogan) ) = Py ) + (o )y = (20
< gl = 2ol + 1o ) g

2o )1 S

Donc h,, est une application %—Lipschitzienne de B'(z,r) dans lui-méme. Comme
E est un espace de Banach, la boule fermée B’(xg,7) est un espace complet.
D’apres le théoréme du point fixe de Banach, il existe un unique z, € B'(zq,r)
tel que hy(z,) = z,. Or hy(z) = x si et seulement si f(z) =y, ce qui donne le
résultat. O

Soit U = B'(zg,7r) N f‘l(B(f(xo),W)). U est un voisinage de

=0

ro dans E par continuité de f et f réalise une bijection de U sur V =
B(f(z0), W) d’aprés le lemme précédent.

On pose g : V — U c E définie par g = (f|U)’1

Lemme 1.11.3 g est 2|(d,, f)~!|-Lipschitzienne sur V et U est un ouvert de
E.

PREUVE. — En reprenant les notations de la preuve du lemme précédent,
ho(x) = & — (dy, f) ™! o f(x) est 1/2-Lipschitzienne sur B’(z¢,r), et donc on a

[(ao )7 NIF (@) = £ @] = 1(dao /)7 (F(2) = F@)] = o = " + h(2) = h(2)]
2 |z — 2’| = [h(z) — h(")] = %Ill‘ — ']
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pour tout z,z’ dans B'(xg, ).
Si y, 1’ sont des points de V, alors 2 = g(y) et 2’ = g(y’) sont des points de
U c B'(xg,r) et on a

lg(y) = 9 = llz — 2" < 2[(dug /)1 (@) = £ @) < 20(deo /)y = ¥/

et donc g est bien 2|(d,, f) !|-Lipschitzienne.
Pour 3 = f(x0), ’égalité précédente donne

lg(y) = woll < 2l|(day /)" ly = flzo)| <7
pour tout y € V, et donc U = g(V) < B(yo, 1), i.e. U < B(xg,7) n f1(V) c
B'(z9,7) n f~1(V) = U, dont on déduit que U = B(zg,7) n f1(V) et donc
est bien un ouvert de E. O

On a donc montrer que f est un homéomorphisme (et méme une application
bi-Lipschitzienne) du voisinage ouvert U de xg dans E sur le voisinage ouvert
V de f(xo) dans F. Il reste & montrer que g est de classe CP sur V.

Lemme 1.11.4 g est différentiable sur V et dyg = (dg(y)f)’l.

PREUVE. — On a vu plus haut que si E et F sont des espaces de Banach
et L € Iso(E; F) alors B(fo, HTL”) c Iso(E; F).
Dans notre cas, on a montré que pour tout x € U, on ad, f € B(d, f, ﬁ),
@(

et donc d, f € Iso(E; F).

Soit y € V et € > 0 assez petit pour que B(y,e) < V. Si |h]| < ¢, alors
y+heVetg(y+h)—g(y) — (dgf) ' (h) est bien définie (car g(y) € U). S
on pose w = g(y + h) — g(y), alors on a

9y +h) = g(y) — (dg) f) 7 (R) = (dy() /)" (dygiyy fw) — (w+h) + y )
=flg(y)+w) =fog(y)

et donc
Q(h) = loly +h) = g(y)h_ (dgy) )~ (M)
< ey ) = ) £+ fa)

y 1f(g9(y) +w) = f(9(y) — dgyy f(W)]

jwl

< 2|(dao )™ (g f)
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ot |w| < 2|(duo f) LI1] car g est 2|(dy, f) !|-Lipschitzienne. Comme f est
différentiable en g(y), et que y — (dg(,)f)~" est continue (donc bornée) comme
composée d’applications continue, on en déduit que limy_,g Q(h) = 0. Comme
(dg(y) )1 est une application linéaire continue, on en déduit que g est diffé-
rentiable en y et que Dg =invo Df og. O

On conclut la preuve du théoréme d’inversion locale en montrant que g est
aussi réguliere que f. On a vu que g est différentiable sur V et donc g est C
sur V. Oron a Dg = invo Df o g et comme inv est C%, si f est C!, alors D f
est C° et par composition, Dg est C°, et donc g est C.

De méme, supposons montré que g est C*. Si f est C¥*+1, alors Df est C*
et donc Dg est C* par composition d’applications C*, et donc g est C*+1. Par
récurrence, on montre que g est aussi réguliére que f.

REMARQUE. Dans la preuve précédente, on ne controle pas explicitement
Pouvert U en restriction auquel f est un difféomorphisme sur son image.

EXERCICE. Soit f : R — R définie par f(z) = x + z?sin(Z) si z # 0 et
f(0) =0.

1. Montrer que f est dérivable sur R et que f'(0) = 1.

2. Montrer que f n’est inversible sur aucun voisinage de 0. Cela contredit-il
le théoréme d’inversion locale? Ou la preuve précédente cesse-t-elle de
fonctionner dans le cas de cette fonction f7
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