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Chapitre

1
Calcul différentiel

Notations: dans tout le cours pE, } � }Eq et pF, } � }F q sont des espaces vectoriels
normés (evn), U est un ouvert de E, V est un ouvert de F et f : U Ñ F une
application.

D ans ce premier chapitre, on rappelle rapidement les outils de calcul di�é-
rentiel des fonctions dé�nies sur un evn qui seront utilisés dans la suite.

Comme il s'agit essentiellement de rappels de Licence, seuls les théorèmes d'in-
version, des fonctions implicites et du rang constant seront démontrés dans
ce chapitre. On renvoie, par exemple, au livre [1] pour les preuves des autres
résultats.
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2 CHAPITRE 1. CALCUL DIFFÉRENTIEL

1.1 Un peu d’algèbre linéaire

On note L cpE;F q l'ensemble des applications linéaires et continues de E dans
F . Rappelons qu'une application linéaire L : E Ñ F est continue si et seulement
si ~L~ � supt}Lpxq}F {x P E, }x}E � 1u est �ni. En particulier, si E est de
dimension �nie, alors toute application linéaire de E dans F est continue.

Proposition 1.1.1 ~ � ~ dé�ni une norme sur l'espace L cpE;F q qui véri�e
1. }Lpxq}F ¤ ~L~}x}E pour tout x P E,

2. ~L1 � L~ ¤ ~L1~~L~ pour tout pL,L1q P L cpE;F q �L cpF ;Gq,

3. pL cpE;F q,~ � ~q est complet si et seulement si pF, } � }F q est complet.

Ces propriétés se généralisent facilement aux applications multilinéaires.
On rappelle que si pE1, � � � , Epq est un famille �nie d'evn, alors le produit
E1 � � � � �Ep peut-être muni d'une structure d'evn en posant }px1, � � � , xpq} �
maxt}x1}E1

, � � � , }xp}Epu. Cela muni l'espace E1 � � � � � Ep de la topologie
produit des topologies des espaces E1, � � � , Ep.

Définition. Soit pE1, � � � , Epq et F des evn. On note L c
p pE1, � � � , Ep;F q

l'ensemble des applications p-linéaires (i.e. telle que Lpx1, � � � , xpq soit linéaire
par rapport à chacune de ses variables, les autres étant �xées) continues de
E1 � � � � � Ep dans F .

On a là aussi, on a une caractérisation simple de la continuité.

Proposition 1.1.2 Une application p-linéaire L : E1 � � � � � Ep Ñ F est
continue si et seulement si ~L~ � supt}Lpx1, � � � , xpq}p{ px1 � � �xpq P E1�� � ��
Ep, }xi}Ei � 1u est �ni. ~ � ~ dé�ni alors une norme sur L c

p pE1, � � � , Ep;F q
qui véri�e

1. }Lpx1, � � � , xpq}F ¤ ~L~}x1}E1
� � � }xp}Ep pour tout px1, � � � , xpq P E1 �

� � � � Ep,

2. L c
p pE1, � � � , Ep;F q est complet si et seulement si F est complet.

En particulier, si tous les Ei sont de dimension �nie, alors toutes les appli-
cations p-linéaires de E1 � � � �Ep dans F sont continues.
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1.2 Applications différentiables

Définition. Une application f : U Ñ F est di�érentiable en x0 P U si et
seulement si il existe une application linéaire et continue L : E Ñ F telle que

lim
hÑ0

}fpx0 � hq � fpx0q � Lphq}F
}h}E � 0 (1.1)

Remarque.

1. L'égalité (1.1) est équivalente à l'égalité

fpx0 � hq � fpx0q � Lphq � }h}εphq,
où ε est une fonction dé�nie au voisinage de 0 (sauf éventuellement en
0) et véri�ant limhÑ0 εphq � 0. Dans la pratique, on calcule souvent la
di�érentielle d'une application en montrant qu'une telle développement
existe.

2. L'application linéaire L est unique (quand elle existe), puisqu'on a Lpvq �
limtÑ0

fpx0�tvq�fpx0q
t .

La dé�nition suivante est donc bien posée.
Définition. Si f est di�érentiable en x0, l'application linéaire L est appelée

la di�érentielle de f en x0 et on la note dx0
f .

La continuité de L dans la dé�nition de la di�érentiabilité d'une applica-
tion est une hypothèse nécessaire et su�sante pour avoir la propriété naturelle
suivante.

Proposition 1.2.1 Si f : U Ñ F est di�érentiable en x0 alors f est continue
en x0.

Bien entendu, il ne su�t pas d'être continue en x0 pour être di�érentiable
en x0. En�n, rappelons que si E est de dimension �nie alors toute alors toute
application linéaire de E dans F est continue (ce qui évite d'avoir à utiliser les
critères de continuité des applications linéaires rappelés en section 1.1).

Notez que la di�érentiabilité et la di�érentielle de f en x0 dépend du choix
des normes sur E et F . En revanche, si } � }1E est une norme équivalente à } � }E
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et } � }1F est une norme équivalente à } � }F , alors f est di�érentiable en x0 pour
les normes } � }E et } � }F si et seulement si f est di�érentiable en x0 pour les
normes } � }1E et } � }1F et les di�érentielles sont alors égales. En particulier, si
E et F sont de dimension �nie, alors la di�érentiabilité de f et sa di�érentielle
ne dépendent pas du choix des normes. Cette remarque est souvent utilisée
dans la pratique pour simpli�er les calculs (en choisissant bien les normes avec
lesquelles on travaille, voir l'exemple 4. ci-dessous).

Définition. f : U Ñ F est dite di�érentiable sur U si et seulement si f
est di�érentiable en tout point de U . On appelle alors application di�érentielle
de f la fonction Df : U Ñ L cpE;F q dé�nie par Dfpxq � dxf .

f est dite C1 sur U si et seulement si f est di�érentiable sur U et Df est
continue sur U .

Exemples.

1. Si E � R et f : U � R Ñ F , alors f est di�érentiable en x0 si et
seulement si f est dérivable en x0 (i.e. f 1px0q � limtÑ0

fpx0�tq�fpx0q
t

existe) et dans ce cas, dx0f : R Ñ F est l'application linéaire dé�nie par
dx0fphq � h � f 1px0q.

2. Si f : U Ñ F est constante alors f est C1 et Df � 0.

3. Si L P L cpE;F q, alors L est C1 sur E et on a DL � L (i.e. DL est
constante égale à L sur E).

4. L'application f : MnpRq Ñ MnpRq dé�nie par fpMq � M2 est C1 sur
MnpRq. En e�et, on a

fpM �Hq � fpMq �MH �HM �H2 � LpHq �HεpHq
où LpHq � HM �MH est linéaire (et donc continue car MnpRq est de
dimension �nie) et εpHq � 1

}H}H
2 est dé�nie partout (sauf en 0) et véri�e

}εpHq} � }H2}
}H} ¤ }H}2

}H} � }H} (ici on a utilisé une norme d'opérateur sur
les matrices, mais comme on est en dimension �nie on sait qu'on peut
travailler avec n'importe qu'elle norme) et donc limHÑ0 εpHq � 0.

On en déduit que f est di�érentiable en M de di�érentielle égale à
dMfpHq �MH �HM . Comme M ÞÑ DfpMq est linéaire et que MnpRq
est de dimension �nie, on a Df continue sur MnpRq et donc f est C1.
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Le dernier exemple se généralise et est souvent utilisé.

Proposition 1.2.2 Si E1, � � � , Ep sont des evn et A P L c
p pE1, � � � , Ep;F q,

alors A est C1 sur E1 � � � � � Ep et on a

dpx1,��� ,xpqAph1, � � � , hpq �
p̧

i�1

Apx1, � � � , xi�1, hi, xi�1, � � � , xpq.

Exercice. Soit f : U Ñ F une application di�érentiable en x P U . Montrer
que f est continue en x.

Exercice. Soit f : U Ñ F continue en x0 P U . On suppose qu'il existe
L : E Ñ F linéaire telle que

lim
hÑ0

}fpx0 � hq � fpx0q � Lphq}F
}h}E � 0

Montrer que f est di�érentiable en x0.

Exercice. Montrer que l'application linéaire f : RrXs Ñ R dé�nie par
fpP q � P p0q est (resp. n'est pas) di�érentiable sur RrXs muni de la norme
}P }1 � supr0,1s |P | (resp. de la norme }P }2 � supr1,2s |P |).

Exercice. Soit c : r0, 1s Ñ R dé�nie par cptq � 0 si t ¤ 1
3 , cptq � 3t� 1 si

t P r 1
3 ,

2
3 s et cptq � 1 si t ¥ 2

3 . Comme c est continue sur r0, 1s, il existe (d'après
le théorème de Stone-Weierstrass) une suite de polynômes pPnqnPN qui converge
uniformément vers c sur r0, 1s. On note akpnq les coe�cients de Pn, on a donc
Pn �

°
k¥0 akpnqXk. On étend la fonction t ÞÑ Pt à R�, en posant

Pt � p1� t� EptqqPEptq � pt� EptqqPEptq�1

On obtient une fonction de R� à valeur dans RrXs et qui tend uniformément
vers c sur r0, 1s quand t tend vers 8. On considère en�n f : RÑ RrXs dé�nie
par fpxq � xP 1

|x|
si x � 0 et fp0q � 0.

On dé�nit trois normes sur RrXs en posant }P }1 � supr0,1s |P |, }P }2 �
supr0,1{3s |P | et }P }3 � supr2{3,1s |P |. Montrer que f est continue en 0 lorsque
RrXs est muni d'une des trois normes précédentes, qu'elle est di�érentiable en 0
et d0fp1q � 0 lorsque RrXs est muni de la norme } � }2, qu'elle est di�érentiable
en 0 et d0fp1q � 1 lorsque RrXs est muni de la norme } � }3 et qu'elle n'est pas
di�érentiable en 0 lorsque RrXs est muni de la norme } � }1.
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1.3 Différentielles d’ordre supérieur

Définition. f : U � E Ñ F est deux fois di�érentiable en x0 si et
seulement si il existe un voisinage ouvert de U 1 de x0 dans U tel que f soit
di�érentiable sur U 1 et Df soit di�érentiable en x0.

Dans ce cas, on appelle di�érentielle seconde de f en x0 l'élément d2
x0
f de

L c
2 pE,E;F q dé�ni par d2

x0
fph1, h2q �

�
dx0pDfqph1q

�ph2q.
Comme f va de U � E dans F , Df va de U 1 � E dans L cpE;F q et

donc dx0
pDfq est un élément de L c

�
E; L cpE;F q�. On a donc dx0

pDfqph1q P
L cpE;F q et donc d2

x0
fph1, h2q P F . De plus, d2

x0
f est bilinéaire et on a

}d2
x0
fph1, h2q}F ¤ ~dx0pDfqph1q~}h2}E ¤ ~dx0pDfq~}h1}E}h2}E . Donc d2

x0
f

est continue.
Si f est deux fois di�érentiable sur U , on appelle di�érentielle seconde l'ap-

plication D2f : U Ñ L c
2 pE,E;F q dé�nie par D2fpxq � d2

xf . On dit que f est
C2 sur U si D2f est continue sur U .

Exemple. Dans l'exemple vu plus haut f : M P MnpRq ÞÑ M2 P MnpRq,
on a calculé DfpMqpHq � MH � HM et donc M ÞÑ DfpMq est linéaire.
On en déduit que dM pDfq � Df et donc f est deux fois di�érentiable et
d2
MfpH1, H2q � rdM pDfqpH1qspH2q � DfpH1qpH2q � H1H2 �H2H1.

En itérant la dé�nition précédente, on dé�nit la notion de fonction k-fois
di�érentiable ou Ck.

Définition. On dit que f : U Ñ F est k fois di�érentiable en x0 si
et seulement si il existe un voisinage U 1 de x0 dans U tel que f soit pk�1q-
di�érentiable sur U 1 et Dk�1 est di�érentiable en x0.

On appelle alors di�érentielle k-ième (ou d'ordre k) de f en x0 l'élément
dkx0

f P L c
k pE, � � � , E;F q dé�ni par

dkx0
fph1, � � � , hkq �

�
dx0

pDk�1fqph1q
�ph2, � � � , hkq

et si f est k-fois di�érentiable sur U , alors on note Dkf : U Ñ L c
k pE, � � � , E;F q

l'application di�érentielle k-ième dé�nie par Dkfpxq � dkxf pour tout x P U .

Remarque. Comme l'applicationDk�1 va de V � E dans L c
k�1pE, � � � , E;F q,

dx0
pDk�1fq est une application linéaire de U dans L c

k�1pE, � � � , E;F q. Donc
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dx0
pDk�1fqph1q P L c

k�1pE, � � � , E;F q et dkx0
f est bien k-linéaire de Ek dans

F .

Définition. f : U Ñ F est k-fois di�érentiable sur U si et seulement si f
est k-fois di�érentiable en tout point de U .

f : U Ñ F est Ck sur U si et seulement si f est k-fois di�érentiable sur U
et Dkf : U Ñ L c

k pE, � � � , E;F q est continue sur U .
f : U Ñ F est Ck en x0 si et seulement si il existe un voisinage U 1 de x0

dans U tel que f soit Ck sur V .
f est C8 si et seulement si f est Ck pour tout k.

Proposition 1.3.1 Si f est k di�érentiable (resp. Ck) en x0 alors f est l-fois
di�érentiable (resp. Cl) en x0 pour tout l ¤ k.

De plus, on a dkx0
f � dk�lx0

pDlfq (et donc Dkf � Dk�lpDlfq si f est k-fois
di�érentiable sur U).

Théorème 1.3.2 (Schwarz) Si f est k-fois di�érentiable en x0, alors d
p
x0
f

est symétrique pour tout p ¤ k, i.e. pour toute permutation σ P Sp et pour tout
px1, � � � , xpq P Ep, on a dpx0

fpxσp1q, � � � , xσppqq � dpx0
fpx1, � � � , xpq.

Exercice. Montrer que toute application linéaire continue est C8 et cal-
culer sa di�érentielle k-ième.

Exercice. Soit E et F des evn et A : E � E � E Ñ F une application
3-linéaire continue. Montrer que A est C8 et calculer sa di�érentielle k-ième.

1.4 Aide au calcul

Proposition 1.4.1 Si, f, g : U Ñ F sont p-fois di�érentiables (resp. Cp) en
x0 alors pour tout pλ, µq P R2, λf � µg est p�fois di�érentiable (resp. Cp) en
x0, et on a

dkx0
pλf � µgq � λdkx0

f � µdkx0
g

pour tout k ¤ p.

Théorème 1.4.2 (Loi de composition) Soit E, F , G des evn, U un ouvert
de E, V un ouvert de F , f : U Ñ V et g : V Ñ G des applications. Si f est
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k-fois di�érentiable (resp Ck) en x0 et g est k-fois di�érentiable (resp. Ck) en
fpx0q, alors g � f est k-fois di�érentiable (resp. Ck) en x0 et on a

dx0
pg � fq � dfpx0qg � dx0

f

Remarque. Il existe des formules (assez compliquées) pour la di�érentielles
k-ième d'une composée, voir [1]).

Proposition 1.4.3 Soit E et pFiq1¤i¤n des evn, U un ouvert de E et fi :
U Ñ Fi des applications. On pose Φ : U Ñ F1 � � � � � Fn dé�nie par Φpxq ��
f1pxq, � � � , fnpxq

�
. Alors l'application Φ est k-fois di�érentiable (resp. Ck) en

x0 si et seulement si toutes les applications composantes fi sont k-fois di�é-
rentiables (resp. Ck) en x0. On a de plus

dpx0
Φph1, � � � , hpq �

�
dpx0

f1ph1, � � � , hpq, � � � , dpx0
fnph1, � � � , hpq

�
pour tout p ¤ k.

Corollaire 1.4.4 (Formule de Leibniz) Soit E, pFiq1¤i¤n, G des evn, U un
ouvert de E, fi : U Ñ Fi des applications, A : F1�� � ��Fn Ñ G une application
n-linéaire et continue, et Φ : U Ñ G dé�nie par Φpxq � A

�
f1pxq, � � � , fnpxq

�
.

Si tous les fi sont k-fois di�érentiables (resp. Ck) en x0, alors Φ est k-fois
di�érentiable en x0 (resp. Ck) et on a

dx0Φphq �
ņ

i�1

A
�
f1px0q, � � � , fi�1px0q, dx0fiphq, fi�1px0q, � � � , fnpx0q

�

En appliquant ce qui précède au cas particulier A : R2 Ñ R dé�nie par
Apx, yq � xy, on obtient la version bien connue de la formule de Leibniz.

Exemple. Si f, g : U Ñ R sont Ck en x0, alors h : U Ñ R dé�nie par
hpxq � fpxqgpxq est Ck en x0 et véri�e

dx0
pfgqpvq � dx0

fpvqgpx0q � fpx0qdx0
gpvq.

L'exemple suivant sera utilisé dans la preuve du théorème d'inversion locale.

Exemple. (l'inversion) Soit E et F deux espaces de Banach (evn complets).
On note IsopE;F q l'ensemble des applications linéaires, continues et bijectives
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de E dans F . On rappelle que, d'après le théorème de l'isomorphisme de Ba-
nach, pour tout f P IsopE;F q, on a f�1 P IsopF ;Eq.

Alors IsopE;F q est un ouvert de L cpE;F q, IsopF ;Eq est un ouvert de
L cpF ;Eq et l'application inv : IsopE;F q Ñ IsopF ;Eq dé�nie par invpfq � f�1

est C8 et véri�e df invphq � �f�1 � h � f�1 pour tout f P IsopE;F q et tout
h P L cpE;F q.

Preuve. � Si IsopE;F q est vide alors il n'y a rien à démontrer.
Soit donc f0 P IsopE;F q. On a f � f0 � f � f0 � f0 � pIdE � hq, où

h � f�1
0 � pf0 � fq. Si f P Bpf0,

1
~f�1

0 ~ q, alors ~h~   ~f�1
0 ~ 1

~f�1
0 ~ � 1, et donc

la série
°8
i�0 h

i converge absolument. Comme L cpE;F q est complet, cette série
dé�nit un élément S P L cpE;F q.

L'application Lf : L pE;Eq Ñ L cpE;Eq dé�nie par Lf pgq � f � g est
linéaire et continue (car ~Lf pgq~ ¤ ~f~~g~). On a donc

LIdE�hpSq � lim
nÑ8LIdE�hp

ņ

i�0

hiq � lim
nÑ8 IdE � hn�1 � IdE

(car ~hk~ ¤ ~h~k Ñ 0). On a donc pIdE�hqS � IdE , et de même SpIdE�hq �
IdE . On en déduit que IdE � h est inversible d'inverse S et f est inversible
d'inverse Sf�1

0 pour tout f P Bpf0,
1

~f�1
0 ~ q. Donc IsopE;F q est bien un ouvert

de L cpE;F q et on a

invpf0 � wq �
8̧

i�0

p�f�1
0 � wqif�1

0 � f�1
0 � f�1

0 wf�1
0 �

8̧

i�2

p�f�1
0 wqif�1

0 .

Or L : L cpE;F q Ñ dé�nie par Lphq � �f�1
0 hf�1

0 est linéaire et continue
(car ~Lphq~ ¤ ~f�1

0 ~2~h~), et εphq � 1
~h~

°8
i�2p�f�1

0 hqif�1
0 est dé�nie sur

Bp0, 1
~f�1

0 ~ qzt0u et véri�e

~εphq~ ¤
8̧

i�0

~h~~f�1
0 ~3~h~i~f�1

0 ~i � ~h~~f�1
0 ~3

1� ~h~~f�1
0 ~

et donc tend vers 0 quand h tend vers 0. Comme invpf0�hq � invpf0q�Lphq�
~h~εphq, on en déduit que inv est di�érentiable en f0 et df0

invphq � Lphq. 2

Exercice. Soit f : U � E1 � E2 Ñ F une application di�érentiable en
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px0, y0q P U . Montrer que hpxq � fpx, y0q est di�érentiable en x0 et calculer sa
di�érentielle.

Exercice. Soit M une matrice de MnpRq, et k : Rn Ñ Rn une fonction
di�érentiable sur Rn. Calculer la di�érentielle de la fonction V : Rn Ñ R dé�nie
par,

@x P Rn, V pxq � xMx, xy � }x� kpxq}2.
en fonction de dk.

Exercice. Soit f : U Ñ F une application Ck. Soit x0 P U . On pose
gptq � fpx0 � thq. Montrer que g est Ck et calculer gpkqp0q.

Exercice. Soit f : U Ñ V , g : V Ñ W et h : W Ñ Z des applications
di�érentiables en x, fpxq et g � fpxq respectivement. Montrer que h � g � f est
di�érentiable en x et calculer dxph � g � fq. Calculer d2

xpg � fq quand toutes les
applications sont 2 fois di�érentiables.

1.5 Différentielles et dérivées partielles

1.5.1 Différentielles partielles d’ordre 1

Soit pEi, } � }iq une famille d'evn. On munit E � E1 � � � �Er de la norme
}px1, � � � , xrq} �

°r
i�1 }xi}i. Pour tout a � pa1, � � � , arq P E et tout 1 ¤ i ¤ r,

on pose Iai : Ei Ñ E l'application a�ne dé�nie par

Iai pxiq � pa1, � � � , ai�1, xi, ai�1, � � � , arq.

Alors Iai est C8. A toute application f : U � E Ñ F on associe fai � f � Iai ,
qui est une application dé�nie sur l'ouvert Uai � pIai q�1pUq de Ei à valeurs
dans F .

Définition. Si fai est di�érentiable en ai, alors la di�érentielle daif
a
i est

appelée la di�érentielle partielle partielle de f par rapport à la i-ème variable
(ou par rapport à la variable xi) au point a. Dans la suite, cette di�érentielle
partielle est notée df

dxi

��
a
et c'est un élément de L cpEi;F q

Exemple. Si f : MnpRq � MnpRq Ñ MnpRq est dé�nie par fpM,Nq �
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MN et a � pM0, N0q, alors fa1 pMq � MN0 et donc df
dM

��
pM0,N0q

pHq � HN0.

De même, on trouve df
dN

��
pM0,N0q

pHq �M0H.

Définition. Si Ei � R, alors fai est une fonction dé�nie sur un ouvert de
R, et donc elle est di�érentiable en ai si et seulement si elle est dérivable en ai.
On note alors Bf

Bxi paq la dérivée pfai q1paiq et on l'appelle la dérivée partielle de
f en a par rapport à la i-ème variable (ou la variable xi).

Exemple. Si fpx, yq � x sin y alors Bf
Bx px, yq � sin y et Bf

By px, yq � x cos y.
Les liens entre le calcul de la di�érentielle usuelle et celui des di�érentielles

partielles sont donnés par la proposition suivante (qui sera complétée par le
théorème 1.5.4 plus loin).

Proposition 1.5.1 Si f : U � E1�� � ��En Ñ F est di�érentiable en a, alors
pour tout i P t1, � � � , nu, df

dxi

��
a
existe et véri�e les relations

df

dxi

��
a
phiq � dafp0, � � � , 0, hiloomoon

i-ème position

, 0, � � � , 0q

dafph1, � � � , hnq �
ņ

i�1

df

dxi

��
a
phiq

Dans le cas particulier où Ei � R pour tout i, on a

dafph1, � � � , hnq �
ņ

i�1

hi � Bf
Bxi paq

Bf
Bxi paq � dafp0, � � � , 0, 1loomoon

i-ème position

, 0, � � � , 0q � dafpeiq

où peiq est la base canonique de Rn.

1.5.2 Différentielles d’ordre supérieur

Soit f : U � E1 � � � � � En Ñ F et a � pa1, � � � , anq P U . Si df
dxj

��
x
existe en

tout point x P U et
�
df
dxj

�a
j
est di�érentiable en xi, alors on appelle di�érentielle
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partielle seconde de f en a par rapport aux variables pxi, xjq l'élément d2f
dxidxj

��
a

de L c
2 pEi, Ej ;F q dé�nie par

d2f

dxidxj

��
a
phi, hjq �

�
dai

� df
dxj

�a
i
phiq

�phjq
Comme

�
df
dxj

�a
i
est une application d'un voisinage de ai dans Ei à valeur

dans L cpEj ;F q, alors dai
�
df
dxj

�a
i
P L c

�
Ei; L cpEj ;F q

�
et donc d2f

dxidxj

��
a
est bien

un élément de L c
2 pEi, Ej ;F q.

En itérant, on dé�nit les di�érentielles partielles d'ordre quelconque en po-
sant

dkf

dxi1 � � � dxik
��
a
phi1 , � � � , hikq �

�
dai

� dk�1f

dxi2 � � � dxik
�a
i1
phi1q

�phi2 , � � � , hikq
On a dkf

dxi1 ��� dxik
��
a
P L c

k pEi1 , � � � , Eik ;F q.
Donnons maintenant les relations entre di�érentielles et di�érentielles par-

tielles.

Théorème 1.5.2 Si f : U � E1 � � � � �En Ñ F est p-fois di�érentiable en a,
alors pour tout k ¤ p et tout pi1, � � � , ikq P t1, � � � , nuk, la di�érentielle partielle

dkf
dxi1 ��� dxik

��
a
existe. De plus, on a les relations

dkf

dxi1 � � � dxik
��
a
phi1 , � � � , hikq �

dkaf
�p01, � � � , 0i1�1, hi1 , 0i1�1, � � � , 0nq, � � � , p01, � � � , 0ik�1, hik , 0ik�1, � � � , 0nq

�
dkafph1, � � � , hkq �

¸
1¤i1,��� ,ik¤n

dkf

dxi1 � � � dxik
��
a
ph1,i1 , � � � , hk,ikq

où hi � phi,1, � � � , hi,nq.

Exemple. Reprenons l'exemple précédent fpM,Nq � MN dé�ni sur
MnpRq � MnpRq. On a vu plus haut que df

dM

��
pM0,N0q

pHq � HN0 et donc�
df
dM

�pM0,N0q
1

pM0q � pH ÞÑ HN0q et
�
df
dM

�pM0,N0q
2

pN0q � pH ÞÑ HN0q. On
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a donc d2f
dM2

��
pM0,N0q

� 0 (car
�
df
dM

�pM0,N0q
1

est constante) et d2f
dNdM

��
pH1,H2q

�
H2H1. De même, on a d2f

dNdM

��
pH1,H2q

� H1H2 et d2f
dN2

��
pH1,H2q

� 0.

Dans l'exemple précédent, on a d2f
dNdM

��
pH1,H2q

� d2f
dNdM

��
pH2,H1q

. Ce fait se

généralise.

Théorème 1.5.3 (Schwarz) Si f est k-fois di�érentiable en a alors pour tout
σ P Sk, on a

dkf

dxiσp1q � � � dxiσpkq
��
a
phiσp1q , � � � , hiσpkqq �

dkf

dxi1 � � � dxik
��
a
phi1 , � � � , hikq

Si Ei � R pour tout i, alors on appelle dérivées partielles d'ordre supérieur
en a par

Bkf
Bxi1 � � � Bxik

paq � B
Bxi1

� B
plxi2

�� � � � Bf
Bxik

� � � � ��paq
De plus, le formules précédentes et le théorème de Schwarz prennent la forme
suivante

Bkf
Bxi1 � � � Bxik

paq � dkafpei1 , � � � , eikq

où peiq est la base canonique de Rn.

dkafph1, � � � , hkq �
¸

pi1,��� ,ikqPt1,��� ,nuk
h1,i1 � � � hk,ik

Bkf
Bxi1 , � � � Bxik

paq

où hi � phi,1, � � � , hi,nq.
pour tout σ P Sk, on a

Bkf
Bxiσp1q � � � Bxiσpkq

paq � Bkf
Bxi1 � � � Bxik

paq

On a vu que les di�érentielles partielles permettent de calculer la di�é-
rentielle, quand elle existe. Sous certaines conditions, l'existence des dérivées
partielles implique même l'existence de la di�érentielle (ce qui donne une réci-
proque partielle de la proposition 1.5.1).
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Théorème 1.5.4 Soit f : U � E1�� � ��En Ñ F une application et a P U . Si
pour tout entier k ¤ p et tout k-uplet pi1, � � � , ikq P t1, � � � , nuk, la di�érentielle

partielle dkf
dxi1 ��� dxik

��
x
existe en tout point x d'un voisinage de a et est continue

en a, alors f est p-fois di�érentiable en a.

Dans le cas particulier où Ei � R pour tout i et si toutes les dérivées par-
tielles de f d'ordre plus petit que p existent au voisinage de a et sont continues
en a, alors f est p-fois di�érentiable en a.

Exemple. Soit f : R2 Ñ R3 dé�nie par fpx, yq � px sin y, xy, exq. On a
Bf
Bx px, yq � psin y, y, exq et Bf

By px, yq � px cos y, x, 0q qui existent et sont continues
sur R2. On en déduit que f est di�érentiable sur R2. En itérant, on obtient que
f est C8 sur R2.

Exercice. Montrer que la fonction f : GLnpRq Ñ GLnpRq dé�nie par,

@M P GLnpRq, fpMq �M�1,

est C8 sur GLnpRq et calculer sa di�érentielle (plutôt que d'utiliser le cas
général des espaces de Banach vu plus haut, l'idée plus simple en dimension
�nie consiste à montrer que f est C8 en regardant quel type de fonction des
coe�cients de M est f , puis à calculer la di�érentielle de f en di�érentiant
l'égalité M � fpMq � In).

Exercice. Calculer la di�érentielle en tout point de la fonction détermi-
nant M PMnpRq ÞÑ detpMq P R (on pourra montrer que det est C8 en procé-
dant comme au dessus, puis calculer ses dérivées partielles en In par rapports
à tous les coe�cients, puis déduire la di�érentielle en tout point en utilisant le
caractère multiplicatif de det).

Exercice. Soit Ω un ouvert de Rn et f : Ω Ñ Rm �xée une fonction.

1. On suppose que f est di�érentiable en x̄ P Ω. Montrer que toutes les
dérivées partielles de f existent en x̄ et que

dx̄fphq �
ņ

i�1

Bf
Bxi px̄qhi, @h P Rn.
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2. Montrer que si f est deux fois di�érentiable en x P Ω alors toutes ses
dérivées partielles secondes existent en x et que

d2
xfph, kq �

ņ

i,j�1

B2f

BxiBxj pxqhikj @ph, kq P Rn � Rn.

Exercice. Trouver les points de R2 où la fonction f : R2 Ñ R, dé�nie par
fp0, 0q � 0 et fpx, yq � x2px2�y2q 5

2

x4�px2�y2q4 si px, yq � p0, 0q, est di�érentiable.

Exercice. Étudier les propriétés de dérivabilité et de di�érentiabilité
d'ordre deux de la fonction f : R2 Ñ R dé�nie par, fpx, yq � xy x

2�y2

x2�y2 si
px, yq � p0, 0q et fp0, 0q � 0.

1.5.3 Matrice Jacobienne, vecteur gradient et matrice Hes-
sienne

Définition. Soit f : U � R Ñ Rm une fonction de plusieurs variables de
fonctions composantes f � pf1, � � � , fmq. On note

Jaf �

�
��

Bf1

Bx1
paq � � � Bf1

Bxn paq
...

...
Bfm
Bx1

paq � � � Bfm
Bxn paq

�
�

la matrice Jacobienne de f en a. C'est un élément de Mm,npRq.
Proposition 1.5.5 Si f est di�érentiable en a, alors Jaf est la matrice de
daf dans les bases canoniques de Rn et Rm.

Définition. Si f : U � Rn Ñ R est di�érentiable en a, on appelle gradient
de f en a le vecteur de Rn dé�ni par ∇fpaq � � Bf

Bx1
paq, � � � , Bf

Bxn paq
�
.

Proposition 1.5.6 Si f : U � Rn Ñ R est di�érentiable en a, alors on a

dafphq � x∇fpaq, hy
pour tout h P Rn, où x� , �y est le produit scalaire canonique de Rn.
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Remarque. Par dé�nition, on a fpa� thq � fpaq � dafpthq � }th}εpthq �
fpaq � tx∇fpaq, hy � |t|εhptq, où εhptq Ñ 0 quand t Ñ 0. En particulier, l'ac-
croissement de f au premier ordre, lorsqu'on part de a dans la direction h
est optimal pour h � ∇fpaq. On dit souvent que ∇fpaq est la direction de
plus grande pente de f en a. Inversement, l'hyperplan orthogonal à ∇fpaq est
l'ensemble des directions pour lesquelles l'accroissement de f est nul au pre-
mier ordre (ou verra plus loin que cet hyperplan est tangent en a à l'ensemble
tx{ fpxq � fpaqu).

On obtient en corollaire.

Théorème 1.5.7 Soit f : U Ñ R une fonction. Si x0 est un extremum local
de f sur U et si f est di�érentiable en x0, alors on a dx0

f � 0 (i.e. ∇fpx0q � 0
si E est de dimension �nie).

Définition. Si f : U � Rn Ñ R est deux fois di�érentiable en a, on
appelle matrice Hessienne de f en a la matrice

Hessaf �

�
���

B2f
Bx2

1
paq � � � B2f

Bx1Bxn paq
...

...
B2f

BxnBx1
paq � � � B2f

Bx2
n
paq

�
��

Proposition 1.5.8 Si f : U � Rn Ñ R est deux fois di�érentiable en a, alors
Hessaf est une matrice symétrique et on a

d2
afph, h1q �t h�Hessaf � h1

pour tout ph, h1q P Rn � Rn.

Exercice. Calculer la matrice Jacobienne et le Jacobien de la fonction
f : R2 Ñ R2 dé�nie par fpx, yq � psinpx2� y2q, xyq. Calculer le rang de dpx,yqf
en fonction de px, yq P R2.

Exercice. Soit Ω un ouvert convexe de Rn c'est à dire tel que pour tout
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x, y P Ω, le segment rx, ys est inclus dans Ω. On rappelle qu'une fonction
f : Ω Ñ R est dite convexe si elle véri�e la propriété suivante.

@x, y P Rn,@t P r0, 1s, fptx� p1� tqyq ¤ tfpxq � p1� tqfpyq.
Supposer que f : Ω Ñ R est deux fois di�érentiable sur Ω et montrer qu'elle
est convexe si et seulement si sa matrice Hessienne est positive en tout point
de Ω.

1.6 Accroissements finis

Théorème 1.6.1 Soit f : U Ñ F une application et px, yq P U un couple
de points tel que rx, ys � U (où rx, ys � ttx � p1 � tqy, t P r0, 1su). Si f est
di�érentiable en tout point du segment rx, ys, alors on a

}fpxq � fpyq}F ¤ }x� y}E sup
zPrx,ys

~dzf~

Corollaire 1.6.2 Si f : U Ñ F est di�érentiable et Df � 0 sur U , alors
f est localement constante sur U (i.e. f est constante sur chaque composante
connexe de U). En particulier, si U est connexe (par exemple convexe) alors f
est constante sur U .

Définition. Soit X,Y deux espaces métriques. f : X Ñ Y est dite loca-
lement Lipschitzienne si et seulement si pour tout x P X, il existe un voisinage
Vx de x dans X et Mx P R tel que pour tout pz, z1q P V 2

x , on a

dY
�
fpzq, fpz1q� ¤MxdXpz, z1q

Corollaire 1.6.3 Si f : U Ñ F est C1 alors f est localement Lipschitzienne
sur U .

Proposition 1.6.4 Soit fn : U Ñ F une suite d'applications di�érentiables
sur U , f : U Ñ F et g : U Ñ L cpE;F q. On suppose que

1. pfnqnPN converge simplement vers f sur U ,

2. pDfnqnPN converge uniformément vers g sur U ,
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Alors f est di�érentiable en tout point de U et Df � g. De plus, pour tout
convexe borné C � U , fn converge uniformément vers g sur C. En�n, si tous
les fn sont C1, alors f est C1 sur U .

Proposition 1.6.5 Soit U un ouvert convexe de E, fn : U Ñ F une suite
d'applications di�érentiables sur U . On suppose que

1. il existe x0 P U tel que
�
fnpx0q

�
nPN converge dans F ,

2. pour tout x P U , il existe un voisinage Vx de x dans U tel que pDfnqnPN
soit uniformément de Cauchy sur Vx (i.e. pour tout ε ¡ 0, il existe N P N
tel que pour tout n, n1 ¥ N , supzPVx }dzfn � dzfn1} ¤ ε),

3. F est un espace de Banach

alors il existe f : U Ñ F di�érentiable sur U tel que fn Ñ f simplement sur U
et pour tout x P U , il existe un voisinage Vx de x dans U tel que fn

��
Vx
Ñ f

��
Vx

et Dfn
��
Vx
Ñ Df

��
Vx

uniformément. De plus, si les fn sont C1, alors f est C1.

1.7 Formules de Taylor

Les applications di�érentiable en un point sont celles qui sont bien approximées
en x0 par une application linéaire continue. Plus généralement, les applications
p-fois di�érentiables sont bien approximées par un polynôme de degré p.

Théorème 1.7.1 (Taylor-Young) Si f : U Ñ F est p-fois di�érentiable en
x0 P U , alors on a

lim
hÑ0

��fpx0 � hq � �
fpx0q � dx0

fphq � � � � � dpx0
fph,��� ,hq
p!

���
F

}h}pE
� 0

Cette approximation de f par son polynôme de Taylor peut-être améliorée
pour les fonctions p� 1 fois di�érentiables.

Théorème 1.7.2 (Taylor-Lagrange) Si f : U Ñ F est pp� 1q-fois di�éren-
tiable sur U et si rx0, x0 � hs � U alors on a

��fpx0�hq�
�
fpx0q�dx0

fphq�� � ��d
p
x0
fph, � � � , hq

p!

���
F
¤ sup

xPU
~dxfp�1f~ }h}

p�1
E

pp� 1q!
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On déduit de ces formules les critères d'ordre 2 sur les extrema locaux des
fonctions de plusieurs variables.

Théorème 1.7.3 Soit f : U � E Ñ R une fonction et x0 un minimum (resp.
maximum) local de f sur U . Si f est deux fois di�érentiable en x0, alors dx0f �
0 et d2

x0
fpv, vq ¥ 0 pour tout v P E. En particulier, si E est de dimension �nie,

alors Hessx0
f a toutes ses valeurs propres positives (resp. négative).

Réciproquement, si E est de dimension �nie et x0 est un point de U où
dx0f � 0 et Hessx0f a toutes ses valeurs propres strictement positives (resp.
strictement négatives), alors x0 est un minimum (resp. maximum) local strict
de f .

Exercice. Soit f : R2 Ñ R la fonction dé�nie par fpx, yq � x4 � y4 �
2px� yq2. Déterminer les extrema de f sur R2.

1.8 Théorèmes d’inversion

Définition. Soit f : U Ñ V une application, où U est un ouvert de E et
V un ouvert de F et p P N� Y t8u. On dit que f est un Cp di�éomorphisme
de U sur V si et seulement si f est bijective, Cp sur U et f�1 est Cp sur V .
On dit alors que U et V sont di�éomorphes.

Proposition 1.8.1 Si f : U Ñ V est un Cp-di�éomorphisme, alors l'image
de tout ouvert de U est un ouvert de V , et l'image réciproque de tout ouvert de
V est un ouvert de U .

Preuve. � L'image réciproque d'un ouvert par une application continue
est un ouvert. Comme f�1 est continue, l'image directe par f d'un ouvert est
un ouvert. 2

Exemple. Si L P IsopE;F q, où E et F sont des espaces de Banach, alors
L est un C8-di�éomorphisme.

Définition. Soit f : U Ñ F et x0 P U . f est un Cp-di�éomorphisme
local en x0 si et seulement si il existe un voisinage Ux0

de x0 dans U , un
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voisinage Vfpx0q de fpx0q dans F tel que f
��
Ux0

: Ux0
Ñ Vfpx0q soit un Cp-

di�éomorphisme.

Définition. f : U Ñ F est un Cp-di�éomorphisme local sur U si et
seulement si c'est un Cp-di�éomorphisme local en tout point de U .

Remarque. Si f : U Ñ V est un Cp-di�éomorphisme, alors c'est un Cp-
di�éomorphisme local sur U . La réciproque est fausse en général. Toutefois, le
résultat suivant montre que seule la bijectivité di�érencie les deux notions.

Proposition 1.8.2 Si f : U Ñ F est un Cp-di�éomorphisme local sur U , alors
pour tout ouvert Ω � U , fpΩq est un ouvert de F . En particulier, V � fpUq
est un ouvert de F .

De plus, si f est injective sur U , alors f : U Ñ V est un Cp-di�éomorphisme.

Preuve. � Soit y P fpΩq et x P Ω tel que y � fpxq. Par hypothèse sur f ,
il existe un voisinage ouvert Ux � U de x et un voisinage Vy de y dans F tel
que f

��
Ux

: Ux Ñ Vy soit un Cp-di�éomorphisme. Donc UxXΩ est un voisinage

de x dans Ux et fpUxXΩq est un voisinage ouvert de y dans Vy et donc dans F
car Vy est un ouvert de F . Comme fpUx X Ωq � fpΩq, on en déduit que fpΩq
est un voisinage de y dans F .

Si f est injective, alors f : U Ñ V est une bijection. On note g � f�1 et
soit y P V . f est un Cp-di�éomorphisme en x � gpyq donc il existe un voisinage

Ux de x dans E et un voisinage Vy de y dans F tel que
�
f
��
Ux

��1 � g
��
Vy

soit

Cp sur Vy et donc g est Cp en tout point y de V . 2

Proposition 1.8.3 Si f est un Cp-di�éomorphisme en x0, alors dx0f P IsopE;F q
et on a pdx0fq�1 � dfpx0qpf�1q.

Preuve. � Soit Ux0
un voisinage de x0 dans E et Vfpx0q un voisinage de

fpx0q dans F tels que g � f
��
Ux0

soit un di�éomorphisme de Ux0
sur Vfpx0q. On

a alors g�g�1 � IdVx0
et g�1�g � IdUx0

. Ce qui donne IdF � dfpx0qpIdVfpx0q
q �

dfpx0qpg � g�1q � dx0
g � dfpx0qg

�1, et de même, IdE � dfpx0qg
�1 � dx0

g. Comme
dx0

g � dx0
f et dfpx0qpg�1q � dfpx0qpf�1q, on obtient le résultat annoncé. 2

Remarque. Dans la preuve précédente, on a seulement utilisé l'existence
de f�1 et sa di�érentiabilité en fpx0q (et pas la continuité de Df�1 en x0).
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Théorème 1.8.4 (Inversion locale1) Soit E et F deux espaces de Banach.
Si f : U Ñ F est Cp en x0 et dx0

f P IsopE;F q, alors f est un Cp di�éomor-
phisme en x0.

Théorème 1.8.5 (Inversion locale2) Soit E et F deux espaces de Banach.
Si f : U Ñ F est Cp sur U et dxf P IsopE;F q pour tout x P U , alors f est un
Cp di�éomorphisme local sur U .

Théorème 1.8.6 (Inversion globale) Soit E et F deux espaces de Banach.
Si f : U Ñ F est Cp sur U , si dxf P IsopE;F q pour tout x P U et si f est
injective sur U , alors V � fpUq est un ouvert de F et f : U Ñ V est un
Cp-di�éomorphisme.

D'après ce qui précède, les trois théorèmes découlent du premier théorème
d'inversion locale, qui sera démontré dans la section 1.11.

Remarque. Dans la pratique et dans le cas d'une application f : U �
Rn Ñ Rp, dx0

f est inversible si et seulement si n � p et detpJx0
fq � 0, si et

seulement si n � p et rg Jx0
f � n, si et seulement si n � p et pdx0

f1, � � � , dx0
fpq

forme une famille libre de pRnq�, où f � pf1, � � � , fpq.

Exemple. (Coordonnées polaires) Soit f : R2 Ñ R2 dé�nie par fpr, θq �
pr cos θ, r sin θq. f est C8 et Jpr,θq �

�
cos θ �r sin θ
sin θ r cos θ



, donc dpr,θqf est inver-

sible si et seulement si r � 0. Le théorème d'inversion local implique que f
��
R���R

est un C8-di�éomorphisme local de R�
� � R sur R2 � tp0, 0qu. En revanche f

n'est pas un di�éomorphisme global puisque f est 2π-périodique en θ et donc
f n'est pas injective sur R�

� � R.
Comme f est injective sur R�

��s0, 2πr, le théorème d'inversion globale im-
plique que f

��
R���s0,2πr

est un C8-di�éomorphisme de R�
��s0, 2πr sur son image

fpR�
��s0, 2πrq � R2zpR� � t0uq.

Exercice. Montrer que l'application f : C Ñ C dé�nie par fpzq � z2 est
un C8-di�éomorphisme local de Czt0u sur lui même. Montrer que gpzq � ez

est un C8-di�éomorphisme local de C sur Czt0u.

Exercice. On se propose de trouver toutes les solutions f : R2 Ñ R de
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classe C2 de l'équation aux dérivées partielles :

B2f

Bx2
px, yq � B2f

By2
px, yq.

1. On dé�nit ϕ : R2 Ñ R2 par ϕpx, yq � �
x�y

2 , x�y2

�
, montrer que ϕ est un

di�éomorphisme C8 de R2 dans R2.

2. Soit f une solution de l'équation aux dérivées partielles sur R2, on pose
g :� f � ϕ�1. Quelle est l'équation véri�ée par g ?

3. Conclure.

Exercice. Soit u � pcos θ0, sin θ0q et Uu � R2zpR� � uq. On dé�nit la
fonction Ψ : R�

� � RÑ R2 par Ψpr, θq � pr cos θ, r sin θq
1. Montrer que Uu et Vθ0 �s0,�8r�sθ0 � π, θ0 � πr sont des ouverts de

R2 et que Ψ est un C8 di�éomorphisme local qui se restreint en un C8

di�éomorphisme de Vθ0 sur Uu.

2. A l'anneau de R2 centré en p0, 0q et de rayons a   b. On cherche les
solutions f du problème suivant

a) f est continue sur A et C2 sur l'intérieur de A,

b) f � M sur le cercle intérieur de A, f � 0 sur le cercle extérieur de
A,

c) ∆f � B2f
Bx2 � B2f

By2 � 0 sur l'intérieur de A.

Supposons que f0 est une solution de ce problème qui est de plus in-
variante par rotation. On pose F � f0 � ψ. Montrer que F véri�e les
équations suivantes sur sa, br�R

r
B2F

Br2
� BF

Br � 0
BF
Bθ � 0

En déduire f0.

3. Soit f une solution quelconque du problème (pas supposée invariante
par rotation a priori). On pose g � f � f0 et on suppose qu'il existe
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x P A tel que gpxq ¡ 0. Montrer que pour ε ¡ 0 assez petit, la fonction
hε � g � εpx2 � y2q atteint son maximum en un point intérieur à A et
véri�e ∆hε � 4ε ¡ 0 sur tout A. En déduire que g ¤ 0 sur A, puis que
g � 0. On en déduit que f0 est la seule solution du problème.

Exercice. Soit f : MnpRq Ñ MnpRq dé�nie par fpMq � M2. Montrer
que f est un C8 di�éomorphisme local en In.

On note SnpRq l'ensemble des matrices symétriques réelles de taille n et
S��n pRq l'ensemble des matrices dé�nies positives. Montrer que S��n pRq est un
ouvert de l'espace vectoriel SnpRq et que f induit un C8-di�éomorphisme de
S��n pRq sur lui-même.

SoitM P GlnpRq. Montrer queM tM P S��n pRq. On pose SM � f�1pM tMq P
S��n pRq et OM � S�1

M �M . Montrer que OM P Opnq et que M � SM � OM
(décomposition polaire). Réciproquement, montrer que si M � S � O avec
S P S��pRq et O P Opnq alors S � f�1pM tMq et O � OM . Montrer que

Φ : GlnpRq Ñ S��n pRq �Opnq � SnpRq �MnpRq
M ÞÑ pSM , OM q

est C8.

Exercice. En utilisant le changement de variable x � u, y � uv, résoudre
l'équation aux dérivées partielles suivante :

x2 B2f

Bx2
� 2xy

B2f

BxBy � y2 B2f

By2
� 0.

Exercice. Soient f : U Ñ R une fonction de classe C3 sur un ouvert U
de R2 contenant l'origine. On suppose la forme quadratique hessienne D2

p0,0qf
non dégénérée.

1) Soit cptq � fptx, tyq. Calculer c1ptq et c2ptq en fonction de Bf
Bx ,

Bf
By ,

B2f
Bx2 ,

B2f
BxBy et B2f

By2 . En utilisant la formule de Taylor avec reste intégrale pour c,
montrer qu'il existe trois fonctions α, β, γ de classe C1 sur U telles que

hpx, yq � fpx, yq � fp0, 0q � Bf
Bx p0, 0qx�

Bf
By p0, 0qy

� αpx, yqx2 � 2βpx, yqxy � γpx, yqy2
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On note Spx,yq �
�
αpx, yq βpx, yq
βpx, yq γpx, yq



.

2) Soit S0 P SnpRq une matrice symétrique inversible de taille n. Soit F �
S�1

0 SnpRq. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de MnpRq de dimension
npn�1q

2 et que ϕ : F Ñ SnpRq dé�nie par ϕpMq �t MS0M réalise un C8

di�éomorphisme d'un voisinage de In dans F sur un voisinage de S0 dans
SnpRq. En déduire qu'il existe une application M de classe C1 d'un voisinage
U de p0, 0q dans R2 à valeurs dans Gl2pRq telle que

Spx,yq �t Mpx,yqSp0,0qMpx,yq

On pose pu, vq � Φpx, yq � px, yq tMpx,yq tP où P est une application linéaire
bien choisie. Montrer que Φ est un di�éomorphisme sur son image au voisinage
de p0, 0q dans R2 tel que gpu, vq :� f � Φ�1pu, vq � λ1u

2 � λ2v
2, où pλ1, λ2q

sont les valeurs propres de d2
p0,0qf .

3) Donner la position du graphe de f : R2 Ñ R par rapport à son plan
tangent en p0, 0q en fonction de la signature de d2

p0,0qf (on suppose toujours

que d2
p0,0qf est non dégénérée).

1.9 Fonction implicite

Définition. Soit f : U � E Ñ F une application. On appelle graphe de
f la partie de E�F dé�nie par Grpfq � tpx, yq P E�F {x P U et y � fpxqu �
t�x, fpxq� P U � F u.

Définition. Soit f : U � E Ñ F et y0 P F . On appelle ligne de niveau y0

de f l'ensemble Sy0
� tx P U{ fpxq � y0u.

Remarque. Le graphe de f : U � E Ñ F est la ligne de niveau 0 de la
fonction F : U � F Ñ F dé�nie par F px, yq � y � fpxq.

Le but du théorème des fonctions implicites est de donner une condition
su�sante simple pour qu'une ligne de niveau soit (au moins localement) le
graphe d'une fonction.

Théorème 1.9.1 (fonction implicite) Soit E1, E2 et F des espaces de Ba-
nach, f : U � E1 � E2 Ñ F une fonction de classe Cp (p ¥ 1), y0 P F et



1.9. FONCTION IMPLICITE 25

px0
1, x

0
2q P Sy0

. Si df
dx2

��
px0

1,x
0
2q
P IsopE2;F q alors il existe un voisinage Ui de x

0
i

dans Ei et ϕ : U1 Ñ U2 de classe Cp tel que U1 �U2 � U et Sy0
XpU1 �U2q �

Grpϕq, i.e.
tpx1, x2q P U1 � U2{fpx1, x2q � y0u � t�x1, ϕpx1q

�{x1 P U1u

De plus, on a dx0
1
ϕ � �� df

dx2

��
px0

1,x
0
2q
��1 � df

dx1

��
px0

1,x
0
2q
.

Dans la pratique, si f : U � Rn Ñ Rp est dé�nie par fpx1, � � � , xnq ��
f1px1, � � � , xnq, � � � , fppx1, � � � , xnq

�
, alors pour que Sy0 � f�1pty0uq soit le

graphe d'une fonctions des variables xi1 , � � � , xik au voisinage de m0 P U , il
su�t que

1. fpm0q � y0

2. k � n� p,

3. det

�
���

Bf1

Bxj1 pm0q � � � Bf1

Bxjp pm0q
...

...
Bfp
Bxj1 pm0q � � � Bfp

Bxjp pm0q

�
��� 0, où les indices pjlq sont tj1, � � � , jpu �

t1, � � � , nuzti1, � � � , iku.
Dans ce cas, la Jacobienne de ϕ et m0 se calcule par la formule

Jm0
ϕ � �

�
���

Bf1

Bxj1 pm0q � � � Bf1

Bxjp pm0q
...

...
Bfp
Bxj1 pm0q � � � Bfp

Bxjp pm0q

�
��
�1

�

�
���

Bf1

Bxi1 pm0q � � � Bf1

Bxik
pm0q

...
...

Bfp
Bxi1 pm0q � � � Bfp

Bxik
pm0q

�
��

Exemple. La fonction f : R2 Ñ R dé�nie par fpx, yq � x2�y2 est C8 sur
R2. Si px0, y0q P S1 � f�1pt1uq et si y0 � 0, alors Bf

By px0, y0q � 2y0 � 0 et donc
S1 est le graphe d'une fonction ϕ de la variable x et de classe C8 au voisinage
de px0, y0q. De plus, on a ϕ1px0q � � Bf

Bx px0, y0q{ BfBy px0, y0q � �X0

y0
.

En fait, un calcul direct donne ϕpxq � sgpy0q
?

1� x2. Bien sûr, l'intérêt de
ce théorème est qu'il donne l'existence de ϕ (et sa di�érentielle) y compris dans
les cas où ϕ ne peut pas être calculée explicitement.

Preuve. � (Théorème des fonctions implicites) Soit F : U � E1 � E2 Ñ
E1 � F l'application dé�nie par F px1, x2q �

�
x1, fpx1, x2q

�
. Alors F est Cp
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et on a dpx0
1,x

0
2qF ph1, h2q �

�
h1,

df
dx1

��
px0

1,x
0
2q
ph1q � df

dx2

��
px0

1,x
0
2q
ph2q

�
. L'application

L : E1 � F Ñ E1 � E2 dé�nie par

Lph1, vq �
�
h1,

� df
dx2

��
px0

1,x
0
2q
��1�

v � df

dx1

��
px0

1,x
0
2q
ph1q

�	
est linéaire, continue puisqu'on a

~L~ ¤ 1� ~� df
dx2

��
px0

1,x
0
2q
��1~�1� ~ df

dx1

��
px0

1,x
0
2q
~�

et véri�e L � dpx0
1,x

0
2qF � IdE1�E2

et dpx0
1,x

0
2qF � L � IdE1�F . On a donc

dpx0
1,x

0
2qF P IsopE1 � E2;E1 � F q.

D'après le théorème d'inversion locale, il existe un voisinage ouvert Ui de
xi dans Ei tel que F

��
U1�U2

soit un Cp di�éomorphisme de U1 � U2 sur V �
F pU1 � U2q. V est un ouvert de E1 � F contenant px0

1, y0q � F px0
1, x

0
2q.

SoitG � pF ��
U1�U2

q�1 : V Ñ U1�U2. On noteGpx1, yq �
�
g1px1, yq, g2px1, yq

�
,

alors G, g1 et g2 sont Cp sur V . Comme F � Gpx1, yq � px1, yq pour tout
px1, yq P V , on a g1px1, yq � x1 et f � g2px1, yq � y pour tout px1, yq P V .

L'ensemble U 1
1 � tx1 P U1{ px1, y0q P V u est un voisinage ouvert de x0

1 dans
U1 et donc dans E1, car πpx1, y0q � x1 est continue. On pose ϕpx1q � g2px1, y0q.
ϕ est bien dé�nie et Cp sur U 1

1, et véri�e

px1, x2q P pU 1
1 � U2q X Sy0 si et seulement si x1 P U 1

1, x2 P U2 et fpx1, x2q � y0,

si et seulement si x1 P U 1
1, x2 P U2 et F px1, x2q � px1, y0q P V,

si et seulement si x1 P U 1
1, x2 P U2 et px1, x2q � Gpx1, y0q �

�
x1, ϕpx1q

� P V,
si et seulement si x1 P U 1

1, x2 P U2 et x2 � ϕpx1q,
si et seulement si x1 P U 1

1 et x2 � ϕpx1q (car ϕpx1q � g2px1, y0q P U2q,
si et seulement si px1, x2q P Grpϕq.

En�n, on a ψpx1q � f
�
x1, ϕpx1q

� � y0 pour tout x1 P U1. Donc

0 � dx0
1
ψ � dpx0

1,x
0
2qf

�
h, dx1

ϕphq� � df

dx1

��
px0

1,x
0
2q
phq � df

dx2

��
px0

1,x
0
2q
�
dx1

ϕphq�
Et donc on a

dx1ϕphq � �� df
dx2

��
px0

1,x
0
2q
��1 � df

dx1

��
px0

1,x
0
2q
phq
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2

Exercice. Montrer que l'égalité x3 � y3 � 2xy � 0 dé�nit au voisinage
de p1, 1q une fonction implicite y � Φpxq. Donner un développement limité à
l'ordre 2 de Φ en 1.

Exercice. Soit P pXq � anX
n�� � ��a1X�a0 P RrXs un polynôme et α P

R une racine simple de P . Montrer qu'il existe un voisinage U de pa0, � � � , anq
dans Rn�1 et un voisinage V de α dans R tel que pour tout pb0, � � � , bnq P U ,
le polynôme b0 � � � � � bnX

n ait une unique racine (simple) ϕpb0, � � � , bnq dans
V . Montrer que ϕ est C8 sur U et calculer Bϕ

Bbi pa0, � � � , anq.

1.10 Théorème du rang constant

Définition. Soit f : U � Rn Ñ Rm di�érentiable en x0. On appelle rang
de f en x0, et on note rgx0

f , l'entier rg dx0
f . On a toujours rgx0

f ¤ minpn,mq.

Proposition 1.10.1 Si f : U � Rn Ñ Rm est C1 en x0, alors il existe un
voisinage Ux0 de x0 dans U tel que pour tout x P Ux0 , on a rgx f ¥ rgx0

f .

En particulier, si f est C1 sur U , alors pour tout c P N, Ωc � tx P
U{ rgx f ¥ cu est un ouvert de U .

Si dx0
f est injective (resp. surjective, resp. bijective) alors il existe un voi-

sinage Ux0
de x0 dans U tel que pour tout x P Ux0

, on ait dxf injective (resp.
surjective, resp. bijective).

Preuve. � Rappelons qu'une matrice M est de rang plus grand que c si
et seulement si il existe une matrice carrée de taille c et inversible extraite de
M . Donc si rgx0

f ¥ c, il existe 1 ¤ i1 ¤ � � � ¤ ic ¤ n et 1 ¤ j1 ¤ � � � ¤ jc ¤ m
tels que

det

�
���

Bfi1
Bxj1 px0q � � � Bfi1

Bxjc px0q
...

...
Bfic
Bxj1 px0q � � � Bfic

Bxjc px0q

�
��

looooooooooooooooomooooooooooooooooon
Cx0

� 0
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Or les dérivées partielles Bf
Bxj et M ÞÑ detM sont continues et donc, pour x

assez proche de x0, on a Cx est inversible. On en déduit qu'alors rgx f ¥ c pour
tout x assez proche de x0.

Le dernier résultat découle du fait que dxf est injective, surjective ou bi-
jective si et seulement si rgx f � minpn,mq. 2

Théorème 1.10.2 Soit f : U � Rn Ñ Rm une application Cp sur U .

1. Si f est une immersion en x0 (i.e. si dx0
f est injective), alors il existe

un voisinage ouvert Ux0
de x0 dans U , un voisinage ouvert Vfpx0q de

fpx0q dans Rm et Ψ : Vfpx0q ÑW � Rm un Cp-di�éomorphisme tels que
fpUx0q � Vfpx0q et Ψ � fpx1, � � � , xnq � px1, � � � , xn, 0, � � � , 0q pour tout
px1, � � � , xnq P Ux0

.

Autrement dit, à un changement de variable près, toute immersion est
localement égale à l'injection canonique de Rn dans Rm.

2. Si f est une submersion en x0 (i.e. si dx0f est surjective), alors il existe
un voisinage ouvert Ux0 de x0 dans U , un ouvert W de Rn et Φ : W Ñ
Ux0

un Cp-di�éomorphisme tels que f � Φpx1, � � � , xnq � px1, � � � , xmq
pour tout px1, � � � , xnq PW .

Autrement dit, à un changement de variable près, toute submersion est
égale à la projection canonique de Rn dans Rm.

3. Si rgx f � c pour tout x P U , alors pour tout x0 P U , il existe un voisinage
ouvert Ux0

de x0 dans U , un voisinage ouvert Vfpx0q de fpx0q dans Rm
et des Cp-di�éomorphismes Φ : V Ñ Ux0

et Ψ : Vfpx0q Ñ W tels que
Ψ � f � Φpx1, � � � , xnq � px1, � � � , xc, 0, � � � , 0q.
Autrement dit, toute application de rang localement constant est, à chan-
gements de variables près, équivalente à

Jcpx1, � � � , xnq � px1, � � � , xc, 0, � � � , 0q.

Preuve. � On se place sous les hypothèses du point p3q car elles im-
pliquent les hypothèses des points p1q et p2q quand c � m ou c � n.

Par hypothèse, il existe une matrice carrée, inversible et de taille r extraite
de Jx0

f . Quitte à remplacer f par L�f �L1, où L et L1 sont des isomorphismes
linéaires permutant les coordonnées (et donc des C8-di�éomorphismes), on
peut supposer que la matrice

� Bfi
Bxj pm0q

�
1¤i¤c
1¤j¤c

est inversible.
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Soit Θ : U � Rn Ñ Rn dé�nie par

Θpx1, � � � , xnq �
�
f1px1, � � � , xnq, � � � , fcpx1, � � � , xnq, xc�1, � � � , xn

�
.

Alors Θ est Cp, Jx0Θ �
�� Bfi

Bxj pm0q
�

1¤i¤c
1¤j¤c

�
0 In�c

�
et donc dx0Θ P IsopRm,Rnq.

D'après le théorème d'inversion locale, il existe Ux0
un voisinage de x0 tel que

Θ
��
Ux0

soit un Cp-di�éomorphisme sur V � ΘpUx0
q. on pose alors ϕ � Θ�1.

On a

f � ϕpy1, � � � , ynq �
�
f1 � ϕpyq, � � � , fc � ϕpyq, fc�1 � ϕpyq, � � � , fm � ϕpyq�

� �
Θ1 � ϕpyq, � � � ,Θc � ϕpyq, hc�1pyq, � � � , hmpyq

�
� �

y1, � � � , yc, hc�1pyq, � � � , hmpyq
�

Si c � m, alors on a f �ϕpy1, � � � , ynq � py1, � � � , ymq, ce qui donne le point p2q.
Sinon, on a

Jypf � ϕq �

�
�����

Ic 0
Bhc�1

By1
� � � Bhc�1

Byc
...

...
Bhn
By1

� � � Bhn
Byc

Bhc�1

Byc�1
� � � Bhc�1

Byn
...

...
Bhm
Byc�1

� � � Bhm
Byn

�
����� Jϕpyqfloomoon

de rang c

� Jyϕloomoon
inversible

et donc rgypf � ϕq � c. Comme les c premières colonnes de Jypf � ϕq forment
une famille libre, on en déduit que les suivantes sont nulles, et donc Bhi

Byj pyq � 0

pour tout y P V , tout j ¥ c � 1 et tout i P tc � 1, � � � ,mu. Quitte à ré-
duire le voisinage Ux0

de x0 on peut supposer que les fonctions hc�1, � � � , hm
ne dépendent que des variables y1, � � � , yc sur V . On pose Ψpz1, � � � , zmq ��
z1, � � � , zc, zc�1 � hc�1pz1, � � � , zcq, � � � , zm � hpz1, � � � , zcq

�
sur V . Alors on a

Jfpx0qΨ �
�
Ic 0
� Im�c



et donc Ψ est un di�éomorphisme au voisinage de

fpx0q. En�n, on a Ψ � f � ϕpy1, � � � , ynq � py1, � � � , yc, 0, � � � , 0q, ce qui donne
le point p3q.

Si c � n, alors, en posant z � pz1, � � � , znq et f̄pzq �
�
f1pzq, � � � , fnpzq

�
, on

a

Ψ � fpzq � �
f̄pzq, fn�1pzq � fn�1 � ϕ � f̄pzq, � � � , fmpzq � fm � ϕ � f̄pzq�

� �
Θ1pzq, � � � ,Θnpzq, 0, � � � , 0

�
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et donc, si on pose ϕ� IdRm�npy1, � � � , ymq �
�
ϕpy1, � � � , ynq, yn�1, � � � , ym

�
, on

obtient

pϕ� IdRm�nq �Ψ � fpz1, � � � , znq � pz1, � � � , zn, 0, � � � , 0q

ce qui donne le point p1q. 2

1.11 Démonstration du théorème d’inversion locale

L'ingrédient essentiel de la preuve du théorème d'inversion locale est le théo-
rème du point �xe de Banach.

Théorème 1.11.1 (Point �xe de Banach) Soit pX, dq un espace métrique
complet et f : X Ñ X une application k-Lipschitzienne avec k   1. Alors f a
un unique point �xe dans X.

Preuve. � Si x et x1 sont des points �xes de f , alors on a

dpx, x1q � d
�
fpxq, fpx1q� ¤ kdpx, x1q

comme k   1, on en déduit que dpx, x1q � 0 et donc x � x1, d'où l'unicité du
point �xe de f .

Pour l'existence, on choisit x0 P X et on considère la suite dé�nie par la
relation de récurrence xn�1 � fpxnq. Cette suite est de Cauchy puisqu'on a
dpxn, xn�1q � d

�
fpxn�1q, fpxnq

� ¤ kdpxn�1, xnq ¤ � � � ¤ kndpx0, x1q

dpxn, xn�pq ¤
p�1̧

l�0

dpxn�l, xn�l�1q ¤
p�1̧

l�0

kn�ldpx0, x1q

� kn � kn�p

1� k
dpx0, x1q ¤ kn

1� k
dpx, x1q ÝÑ

nÑ8 0

Comme X est complet, il existe x P X tel que xn Ñ x. Alors, puisque f est
continue, on a fpxq � lim fpxnq � limxn�1 � x et donc x est un point �xe de
f dans X. 2

Notre démonstration du théorème d'inversion locale va se faire en 4 étapes.
Soit x0 P Ω tel que dx0

f P IsopE;F q. Comme f est C1 en x0, il existe r ¡ 0
tel que B1px0, rq � Ω et }dxf � dx0

f} ¤ 1
2}pdx0

fq�1} pour tout x P B1px0, rq.
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Lemme 1.11.2 Pour tout y P B�fpx0q, r
2}pdx0

fq�1}
�
, il existe un unique x P

B1px0, rq tel que fpxq � y.

Preuve. � L'idée est de transformer l'équation fpxq � y en équation de
point �xe. Pour cela on pose hy : B1px0, rq Ñ E dé�nie par

hypxq � x� pdx0
fq�1

�
fpxq � fpx0q

�� pdx0
fq�1

�
y � fpx0q

�
.

hy est de classe Cp sur B1px0, rq et véri�e
}dxhy} � }IdE � pdx0

fq�1 � dxf} � }pdx0
fq�1 � �dx0

f � dxf
�}

¤ }pdx0
fq�1}}dx0

f � dxf} ¤ 1

2

On déduit du théorème des accroissements �nis que hy est 1{2-Lipschitzienne
sur B1px0, rq. De plus, si x P B1px0, rq, alors on a

}hypxq � x0} � }hfpx0qpxq � hfpx0qpx0q � pdx0
fq�1

�
y � fpx0q

�}
¤ }hfpx0qpxq � hfpx0qpx0q} � }pdx0

fq�1}}y � fpx0q}
¤ 1

2
}x� x0} � }pdx0

fq�1} r

2}pdx0
fq�1} ¤ r

Donc hy est une application 1
2 -Lipschitzienne deB

1px0, rq dans lui-même. Comme
E est un espace de Banach, la boule fermée B1px0, rq est un espace complet.
D'après le théorème du point �xe de Banach, il existe un unique xy P B1px0, rq
tel que hypxyq � xy. Or hypxq � x si et seulement si fpxq � y, ce qui donne le
résultat. 2

Soit U � B1px0, rq X f�1
�
B
�
fpx0q, r

2}pdx0fq�1}
�	
. U est un voisinage de

x0 dans E par continuité de f et f réalise une bijection de U sur V �
B
�
fpx0q, r

2}pdx0
fq�1}

�
d'après le lemme précédent.

On pose g : V Ñ U � E dé�nie par g � pf ��
U
q�1.

Lemme 1.11.3 g est 2}pdx0
fq�1}-Lipschitzienne sur V et U est un ouvert de

E.

Preuve. � En reprenant les notations de la preuve du lemme précédent,
h0pxq � x� pdx0fq�1 � fpxq est 1{2-Lipschitzienne sur B1px0, rq, et donc on a

}pdx0fq�1}}fpxq � fpx1q} ¥ }pdx0fq�1
�
fpxq � fpx1q�} ¥ }x� x1 � hpx1q � hpxq}

¥ }x� x1} � }hpxq � hpx1q} ¥ 1

2
}x� x1}
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pour tout x, x1 dans B1px0, rq.
Si y, y1 sont des points de V , alors x � gpyq et x1 � gpy1q sont des points de

U � B1px0, rq et on a

}gpyq � gpy1q} � }x� x1} ¤ 2}pdx0fq�1}}fpxq � fpx1q} ¤ 2}pdx0fq�1}}y � y1}
et donc g est bien 2}pdx0fq�1}-Lipschitzienne.

Pour y1 � fpx0q, l'égalité précédente donne
}gpyq � x0} ¤ 2}pdx0fq�1}}y � fpx0q}   r

pour tout y P V , et donc U � gpV q � Bpy0, rq, i.e. U � Bpx0, rq X f�1pV q �
B1px0, rq X f�1pV q � U , dont on déduit que U � Bpx0, rq X f�1pV q et donc
est bien un ouvert de E. 2

On a donc montrer que f est un homéomorphisme (et même une application
bi-Lipschitzienne) du voisinage ouvert U de x0 dans E sur le voisinage ouvert
V de fpx0q dans F . Il reste à montrer que g est de classe Cp sur V .

Lemme 1.11.4 g est di�érentiable sur V et dyg � pdgpyqfq�1.

Preuve. � On a vu plus haut que si E et F sont des espaces de Banach
et L P IsopE;F q alors Bpf0,

1
}L�1} q � IsopE;F q.

Dans notre cas, on a montré que pour tout x P U , on a dxf P Bpdx0f,
1

2}dx0
f} q,

et donc dxf P IsopE;F q.
Soit y P V et ε ¡ 0 assez petit pour que Bpy, εq � V . Si }h} ¤ ε, alors

y � h P V et gpy � hq � gpyq � pdgpyqfq�1phq est bien dé�nie (car gpyq P U). Si
on pose ω � gpy � hq � gpyq, alors on a

gpy � hq � gpyq � pdgpyqfq�1phq � pdgpyqfq�1
�
dgpyqfpωq � py � hqloomoon

�fpgpyq�ωq

� yloomoon
�f�gpyq

�

et donc

Qphq � }gpy � hq � gpyq � pdgpyqfq�1phq}
}h}

¤ }pdgpyqfq�1}}dgpyqfpωq � fpgpyq � ωq � fpgpyqq}
}h}

¤ 2}pdx0
fq�1}}pdgpyqfq�1}}fpgpyq � ωq � fpgpyqq � dgpyqfpωq}

}ω}
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où }ω} ¤ 2}pdx0
fq�1}}h} car g est 2}pdx0

fq�1}-Lipschitzienne. Comme f est
di�érentiable en gpyq, et que y ÞÑ pdgpyqfq�1 est continue (donc bornée) comme
composée d'applications continue, on en déduit que limhÑ0Qphq � 0. Comme
pdgpyqfq�1 est une application linéaire continue, on en déduit que g est di�é-
rentiable en y et que Dg � inv �Df � g. 2

On conclut la preuve du théorème d'inversion locale en montrant que g est
aussi régulière que f . On a vu que g est di�érentiable sur V et donc g est C0

sur V . Or on a Dg � inv �Df � g et comme inv est C8, si f est C1, alors Df
est C0 et par composition, Dg est C0, et donc g est C1.

De même, supposons montré que g est Ck. Si f est Ck�1, alors Df est Ck

et donc Dg est Ck par composition d'applications Ck, et donc g est Ck�1. Par
récurrence, on montre que g est aussi régulière que f .

Remarque. Dans la preuve précédente, on ne contrôle pas explicitement
l'ouvert U en restriction auquel f est un di�éomorphisme sur son image.

Exercice. Soit f : R Ñ R dé�nie par fpxq � x � x2 sin
�
π
x

�
si x � 0 et

fp0q � 0.

1. Montrer que f est dérivable sur R et que f 1p0q � 1.

2. Montrer que f n'est inversible sur aucun voisinage de 0. Cela contredit-il
le théorème d'inversion locale? Où la preuve précédente cesse-t-elle de
fonctionner dans le cas de cette fonction f?
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