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Notations
e [/ F : Espaces de Banach.
e f g, : Applications.
e df, : la différentielle de f en a.
e J,f : Jacobienne de f.
° g—ﬁ : Les dérivées partielles de f par rapport x;.
e M : sous-variété.
o A : Atlas.
e (U, ) : une carte.
e T, M : Espace tangent.

e U T, M : Fibré tangent.
meM

o T, f : Application tangente.
o X (M) : Champ de vecteur.
e AP(FE K) : L’ensemble des formes linéaires alternées.
e S(p) : L’ensemble de toute les permutations.
e 0 : Une transposition.
e =(0) : Signature de o.
e f A g : produit extérieur de f et g.
e w : Forme différentielle.
e OY, (U,K) : L’ensemble des formes différentielles de degré p et de claase C*.
° Ci“i : Différentielle extérieur.
e r0t(0) : Vecteur rotationel.
—
e div(7') : La divergence.
e 002 : La frontiére de 2.



Chapitre 1

Calculs différentiels

1.1 Notions fondamentales

Soient E, F' deux espaces de Banach et O un ouvert FE

Définition 1.1 : Soit f : O C E — F une application a € O un point.
On dit que f est différentiable en a s’il existe une application linéaire continue L : F — F,
telle que, Vhe FE, a+he O

fla+h)=f(a)+ L(h)+|hlle(h)

et
limyp—olle(R)[| =0

Proposition 1.1 : L’application L est unique

Définition 1.2 : L’application linéaire unique L est appelée la différentielle de f au point a
ou lapplication tangente de f en a, et on noté par : df ,, Tof ou f (a)

Remarque 1.1 : Si E et F sont de dimensions finies (par exemple R™ RP RY, .. etc) toute
application linéaire L : E — F est continue .

Exemple 1.1 : Soit l’application

f R — R
(I,y) — f(l',y):I2+y2—1

V(IGOCRQ Idfa :L,a:(al,ag)eRQ,hEE h:(hl,hg)

fla+h)—=f(a) = f(ar+hi,as+hy)— f(ar,az)
== (Cbl + h1)2 + (CLQ + h2)2 —1- (CL12 + (ZQQ — 1)
= 2a1hy + 2a3hy + by + by
= L)+ ] <(h) (1)

avec € (h) = (h12”2|}|‘22), df, = f (a) = L, donc

L:R? — R
<Z;> — 2a1h1 + 2a2h2 = (2@1 2@1) (Z;)



Remarque 1.2
1. (f est différentiable au point a) = (f est continue en a)
2.f  RP—>RPsin=p=1
f est différentiable au point a <= f est dérivable en a.
Bt df ,(h) = [ (a)h = [ (a).1
3. La définition précédente reste valable pour les espaces de Banach quelconque mais il faut
ajouter la continuité de ’application df,

Proposition 1.2 : (la composée)

Sotent O un ouvert de R™ et W un ouvert de RP.

St f: R™ — RP est différentiable sur O et g : RP — RY est différentiable sur W, telle que
f(O) Cc W. Alors go f est différentiable sur O et on a, pour tout a € O

d(go f), = (dg)f@) © dfa
ucC R, RP9, Re

Définition 1.3 On dit que f est différentiable sur O, si f est différentiable en tout point de
0.

Fonctions de classe C¥; k € NU {+o0}
La dérivée partielle d’une fonction est la dérivée par rapport I'une de ses variables les autres
étant constantes, la dérivée partielle par rapport la variable x est notée % ou O f

f:OCR" —R?

La dérivée premiére en a € R"™ par rapport a x; si la limite suivante existe
lim flay ;a9,...a;+h,...a,) — f(a1,a9,.....a,)
h—0 h

On note de cette limite par %fj(a).

Définition 1.4 :
f: 0O CR* — RP est de classe Clsi elle admet des dérivées partielles premiéres par rapport

toutes les wvariables en chaque point a € O et sont continues a —— aaTj(a), j = 1,n sont
continues.

De méme fest de classe C? ssi f admet des dérivées partielles par rapport toute les variables
et si les applications a — 887’;(@), j = 1,n sont toutes de classe C' dans O

Remarque 1.3 :

Une fonction est dite de classe C° = C si elle est continue, est dite de classe C*(k > 1 un entier )
si ses dérivées partielles jusqua l'ordre k existant et sont continues et dite de C* (infiniment
différentiable) si elle est de classe C* pour tout k : k € NU {+00}.

Conclusion : f € O! = % e CY.



1.2 Matrice Jacobienne

Les dérivées partielles de ces fonctions en point a si elles existent peuvent étre rangées dans
une matrice df, = f (a) = J;(a) = J f,, telle que

on of

oho %
Jy(a) = .

Ofp Ofp

e ... 2

Remarque 1.4 :

1. La matrice Jacobienne est la matrice des dérivées partielles du premier ordre d’une fonc-
tion différentiable.

2. La matrice Jacobienne de f au point a, c’est la matrice d’application linéaire df, dans les
bases canoniques de R™ et RP.

3. Sin = p, la matrice Jacobienne est une matrice carrée, alors le déterminant det(J f,) est
appelé déterminant Jacobien ou Jacobien.

Exemple 1.2 :
1. Soit f, telle que
f: R3 — R*

(1129, 73) +—— (21,53, 439% — 223, T35IN 77 )

2. Soit g, telle que
g:Ry x[0,20] — R?
(r,6) — (rcosf ,r sinf )

Question : déterminer J fiz, 2 25), det(Jyqr0))

1 0 0
Jy = 0 0 5
0 8ZE2 -2
I3C0S T1 0 sin xq
g cos f —r sinf
g_(sin9 —r cosf )

Alors det (J,) = rcos’z +rsinz =r
Corollaire 1.1 : La composée g o f des fonctions différentielles sa matrice Jacobienne est :

J(gof), = J(Q)f(a)'Jfa



Définition 1.5 : Soient E, F' deux espaces de Banach, O un ouvert de E et V un ouvert de
F. Une application f: O — V est dite difféomorphisme si :

1. f est bijective.
2. f est différentiable sur O.
3. 71V — O est différentiable sur V.

Définition 1.6 : Une application f : O — V est dite C*-difféomorphisme si :
1. f est bijective.
2. f est C*-différentiable.
3. 71V — O est Ck-différentiable.
St k=0 Uapplication f est appelée homéomorphisme.
1. f est bijective.
2. f est continue.

3. f~1 est continue.
Notation :Isom(E, F) = { f: E — F linéaire +bijective}

Remarques 1.1
1. Toute application C*-difféomorphisme est homéomorphisme, la réciproque est fausse.
2. Un homéomorphisme conserve les propriétés topologiques (ouvert,fermé, compact, conveze,

3. Un difféomorphisme conserve les propriétés topologiques et géométriques.

1.3 Théoréme d’inversion locale-globale

Définition 1.7 : Soient E, F deuz espaces vectoriels et ¢ : E — F une application linéaire.
Le rang de lapplication ¢ noté : rang ¢ ou rgp est r = dim(Imey), On a :

1. r < dim(F), r < dim(F).
2. r =dim(F) <= ¢ est injective.
3. r=dim(F) <= ¢ est surjective.

Définition 1.8

1. Soit p: O C E — F de classe C* et x € O on dit que @ est une immersion en x, si df,
est 1njective.

2. On dit que @ est une submersion en x, si df, est surjective.

3. 51¢p: 0O — F estala fois submersion en x et immersion en x, on dit que ¢ est étale.
Définition 1.9 :Une application f de classe C* (k> 1) de O dans V est dite étale en x, si
df, € Isom(E, F)

Proposition 1.3 :Soit ¢ : O C R* — RP une application de classe CF, alors :
1. ¢ immersion sur O <= rang df, =n, ¥V x € O.
2. @ submersion sur O <= rang df, =p, ¥V z € O.

...ete).



Remarque 1.5 :
1. ¢ est C*-difféomorphisme = ¢ est étale
2. ¢ est étale = ¢ est C*-difféomorphisme (locale)
3. ¢ étale +bijective =>  est C*-difféomorphisme (globale)

Exemple 1.3 :
f:R**R — R?
(r,0) — (r cos@ ,r sinf)

f est étale ?

sinf rcosf

df(rﬂ) = Jf(rﬂ) = (

| T o] =7 #0

df(r) linéaire + bijective,i.e., df(.g € Isom(R?,R?),donc f est étale.
f est difféeomorphisme ?

f(r,0)=f(r,0+2r) = f nest pas injective (0 # 0+ 27)

= f n’est pas un difféomorphisme global.

cosf —rsind )

Théoréme 1.1 :(d’inversion locale)

Soient U et W deuz ouverts de E et F (resp) et soit f € C*(U, W) une application étale en
x € U, alors il existe un ouvert V de U contenant x tel que f|, : V — f(V) C F soit un
Ck-difféomorphisme de V dans f(V). De plus en notant f=* le difféomorphisme réciproque, on
a

Yy e fV, df H(y) = [df (f " (y)] "

FIGURE 1.1 — inversion locale

Théoréme 1.2 :(d’inversion globale)
Soient U un ouvert de E' et ¢ une application de U dans E. On suppose que

1. ¢ est de classe C* sur U.
2. ¢ est bijective de U sur o(U).

3. Pour tout x € U, dp, est inversible.
Alors p(U) est un ouvert et ¢ est un C*-difféomorphisme de U sur o(U).

Corollaire 1.2 Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction de classe C* telle
que f ne s’annule pas sur I. Alors f(I) est un intervalle ouvert et f est un C*-difféomorphisme

de I sur f(I).



1.4 Les fonctions implicites

Théoréme 1.3 : (de Fonctions implicites)
Soit f une application de classe C' sur l'ouvert U de R™ x R? a valeurs dans RP et (a,b) un

point de U tel que :

1. f(a,b) =0.

2. Ji(a,b) est inversible.
Alors il existe un ouvert V. deR™, un ouvert W de RP et une application g de classe C* définie
sur V' a valeur dans W tq :

I (ab)eVxWCU
2. Pour tout couple (x,y) € VX W on a f(x,y) =0 <=y = g(z)

3. Pour tout couple (x,y) € V XW la matrice J}/(x, y) est inversible et la matrice Jacobienne
de g est donnée par

Ty (w) = = [JY (u, g ()] [T (u, g (w))]-

RP

\% R™
FIGURE 1.2 — fonctions implicites

Exemple 1.4 :
f:R? — R
(z,y) — 2 +y* -1

On veut résoudre ’équation f(a,b) = 0 pour une valeur voisin de a, c’est—dire si l'on peut
trouver une fonction g définie au voisinage de a pour x voisin de a f(x,g(x)) =0

d9 =7, f(a,b)=0
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(z,y) eV xW f(z,y)=0<+=y=g(z)

V:g(:c):\/l—iyz:2

1.5 Série d’exercices pour chapitre I

Exercice 01
1- Soient f:R? — R3 et g : R® — R? définies par :

f(z,y) = (2 3y — cosz,x* +y+2) et g(zx,y,2) = 3v + 2y + 2%, 2° — 2 + 1).

Si = foget G=go f, déterminer dy 0l et dinG.
2- Soient f : R®* — R et g : R? — R différentiables et soit F' définie par :

F(z,y) = f(z,y,9(z,v)).

a- Déterminer d,, 4, F" en fonction des dérivées partielles de f et g.

b- Si F(z,y) = 0 pour tout (xg,y0) € R? déterminer d,g et 9,9 en fonction des dérivées
partielles de f.

Exercice 02

Soient les fonctions f : R? — R et g : R*> — R définies par

f(z,y) =In(z* +y* + 1)

[ yatsin(l) Lz £0
g(xv y) - { 0 LT = 0
1- Montrer que f est de classe C* sur R?.
2- La fonction g est-elle de classe O sur R?
(considérer la suite u,, = (ﬁ, yo) , avec Yo #0, n < 1).
Exercice 03
Soit f une fonction de R? dans R? définie par

f:IR2 — R2
(z,y) — f(z,y)

et I'application
F:Ry xR — R?
(r,0) —  (rcosf, rsinf)

1- Montrer que H = f o F' € C'(R% x R), si f € C}(R?).
2- Calculer 22(r,60) et 22 (r,0).
Exercice 04
1- Soit ’application
fR — R
r = fr) =2

a- L’application f est-elle homéomorphisme ?.
b- L’application f est-elle difféeomorphisme 7.
2- Soit I'application

g:R*xXR — R?

(r,0) —  (rcosf, rsinf)

a- Est ce que g est CP-difféomorphisme sur R* x R.
b- L’application g est-elle étale?.



Exercice 05
1- Soit
f:R? — R?
(x,y) +— (e“cosz,e’siny)

— Montrer que f est de classe C* sur R2.
— Calculer la matrice f'(x,y) pour (z,y) € R?
— Montrer que f est un difféomorphisme local.
— f est - elle un difféomorphisme global.

2- Méme question pour I'application g, telle que :

g: R? — R2
(z,y) — (2* =y 2zy)

3- Montrer que
p: R — R3

(,y,2) — (¥ + €% e* —e¥ x—y)

est un diffeomorphisme sur son image que I'on déterminera.
Exercice 06
Soit la fonction
p: R xR, — R
(7,9) = 2 —y
1- Montrer qu'il existe deux intervalles ouverts I; et I contenant 1 tels que I’ensemble (non
vide)

xT

E={(z,y) € 1 x Iy: p(z,y) =0}.

soit le graphe d’une fonction ¢ de classe C! sur I; et valeur dans I, et vérifiant ¢(1) = 1, i.e.,
E = {(z,6(x)), = € I}

2- Donner le developpement limité I'ordre 1 de ¢ au voisinage de 1.

Exercice 07

1- Montrer qu’il existe un voisinage ouvert U de point (0,0, 1) dans R? tel que I'ensemble

{(z,y,2) € U% 2* +y* + 2% — cos(zyz) = 0}

soit le graphe d’une fonction numérique ¢ définie sur un ouvert V de R2.

2- Monter que ¢ est de classe C! sur V et calculer ses dérivées partielles en point (0, 0).
Exercice 08

Pour une matrice A € M,,(R), on définit (la norme d’une application linéaire)

[A]l = sup [|Az]

=<1

1- Soit {M,,} une suite des matrices de M, (R).
Montrer que si ) ||M,| < +oo alors > M, < +o0.
2- Montrer que si ||A|| < 1, alors ) A™ < +o0.
3- Montrer que si ||Al| < 1, alors (I — A) est inversible.
4- Soit GL,, = {M € M, (R); M inversible}.
— (i) Montrer que GL,, est un ouvert de M, (R).
~ (ii) Montrer que l'application f : GL, — GL,, définie par f(A) = A~! est différentiable
en I et calculer sa différentielle df;.
— (iii) Calculer df4 pour A € GL,(R).



Chapitre 2

Sous variété de R™

Deux sous ensembles d’'un espace de Banach E sont équivalents s’ils se déduisent 'un de
I’autre par un difféomorphisme ¢ : R* — R".
- Un sous espace vectoriel.
- Un ouvert de tel sous espace : un morceau de courbe ou de surface de I’espace vectoriel.
Par contre un cercle ou une sphére ne sont que localement homéomorphe une droite ou un plan.
Dans ce chapitre on définit un ouvert qui généralise la notion d’un espace vectoriel, c’est une
sous-variété de dimension d.
Si d = 0, ce sont des points discréts ou points isolés.
Si d = 1, la sous-variété est une courbe.
Si d = 2, la sous-variété est une surface.
Si d > 3, la sous-variété est une ultrasurface ou hypersurface.

2.1 Définitions d’une sous-variéte

Notation : Soit n,d e N*, 0<d<n
R* =R x R" % =R x {0,_4}

Définition 2.1 : Une partie M de R™ est appelée sous-variété de classe C* et de dimension
d, si pour tout point m € M, il existe un ouvert U de m dans R™ et un difféomorphisme
0 : U — p(U) de classe C*, telle que
p(UNM) = ¢(U)N{{R"} x {0,-a}}
=V N {R? x {0}}.

Remarques 2.1 :

1. n —d, est appelée la codimension de M

2. On a
p:R* — R?

r (@) = (e1(@), 02(2), s 0a(@), Par1(z), on(T))
SixeUNM, alors

p(z) € (UNM) = o(U) NR" x {0p—q}
c-a-d, ssxc e UNM, on a

Par1(2) = para(x) = ... = @u(x) =0



FIGURE 2.1 — Définition d’une sous-variété

Exemple 2.1 : Soit M le cercle
M=S"={(z,y) e R* : 2 +¢* = 1}.

e(UNM)=VnNR?

et un difféeomorphisme

o lwy) = (aretg L, o2 1)

Alors M est une sous variété de dimension 1 et de classe O™ de R2.

x :. D a
% ) oA / @ L\I""II ! @ o

. !
@:‘rliyl g & R {0} W

7 -_—w— s

T

FIGURE 2.2 — Exemple d’une sous-variété

Conclusion :

1. Sin=d, alors R" =R% et on a
p(UNM)=pU)NR"=pU)etU C M

les sous variétés de dimension maximale sont donc les ouverts de R" (et réciproquement).

2. Sid=0alors R = {0}, et on a
p(UNM)=¢(U)NR"= {0}

Alors U N M se réduit au point ¢~1(0) = m, les sous variétés de dimension nulles sont
des parties discrétes de R™ (et réciproquement).

3. Puisque ¢ induit un homéomorphisme de U N M sur I'ouvert ¢(U) NR? de R?, les sous-
variétés de dimension d possédent localement les mémes propriétés topologiques que RY.
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4. Un point m & une sous-variété de dimension 1, alors un voisinage de M \{m} est formé
de deux parties connexes disjoints.

Exemple 2.2 Soit M = {(z,y) € R?* zy = 0}.
- M n’est pas une partie discrete de R?, donc M n’est pas une sous-variété de dimension 0.
- M n’est pas un ouvert de R?, car est un fermé.

- Soit
g:R? — R

(z,y) +— glzy) =y
g est continue, {0} est fermé de R et g71(0) = {(z,y) € R*: xy = 0} est fermé.
L image d’un fermé par une application continue est fermé, donc M n’est pas une sous-variété
de dimension 1, car privée de l'origine, elle est formée de quatre composantes connexes.

Définition 2.2 :(Deuzxiéme définition de s-v)
Soit M un sous ensemble de R™.
M est une sous-variété de dimension d de R" et de classe C*, si et seulement si,
Vo € M, il existe un voisinage U de x dans R™ et une application ¢ : U C R* — R"4 de
classe C*, telle que
1 o H0)=UnNnM.

2. ¢ est une submersion en x (df, est surjective ).

Définition 2.3 :(Troisieme définition de s-v)

Soit M un sous ensemble de R™.

M est une sous-variété de dimension d et de classe C*, si

Yo € M, il existe un voisinage U de x dans R™, un voisinage Q de 0 dans R? et une application
g:Q CRY— R" de classe CF, telle que

1. g(0)=m.
2. g:Q—UNM est un homéomorphisme.
3. dgo : R? — R" est injective (rang g (0) = d).

Remarques 2.2
1. Le couple (2, g) s’appelle paramétrisation ou rprésentation paramétrique.
2. Q est un voisinage de 0 n’est pas obligatoire, on peut prendre €2 voisinage de ty avec ty € €2
vérifier g(tg) =m

3. g:Q— UNM, rangg (0) = n, la matrice <ng? (0,0, ..., O)) est de rang n par raison de

continuité, elle est de rang n, YVt € Q
¢ (0) de rang n < ¢ (t) de rang n, Vt

Exemple 2.3

1. Soit l’ensemble M donné par la paramétrisation
M= {(t,t*): tcR}
Posons

g:R — R?
t = g(t)=(t1?)

11



de classe C*°.

W un voisinage de (xo,%0), on a g(to) = (zo,%0) et g (0) = (1,2t) = ¢'(0) = (1,0) est de
rang 1.

Donc g (0) est injective et par conséquence g (1) est injective.

g:Q — UNM est un homéomorphisme ? (g continue, bijective et g=* = Pr/M est
continue)

M =5?={(z,y,2) e R®%2? +¢y* + 22 =1}
Ve e M, x = (x9,y0,20) U,z €U

Posons ¢ (xz,y,2) =2 +y* + 2% — 1
@ est de classe C*°, M C R3?

e 0)=UNM=RNnM=M
v Est submersion ?
v<x07 Yo, ZO) € Rs
df(xo,yozo) = (2950 290 2730)

1 zy=y=2#0
rangdw—{o To="Yo =20 =10

(0,0,0) ¢ S
d,R* — R

Ve € M, rang d, =1 =dimR = ¢ est submersion.
Alors S = M est une sous-variété de dimension d =n —p =2 et de classe C*°.

. Soit H={(x,y,z) € R%2? —y* — 22 = c}, H est une sous-variété ?.
Posons g (z) =a? —y? — 2% —¢

dgixyn = 2x —2y —22) V(x,y,z) € R?
] 0 r=y=2=0
rang dg(x,y,z> - { 1 T=y==z 7& 0
(0,0,00e H sic=0
(0,0,00 ¢ H sic#0

(a) Sic#0
g'(0)=UNH=H

H={recR® g(z)=0}
g'(0)=2€R®* : HCR?
=HNR*=H
g:R*—R

rang dy =1 = dimR ¢ est submersion, donc H est une sous-variété de dimension
d=n—p=2 et de classe C*

(b) Sic=0, rang dg, =0 = g n’est pas une submersion en (0,0,0), on ne peut
dire rien.
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Définition 2.4 : (valeur-réguliére)

Soit g une application différentiable d’un ouvert U de R™ dans RP.

Supposons que b € RP soit une valeur réguliere et que g=' (b) ne soit pas vide, alors g=' (b) est
une sous-variété de R™ de dimension p.

Remarque 2.1
M est une sous-variété si elle est différentiable en chaqueb € UNM : UNM = g~1(b), b € R"~¢
avec dg, est surjective.

Proposition 2.1 Soit
M ={zeR" : f(z) =0}

ot f est une fonction donnée de classe C*, alors si¥Ym € M : df,, = f(m) # 0 M est une
sous-variété, par contre s’il existe un point m € M tel que df,, = f’(m) =0 cela ne prouve pas
que M n’est pas une sous-variété.

Exemple 2.4 :

1. Soit
M =5"={(z1,22, ... Tp1) ER™ 2423+ . +2l, =1}

On prend f = a3 + a3+ ...+ a2, — 1, et df = (221 225 ... 22541)
f7H1) = S™ et +1 une valeur réguliere de f, df ne peut s’annuler sur S+
d’ot la sujectivité, alors M est une sous-variété.

2. Soit
M={(z,y) eR* : 2°—y> =0}

On prend f (z,y) = 2> — y3
f € C®(R) leur différentielle est df,,) = (3z*, —3y?)

Vm = (x,y) € M, m=(0,0) e M

df(070) == (0, O) — T‘angdf(070) =0
On ne peut rien dire.
Donc, 2* — y* = (x —y)( 2° + y* + xy)

M={(z,y) eR® :2—y=0}

Vo, y € M, dfgy) = (1 —1) #0. Alors M est une sous-variété de dimension d =1 de
classe C.

Graphe d’une application
Soit U un ouvert de E et soit f: U C F — F une application.
Le graphe de f est I’ensemble

Gr(f)={(z, f(z));z €U} C ExF.

Théoréme 2.1 : Soit R™, RP deux espaces vectoriels de dimension finies, Uy un ouvert de R™
et g : Uy — RP une application de classe C*, alors le graphe de g

{(z,9(z)); z €U},

Est une sous-variété de E = R"™ x RP de dimension égale celle de R™.
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Définition 2.5 :(Quatrieme définition de s-v)

Soit M une sous variété de R™ de dimension d, aprés une permutation éventuelle des coor-
données de x,tout point m € M posséde un voisinage U tel que U N M soit le graphe d’une
application g d’un ouvert de

R? = {(21, ...,24,0,0,...,0)}
dans

Rn_d = {(O’ O, ceey xd+1; xd+27 ceey ‘rn>}

Proposition 2.2

Une partie M C R™ soit une sous-variété de dimension d il faut et il suffit que : Vo = (T,T) €
M C R% x R"? 4l existe un ouvert U de R? contenant x, un autre ouvert V de R? contenant
T et une application h : V. — R4 de classe C* tels que (aprés une permutation éventuelle
des coordonnées de x) M NU soit le graphe de lapplication h

UnNnM={Z,h(@): TV}
Exemple 2.5 : Le cercle S' = {(z,y) e R*: 22 +¢*> =1}
Uy ={]z| < 1,y > 0}
UyNnSt gz gx)=vV1—2a2
Uy ={|z] < 1,y <0}
UyNS':g:azr— g(z)=—V1—2a?
Us={z>0,|yl <1}
UsNS':ig:yr—gy) = v1—y?
Uy={z<0,|yl <1}
UsnS'igiy—gy)=—V1-¢

Remarque 2.2 Une courbe de R", c-a-d, une application différentiable f d’un intervalle I de
R dans R™, n’a pas nécessairement pour image une sous-variété, méme si f est un homéomor-

phisme de I dans f(I).

Exemple 2.6 Soit la fonction paramétrée suivante

g:R — R?
t = (31

cause du point de rebroussement.

FIGURE 2.3 — Point de rebroussement

Théoréme 2.2 :
Soit V une sous-variété de R™ de dimension d et de classe C* et W une sous variété de R™de

dimension e de classe C*, alors V. x W est une sous variété de R™™™ de dimension (d + e) et
de classe C*.
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2.2 Espace tangent d’une sous-variété

Définition 2.6 :

Soit M une sous-variété de R"™ de dimension d et de classe C*, un vecteur v € R™ est dit vecteur
tangent en m a M s’il est le vecteur de vitesse en m d’une courbe tracée sur M et d’origine m,
c-a-d, s’il existe un intervalle I = ]—0,40[ contenant ”0” et une application différentiable

C :]-6,40 —R" Vtel, C(t)e M

C0)=m, C(0)= <%C(t)) (0) = v

Exemple 2.7
1. S'={(z,y) eR*: 22 +9y*> =1}

C:]—%,g[ — R?
t — (cost,sint)
T 1
Vit €] 2,2[,C(t)eS M
C(0)=(1,0)=m

cxwz(zif),c%mz(?>zv

2. 8 ={(x,y,2) eR¥2? +9y*+ 22 =1} CR?

C :] - %, %[ — R3
t —— (cost,sint,0)
, —sint , 0
C(O):<17070)7 C(t): cost :>C(0): 1 =v
0 0

Remarque 2.3 : L’ensemble de vecteurs tangents en m a M s’appelle [’espace tangent m a
M et le note T,, M.

Proposition 2.3 : T,,M est un espace vectoriel de méme dimension que M.

Lemme 2.1 :

Soient U un ouvert de E et f : U C E — F de classe C*.

Si V' est une sous-variété de E contenu dans U et W est une sous-variété de F, telles que
f(v)ycw.

Six €V ety=f(x) €W alors : si 2 € T,V = dfp.z € T,W = f .2 € T,W

Lemme 2.2 : B
Soit V' une sous-variété de R™ et U un ouvert de R™. Posons V =V NU, alors

2 €T,V <= 2T,V
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2.2.1 Meéthode de calcul 7,,M

Théoréme 2.3 : Soit M une sous-variété de dimension -d- de R" de classe C* et m € M

1. Si dans un voisinage ouvert U de m, M NU = f~1(0), ou f est une submersion alors :
T,,M = ker df,, = ker f (m)

2. Si dans un voisinage ouvert U de m et un C*-diffeomorphisme ¢ de U dans un voisinage
V de 70" telles que
e(UNM)=Vn{Rx {0}}

donc

T, = (¢ () (R)

3. 51 (R, g) est une paramétrisation de U N M, ou U est un voisinage de m, alors
T,M = (g (0)) (RY) = Im (g (0))

Exemple 2.8 :
1. Soit S* ={(z,y,2) e R®: 2® +y* + 22 =1}
m = (0,0,1), Calculer Tig0,1)S* ?.
Solution :
Soit f:R? — R
(z,y,2) — f(o,y,2) =2 + 9y +2° —1
ffo)o=tnM=M \, M=S5?
f_est submersion ?.
Vo € R df, Surjective

Ay f =2z 2y 22)
rang (d(m,z)f) =1=dimR

= df, est surjective
= [ est submersion

Alors T(o0,1)5? = ker(f (0,0,1))

f, = d(o,o,l)f R — R

hl hl
ho — (00 2) hy
hs hs3

df .01 H = 2hs

. hy
T(o,o,l)S2 = 4 (h1,ha,hs) € R*: £(0,0,1) ho
hs

= {(h1,ha, h3) € R® | 2h3 = 0}

I
o

T(070,1)5’2 est le plan.
[: X —Y kerf ={zeX :f(zx)=0}
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2. Soit M = {(z,y,2) € R® z=p(z,y)}.
ot p: U CR?* — R de classe C*, U voisinage de 0 et ¢(0,0) = 0.
Question : Calculer T,, M.
Soient m = (xo, Yo, ¢(T0,Y0)) et g : R? — R3, telle que

, 10 22(z0,9) )
d =¢(0,0) = 5y
900 = 9 (0,0) ( 0 1 %—Z(mo,yo)

/

Img (0,0) = g (R®) = {g'(h ha); (h1,h2) € R}
1 0

= 0 1 (Zl); (h1, he) € R?
g—i(xo,yo) g—;‘j(wo,yo) ’

donc

T = {(hl,m,a—@(o,omﬁa—“”(o,mm); <h17h2>eR2}

ox dy
0 0
_ {(hl,h2,h3> € R, hy = 22 (0,0)m + a—j(o,om}

- () (00 )

2.3 Applications différentiables

Définition 2.7

Soient My une sous-variété de R™, My une sous-variété de R™ et f : My — My une ap-
plication. On dit que f est de classe C¥ en m € M, s’il existe un voisinage U de m et une
application g de classe C* g : U — g(U) telle que

glUﬁM = f|UﬂJ\l'

Remarques 2.3 - Si f est de classe C* en chaque point de M, on dit que f est de classe C*.
- St M est un ouver de R™, on peut prendre g = [ et l'ontrouve la définition usuelle.

Définition 2.8 (Application tangente)
Soient une sous-variété M de R™ et une application f : M — RP de classe C*.
On appelle application tangente de f a M en a € M, la restriction de df,y a T,M, on la noté

par To f
T.f - T,M — RP
x — do f(x)

Définition 2.9 Soient M, N deux sous-variétés de R™ et une application f : M — N de
classe C', alors lapplication tangente T,, f

Tmf . TmM — Tf(x)N
est définie par : v € T,,M, v=+'(0) = C'(0)

Tf(v) = (f 0 C)(0) € Tgm)N
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Exemple 2.9 Si M est un ouvert de R™, alors T,, f n’est rien d’autre que df,, considéré comme
application linéaire de R™ dans le sous espace df,,R™ de R™.

Définition 2.10 (Plongement)
Soient M une sous-variété de R™ et f : M — RP un C*-difféomorphisme de M sur f(M).
On dit que f est un plongement si, f(M) est une sous-variété de R™.

Théoréme 2.4 (Composition)
Si f: My — My et g: My — Ms sont deux applications de classe C* de sous-variétés de classe
C*, alors go f : M, — Ms est une application de classe C* et

Tn(go f) = Timy(g) o T f.
Définition 2.11

1. On dit que [ : My — M, est un difféomorphisme de la sous-variété My sur la sous-variété
M, si f est bijective et si f et f~1 sont différentiables.

2. On dit que f est un difféomorphisme local en m € My, s’il existe un voisinage ouvert
Uy, de m sur My (pour la topologie induite par R™ ) et un voisinage ouvert Vi, de
f(m) sur My (pour la topologie induite par R™ ) telle que la restriction de f a U soit un
difféomorphisme de Uy, sur Uyy,.

Théoréme 2.5 (D’inversion local pour les sous-variétés)
Awvec les notions précédentes.
St T f est bygectif, f est un difféomorphisme local.

2.4 Théorémes de Sard et Morse

Théoréme 2.6 (de Sard)

St f:UCR"— R? est une immersion en x de classe C¥, alors il existe un voisinage U de x
telle que f(U) est une sous-variété de dimension n de R™.

Définition 2.12 (de Morse)
Soit f de classe C* au voisinage de 0 & valeurs réelles, telle que 0 est un point critique Ty f = 0,

0 est un point critique non dégénéré. L’application Ty est transverse la sous-variété R™ x {0}
en 0, Ty :x — (2,1, f)

Définition 2.13 (fonction de Morse)
M est une sous-variété de classe C?, f est une fonction de Morse si tous ses points critiques
sont non dégénérés

Théoréme 2.7 (de Morse)
Soit f de classe C* au voisinage de 0 dans R™, on suppose que 0 est un point critique non
dégénéré, alors il existe un difféomorphisme local ¢ de R™ tel que p(0) = 0. Alors Top = Id et

f(x) = f(0) + q(p(x))
avec q une forme quadratique non dégénére.

Théoréme 2.8
Soit M C R"™ une sous-variété de classe C*®, pour presque toute forme linéaire | € R"™ | la
restriction l),, est une fonction de Morse sur M.
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Chapitre 3

Variétés abstraites

3.1 Carte, Atlas

Soient S un ensemble et n un entier positif.

Définition 3.1 : Une carte sur S est une bijection ¢ : U — V d’une partie U de S sur
Pouvert V- de R™, on note la carte par (U, ¢, V') ou par fois par (U, )

Un Ck-Atlas sur S est une famille de carte (Us, @i, Vi) avec @; : Ug — Vi un homéomorphisme,
1 € I telle que

1. 8 =Ue; Ui (un recouvrement)
2. Compatibilité : Soient deux carte (Uy, i), (Uj, ;) telles que U;NU; # 0 o4

Pji - ( Uz N U]) — (,OJ( UZ N U])
Est un CF-difféomorphisme

Définition 3.2 : Un atlas A de dimension n de M est un ensemble A = {(U,, va)} de cartes
de dimension nn tel que :

1. Les ouvertes U, recouvrent M,

2. Tous les cartes de A sont compatible deux & deuz.

Définition 3.3 : Soit M un espace topologique séparé, un systéme de cartes de classe C* de
dimension n sur M est la donnée

1. Un recouvrement owvert (U;),., de M

2. Une famulle de homomorphisme p; : U; — W; ou W; sont des ouverts de R".
L’homéomorphisme gpj_locpi soit un C*-difféomorphisme de p; (U; N U;) dans p; (U; N U;).

Définition 3.4 : Deux systémes de cartes U = {(Us, ¢i)}ic; et V = {(Vj,¥;)},c; sont dits
équivalents si leurs réunions est encore un systeme de carte, i.e.,

U={(U, ¢1),(Us, @2),(Us, w3)}
V={(Vi,1), (Va,v2), (V3,43)}
UuvV = {(Ul, ©1), (Ua, @2),(Us, w3),(Vi,91), (Va, 1), (Vg,zbz)}
Ceci équivalent Vi, 5 : 1o ot est un C*F-difféomorphisme de
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FIGURE 3.1 — Carte et changement de cartes

Exemple 3.1 :
1. Tout ouvert U C R™ admet un Atlas qui consiste en une seule carte (U, Id) d’oi variété.
2. 5" = {(z1,29, ..., tny1) ER" 1 x? + a3+ .+ a2 =1} un Atlas sur S™ formé par deux
cartes (Un, on) et (Us, s)
(a) S™ = U, UUg (recouverement).

(b) on o pg' est un difféomorphisme (méme pour s o ©y'), avec (¢n,ps) sont les
projections stéréographiques.

3.2 Variété topologique, variété différentielle
Définition 3.5 :(Variété topologique)
On dit que M est une variété topologique si :

1. M un espace topologique séparé.

2. Pour tout m € M , il existe un ouvert U de M contenant m est un homéomorphisme
p:U—WCR"
ou W un ouvert de R™.

Définition 3.6 : Une structure différentielle de dimension n sur M est une classe d’équiva-
lence d’atlas de dimension n sur M

Définition 3.7 : On appelle variété différentielle de dimension n et de classe C*, la donnée
de Uespace topologique sépare M et d’un systéme de carte de classe C* et de dimension n.

Définition 3.8 : Une structure de variété différentielle de dimension n et de classe C* sur M
est la donnée d’une classe d’équivalence de systéme de carte de classe C* et de dimension n.

Exemple 3.2 :

1. Toute sous-variété M de dimension n et de classe C* est une variété différentielle de
dim = n et de classe C*.
Soit M une sous variété.
M est un espace topologique sépare :
On sait que : Vo € M, 3U voisinage de x de R™ et Q vosinage de 0 dans RY, tels que :

/

g(0) ==z, g (0): est injective (immersion), g:Q — UNM : est homomorphisme
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{U. "M}, ) : est un recouvrement de M.
On prend
ig; UNM— Q

et

pio 0 =g, 0gs

est un Ck-difféomorphisme

2. L’inverse est faux : le carré n’est pas une sous-variété, par contre le carré est une variété
différentille.

3. Le cercle S' = {(z,y) € R? : 2% + y? = 1} est une variété différentielle car est une sous-
variéte.
(a) 3(Ui)ier recouvrememt de S*.
(b) ¢ :Q— UNM homéomorphisme.
(c) pjop; " 0i(U; UU;) — ¢;(U; UU;) est un CE-difféomorphisme.
Proposition 3.1 :
Soit M une variété différentielle de dimension n est de classe CP et {(U;, i)} un atlas sur M .

Soit N une variété différentielle de dimension m est de classe C9 et {(V;, z;)} un atlas sur N .
Alors M x N est une variété différentielle de dimension (n +m) et de classe C™®9)

Exemple 3.3 : M = {(z,y) e R? :2?+y* =1, 0<z <1}, M est le cylindre.

M = S"x]0,1]

10,1 est une variété avec (]0,1],id) est un atlas.
St est une variété car est une sous-variété.
M = S x]0,1] est une variété

dim(M) = dim( S") 4 dim(M,)

Théoréme 3.1 : Une variété différentielle M est un espace localement compact et localement
connexe.

Remarques 3.1 :

1. Si on remplace dans toutes définitions R™ par C" et C*-difféomorphisme par biholomorphe,
i.e., (holomorphe +bijective +I’'inverse est holomorphe), on obtient la notion : variété
analytique compleze.

2. Une variété complexe de dimension 1 s’appelle surface de Riemann.

3.3 Application différentiables

Définition 3.9 : Soit M une variété différentielle de dimension dim =n et f : M — R? une
application, f est dite différentiable en m € M si :

1. (U,¢) une carte sur M en m.

2. fopt:p(U)CR* — RY est différentiable en ¢ (m) sur ouvert o (U) de R™.

Remarque 3.1 : Cette définition est indépendante du choiz de la carte en m.

21



Définition 3.10 :

Soient M et N deuz variétés différentielles de classe CP et de dimension n et m (respectivement)
et f: M — N une application continue.

On dit que f est de classe C" (r < p) en m € M, si pour toute carte (U, p) en m est pour
toute carte (V,4) en f(m) Uapplication : ¢ o f o o=t est de classe C" en o(m) de l'ouvert
e (UN (V) dans o(V), i.e.,

vlofop o (UNfTHV)) — (V)
est de classe C" en p(m)

Remarques 3.2 :

1. On considére non pas U mais UN f~1(V') pour que les compositions d’applications soient
bien définies. Il est important de supposer que f est continue pour étre sur que "o fop
est définie sur un ouvert de R"(dim M = n).

U ouvert de M, f~(V') ouvert de M = @ (U N f~1(V)) est un ouvert de R".

2. Cette définition est indépendante des cartes choisies en m et en f(m).

Exemple 3.4 : Soit l'application f telle que f: N — R de variété N dans R.
f est de classe C" sur N, si f o@~! est de classe C" sur R.
Alors (U, p) est une carte sur N.

Définition 3.11 : Sout lapplication f: M — N de variété M dans la variété N, est dite de
classe C* si f est de classe C* en tout les points de M, on écrit o € C¥(M, N).

Proposition 3.2 Soient M et N deux variétés différentielles de dimension m et n (respecti-
vement) et de classe C*, on a I’équivalence :

1. feCFM,N)

2. Yx € M, il existe une carte (U, p) de M en x et une carte (V,v) dans N en f(x), telles
que

fO)CV, v o fopelt (p(UUfH(V)),v(V))

Proposition 3.3
Soient M, N et P trois variétés différentielles de dimension m,n et p (respectivement), si

feCFM,N) et ge CF(N,P) alors go f € C*(M, P)

Définition 3.12 : Soient M, N deux variétés différentielles et f : M — N une application.
On dit que f est C*-difféomorphisme si,

1. f est de classe C* (i.e., f € C*¥(M,N)).
2. f est bijective.
3. f~1 est de classe C* (i.e., f~1 € C*¥(N,M)).

Remarque 3.2 On note par
Dif f?(M,N) = {Uensemble de C* — dif fomorphisme de M dans N}.
Proposition 3.4

(Dif fP(M,N),e) admet une sructure d’un groupe.

22



3.4 Espace tangent d’une variété

Définition 3.13 :(Vecteur tangent)

Soit M une variété différentielle, x un point de M, 1,7, deux courbes paramétrées par | —1,1]
telles que 1(0) = 12(0) = x.

On dit que 71,7, sont tangentes en x, si qu’elle que soit la carte (U, p) telle que x € U, on ait

) = (0o

Remarques 3.3

1. Si cette égalité est vérifiée pour une carte, elle I’est pour toutes.

2. On note parfois J'v,(0) = J?v5(0) ’ensemble des classes d’équivalences de telles courbes

pour cette relations d’équivalence est appelé espace tangent en x de M, on le note par :
T, M.

3. L’un des inconvénients de cette définition est que la structure d’espace vectoriel de T, M
n’est pas €vidente. De méme il n’est pas tout fait claire ce qu’est une famaille continue
(ou de classe C*) de champs de vecteurs.

4. Notons par contre une naturalité de cette définition, si f : M — N est une application
différentiable entre variétés. On définit

df . TJCM — Tf(z)N
ol = [fon]
Définition 3.14 :

Soit M une variété différentielle de dim = n et m € M. Un vecteur tangent en m a M est une
classe de : C': I — M pour la relation d’équivalence suivante

C(0) =~(0) =m
CRvy < ( dans la carte (Up) de M en m, on a
(9o7)(0) = (90 C)(0)
Remarques 3.4
1. On sait ce que soit les courbes C : I — M mais on sait pas la définie de vecteur C'(0).
2. Cette définition est indépendante du choix de la carte.

3. On connait (@ o C) (0) mais ne connait pas C'(0).

Définition 3.15 :
L’ensemble des vecteurs tangent en m M est noté par T,,M.

Proposition 3.5
L’espace T,,M est un espace vectoriel de dimension dim = n.

Définition 3.16 :
Soient M et N deux variétés de dimension n et p (resp) et f: M — N de classe C*.
L’application T, f de T, M dans TN est appelée lapplication tangente.

U — Vv
! !
p(U)CcR* — (V) CR”
p~lofop
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Théoréme 3.2 : Soient M et N deuz variétés et f : M — N de classe C*.
L’application T, f est linéaire de T,,M dans Tyu,yN. Si P une troisieme variété et g une
application g : N — P de classe C*, alors

Tn(go f) = Tiwmyg o Tyim f-

3.5 Fibré tangent

Définition 3.17 :
Soit M une variété de dimension n et de classe C*. On note par

T™ = U T,,M

meM
l’ensemble de tous les vecteurs tangents en tout point de M. On appelle T'M le fibré tangent.
Remarque 3.3
"M = UMT;;M s’appelle le fibré cotangent.
me
Tx M est le dual algébrique de T,, M.
Théoréme 3.3 : Soit M une variété de dimension n et de classe C*.

Le fibré tangent peut étre muni d’une structure de variété différentielle de classe C*~1 et de
dimension 2n.

3.6 Champs de vecteurs
Soit M une variété et T'M le fibré tangent, on a

M= U T, M

meM

et soit 'application 7, telle que

m:TM — M
ze€T,M — w(z)=m

71(m) = T,,M, donc 7 est surjective

Définition 3.18 :
Soit M une variété de dimension n et de classe C*. On appelle champ de vecteur sur M,
lapplication

X:M—TM
de classe C*=1, telle que o X = Idy; i.e., X(m) € T,,M.
L’ensemble de champs de vecteurs de classe C* sera noté par Xp(M). On notera simplement
X(M) sik=-+o0

Remarque 3.4
X n’est pas projective, i.e., X n’est pas l'inverse de w et m n’est pas projective.

Exemple 3.5

1. Un champ de vecteurs sur un ouvert U de l’espace de Banach E s’identifie une application
différentiable de U sur E.
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2. X € X(9") ssi X : S" — R"™! telle que, pour tout m € S™, < m, X(m) >= 0. Ainsi
toute matrice antisymétrique d’ordre n + 1 définie un champ de vecteurs sur S™.
3. X(S™) peut étre muni d’une sructure d’espace vectoriel sur le corp R grace la structure

de vectoriel l’espace tangent en tout point. La somme et la multiplication par un scalaire
se définit point par point.

Définition 3.19 :

Soit M une variété de dimension n et de classe C¥. On dit que TM est trivial si TM est
isomorphe a M x R"™ dans le sens, il existe un difféeomorphisme ¢ : M x R" — T M tel que v
est un isomorphisme de l’espace vectoriel {m} x R™ dans T,,M.

FIGURE 3.2 — Champ de vecteurs sur S?

Théoréme 3.4 : Soit M une variété de dimension n et de classe C*, alors
TM est trivial < il existe n champs de vecteurs sur M, tels que ¥Ym € M, (X;1(m), Xa(m), ..., X;,(m))
est une base de T, M.

Théoréme 3.5 : S™ admet un champ de vecteurs non nul, si n impair alors il existe X :
S™ — T'S™ telle que mo X = Idgn, Ym € S™, X;(m) # 0

Corollaire 3.1 : Sin est pair T'S™ n’est pas trivial.

3.7 Série d’exercices pour les chapitres II et 111

Université Mohamed Boudiaf - M’sila
Faculté de MI 3 iéme année Maths LMD 2015,/2016
Département de Mathématiques Module : Géométrie différentielle

Série de TD N° =02
sur les sous-variétés et les variétés

Exercice 01 :
Les ensembles suivants sont-ils des sous-variétés :
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y) ERY: 22 492 =1}

(%) M ={(z,y) e R?: 2% =y}
={(x,y,2) € R®: 2%+ y* + 2% — 3zyz = 1} (la cubique)
Exercice 02 :

1. Soit M la partie de R? définie par :
M= {(z,y) eR*: y = ]}

- Montrer que M est fermée dans R?
- Montrer que M n’est pas une sous-variété de R2.

2. Soit S? la partie de R* définie par :
5% = {(z,y,2,1) eERY: 24P+ 4+12 = 1}

- Montrer que S? est une sous-varié¢té de R*. Qu’elle est sa dimension ?.
- Déterminer T(qp,.q)S” I'espace tangent S* au point (a,b,c,d) € S*

Exercice 03 :
Soit M = {(z,y,2) e R®*: z =%+ y*}
- Calculer T o1)M, par deux méthodes.
Exercice 04 :
1- Soit
M={(z,y,2) eR’: 2®+y’=1et 0 <z <1}

-Donner un systéme de carte compatible avec la structure de variété.
2- Soit
S?={(z,y,2) eR’: 2®+y*+2° =1}

Donner un systéme de carte (Atlas) sur S?, utiliser les projections stéréographique Nord et Sud.
Exercice 05 :
Soit M, = {(z,y,2) ER3: 2?+y? =z et 2? +y* + 22 =da?, a> 0}
- Déterminer a pour que M, soit une sous-variété.
- Donner une interprétation géométrique.
-Déterminer I'espace tangent T{g 3y Ms3.
Exercice 06 :
1- Montrer que tout ouvert U de R™ est une sous-variété de dimension n.
2- La réciproque est elle vraie?.
2- Qu’elles sont les sous-variétés de R™ de dimension 0 7.
Exercice 07 :
Soit f: I C R — R de classe C* et M = {(z, f(z)), x € I}
1- Est ce que M est une sous-variété ?.
2- Qu’elle est sa dimension 7.
Exercice 08 :
Monter que I'image d’une sous-variété de R™ par un difféomorphisme ¢ : R" — R”
(¢ est de classe C*) est une sous-variété de méme dimension.
Exercice 09 :
soit
g:R? — R*
(p,0) +— (cosb, sind, cosp, sing)
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et soit 7 = I'mg.
1- Posons R? /9,72 = R? /g ot (z1,y1) et (19,99) € R?

Ty — X1 € 274
(21, y1)R (22, 92) = { y2 '

o — Y € 2TL
1- Disinier R?/5,72.
2- Montrer que R? /9,72 est homéomorphe avec 72
3- Déduire que 72 est une sous-variété.
Exercice 10 :
1- Soit GL, = {M € M, (R); M inversible}
- GL,, est un ouvert, sous variété.
- Dans le cas affirmatif qu’elle est sa dimension.
2- Soit SL,(R) = {A € M, (R) : det(A) =1}
- Montrer aue SL,(R) est une variété de dimension n? — 1.
3- Soit O(n) ={A e M,(R): A'A=1}
- Montrer aue O, (R) est une variété, qu’elle est sa dimension.
avec :

1. GL, : groupe linéaire (I’ensemble des matrices inversibles)
2. SL, : groupe spécial linéaire (I’ensemble des matrices spéciales unitaires).

3. O(n) : groupe orthogonal (I’ensemble des matrices unitaires).
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Chapitre 4

Formes diftérentielles, différentielle
extérieur et intégration des formes
différentielles sur les sous-variétés

4.1 Formes p-linéaires

Soit E/ un espace vectoriel de dimention n sur le corps K =R ou C
Définition 4.1 Soit l'application f, telle que

fiEXEXFE..xE — K
(1,22, ..., Tp) = f(x, 29, ..., 1))

f est dite p-linéaire si, [ est linéaire par rapport chaque variable x;.

Remarque 4.1 1. Sip=1, f est dite linéaire.
2. Sip=2, f est dite bilinéaire.

3. L’ensemble de p-formes linéaires noté par L,(E,K).

Exemple 4.1
fi:R2xR? — R
(z,y) = fi(z,y) = T1ye — 22y
f2 . Rz X RQ — R

(z,9) = fi(z,y) = 21y + 22y

f1 et fo sont des formes bilinéaires sur R? x R2.

4.2 Formes p-linéaires alternées

Définition 4.2 Soit

fEXEXFE.. xE=FE — K
(21,22, ..., Tp) = f(x, 29, ..., xp)

est dite forme linéaire alternée si,

fxr, @, oy @iy oy Ty oy ) = — f(T1, T2y ooy Ty ooy Ty o, Tp), Vi, j=1peti#j



Exemple 4.2 Dans [’exemple précédent f, est une forme alternée, mais fo n’est pas.

Remarque 4.2
1. L’ensemble des p-formes linéaires alternées est noté par AP(E,K) ou AP(E,K)
2. AP(E,K) = AP(E,K) est un sous-espace de L,(E,K)

Proposition 4.1 Soit f telle que

fiEXEXFE..xFE=FE — K
(@1, T2, ..., Tp) = f(z1, 2, ..., 7p)

f est alternée si,
1. f(x1,%2,....,x,) = 0 chaque fois qu’il existe un couple (i,7),x; = x; et i # j

2. un uplets vecteurs lices x; = Y \_| \;x;
Remarque 4.3 Si p > n la seule forme p-linéaire alternée sur E c’est la forme f =0

Définition 4.3 Soit [’ensemble {1,2,...,p} C N.
On dit qu’une permutation de {1,2,...,p} vers {1,2,...,p} toute application bijective.
On note par S(p) 'ensemble de toute les permutation de {1,2,...,p} vers {1,2,...,p}

Définition 4.4 Soit o € S(p).
On dit que o est une trasposition $si,

Ji,j €Lp: o(i) =14, o(j) =i, et o(k) =k, Vk#i,k#

Remarque 4.4 1- Une transposition o est une permutation qui permute deuzx éléments (nombres)
distinctss et laisse les autres.
2-0%2=1

Définition 4.5 On définit ['application € par

e: Sp) — {-1,+1}
+1, nombre du permutation est pair
o — e(o) = { ) : :
—1, mombre du permutation est impair

On appelle la signature de o, la valeur de application € au o i.e., (o)
Proposition 4.2 Soient f € L,(E,K) et o € S(p), On définit Uapplication (o f) par

(cf):EXEXE..xE=FE — K
(w1, T2, ..., Tp) — f(To(1): Ta()s s Ta(p))
qui admet les propriétés suivantes :

1. (of) =c€(o)f, i.e., f(To@), To@), - Top)) = €(0) f(21, T2, ..., Tp)
2. 6(0’10’2) = 5(0’1)6(0’2)

3. 1(of) = (ro)f
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4.3 Produit extérieur

Définition 4.6 Soit f € AP(E,K), g € AYE,K) et soit ¢ une application bilinéaire définie
par ¢ - F' x G — H ou F,G et H sont des espaces vectoriels.
On définit lapplication f Ay g par
f /\¢ g: Erta — K
(331; L2y ooy Tpy Tpp1eees xp—l—q) — f Ng g
o1

f /\d) g = Z¢ [f('rd(l)?a?a(?ﬁ "')xa(p))’g(xa(p-i-l)?xU(p-i-Q)a "'7x0(p+q))]
ogeS

Définition 4.7 On appelle Uapplication f N4 g le produit extérieur de f et g par rapport ¢.
On note par f A g le produit extérieur de f et g au liew de f Ay g.

Exemple 4.3 Soit f,g € AY(EK), ¢: F x F — K
frsg:ExE — K

(21, 22) — [ Asyg
fhog= Z O [f(2o)-9(Tam)] = ¢ [f(21)-9(x2)] — ¢ [f (22).g(21)]
pour T
o EFExFE — K
(1'1,1'2) — T1.22
done, on a

frog=fNg=f(x1).9(x2) — f(2).9(21)
Définition 4.8 Soit f1, fa, ..., fp p-forme linéaire sur E.
On appelle produit extérieur de p-forme linéaire (f;), i € {1,2,...,p} Uapplication pour
Ex FE — K
(x1,29, ..., xp) — fiNfa AN A fplar, xa, .. xp)
telle que fi A fa Ao A fp(xr, 2o, ...y xp) = det [fi(x;)], 1 <i,j <p
Propriétés

1- Soit (eq, €g, ..., €,) base canonique de E et soit (e, ek, ..., e ) base duale de F, alors

5 Cp

e;(ej) = 0y = { j:)l’ z;;
2- fo(z1, 2, ..., 1p) = det[x;] fp(er, ez, ..., e,) = det[z;;], 1 <i,j <n.
3- Soit (e1,ez) base de E, x = x1e1 + x9e9, Yy = y1€1 + Yaeo, alors
flz,y) = f(aier + zae0, 161 + yoea) = x1f(e1, 161 + yoea) + zaf (€2, Y161 + yae2)
= myif(er,e1) + 1yaf(er, e2) + 2y1 f(e2, €1) + 2y2f(e2, €2)
= xyaf(er, e2) + xay1 f(ez, e1)
= xyaf(e1, es) — zoyr fler, ex) = detlx;] f(er, e2) (4.1)
avec f(e1,e2) =1, f(ea,e1) = —1, f(e1,e1) = f(eq,e2) =0
Proposition 4.3 Soit f, g et h trois formes p-linéaire, alors on a les propriétés suivantes :
1. (fANg)Nh=fA(gNAh), le produit extérieur est associatif
2. (fAN(g+h)=(fNg)+ (fAh), le produit extérieur est distributif
3 fANg=—gNf
4. soit f € AP, g€ A% alors f Ng=(—1)Pig A f
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4.4 Formes différentielles sur un ouvert U C R”

Définition 4.9 On appelle forme différentielle de degré p sur l'ouvert U C E, toute application
w de la forme

w:UCFE — AP(U,K)
x — w(z) = > iy gy -y @iy AT N diy NN dy,

1<i1 igyonyip<n

0l @y, Agy, ..., Az, SONL des fonctions continues.
L’ensemble des formes différentielles de degré p sur Uowvert U C E et de classe C* est noté

par : Q. (U, K)

Exemple 4.4
1- f: U C E — K de classe C* , alors f € Q2,(U,K)
2- feCl, alors df : E — AY(E,K) = df € Q4 (U,K)

Remarque 4.5 w € QY (U,K), donc

w:UCE — AP(UK)

x —  w(z)
et
w(z): E=R" — K
<§17§27 7€TL) — w(m)(§1,§2, 757@) = W(.’L’,g)
UJ(CL’,S) = w <$ Z&ez) = W(x fz) €;
=1 i=1
= iwidxl (i dxl> (4.2)
i=1 —
alors

= szdl’z
i=1
s’appelle la forme canonique de w

Produit extérieur de deux formes différentielles
Soient wy et wy deux formes différentielles de degrés p et ¢ (respectivement), on définit le produit
extérieur wy A wy par :

W1 /\UJQ:QPXQq — QP-&-Q(U)K)
(w1, w2) — (w1 Awg)(x) = wi () A we(x)

Exemple 4.5
Soit wy est un 1-forme sur R® définie par wi(z) = xdy — ydx — dz.
Soit wy est un 2-forme sur R® définie par wo(z) = (x + y)dx A dy — zdz A dx, alors

w1 /\(.L)Q S QS(U C R?’,K)
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(w1 Awo)(z) = (xdy —ydx —dz) A\ ((x + y)dx N dy — zdz N\ dz)
= z(x+y)dy Ndx Ndy — zzdy ANdz N de —y(z + y)de Adx A dy
+ yzdr NdzNdr — (x+y)dz Ndx ANdy — zdz Ndz N dx
—zzdy A dzvdx — (x + y)dz A dx A dy
= —zzdy NdzNdx — (z+y)dx Ndz N dy
= zzdy Ndx Ndz — (x +y)dx Ndy A dz
= —zzdx NdyNdz+ (x +y)de ANdy A dz
= —(vz+ (r+y))dx Ndy Ndz

4.5 Différentielle extérieur

Définition 4.10 L’application o définie par

p

()€1, 62, &) = D_(—1)'dw (2, &) (&1, &, & 6p)

i=1

tel que le vecteur (&, &, ...,@, ., &p) est le vecteur (&1, &, ..., §p) ommit la composante &;.
On appelle o la différentielle extérieur de w est noté dw.

Alors dw € Q21 (U,K), od

p

du(;61, 60,y &) = > (—1)idw(,6) &

=1

avec
— —

&= (&8 & &)

Remarque 4.6 On définit l'application d par

d: Qb — O (UK)

w — dw
L’application d est linéaire, i.e.,

d(Awy + pws) = Adwy + pdws

Définition 4.11 Soit w € ng tel que w = > Qi s Qigy ovy Qi ATy N dxyy N oo Ndxy,, on

1< igyrenyip<n
définit dw par
dw = g d( s, s Qg -y @i ) ATy N dziy Ao A dy,
1<i1iz,eenyip<n

avec
d(ail,aiQ,...,aip) = E a(ail,aim...,aip)da:i
1<i1,i2,...,ip<n

Exemple 4.6 Soit w une 1-forme différentielle, telle que

w = P(x,y)dr + Q(x,y)dy + R(z,y)dz € Q% (U, K)
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et P,Q et R € C!, alors

dw(z) = (g—idx A dx + %—J;dy Adx + g—fdz A dzx)
+ (2—§d1‘/\dy+ g—jdy/\dw g—fdz/\dy)
+ (%dw/\dz—l— g—fdy/\dz+ %dz/\dz)
alors OR  0Q oP  OR 0Q OP
dw(x) = ((9_y — a)dy Ndz + <§ — 8_x)dz A dz + (% — a—y)dm A dy

Remarque 4.7

1. Le vecteur associe est, s’appelle le vecteur rotationel

OR _ 0Q
o 0z
br By

2. Soit w = a1dy ANdz + asdz Ndx + azdx Ndy € Q(ljl (U,K), alors le vecteur de la divergence

— —
de A = (a1, as,a3) noté div( A) défini par :

. 0 0 0

3. Sin =2 la composante z de la quantité % est 1gnoreé.

Définition 4.12 Soit w € 0, p>1

1- On dit que w est fermé sur U si dw = 0.

2- On dit que w est exacte sur U, s’il existe un a € ng tel que w = da, on dit alors o est une

primitive de w

Remarque 4.8

1. w = P(x,y)dz + Q(z,y)dy + R(z,y)dz € Qb (U,K) est fermé < rol(P,Q, R) = Oear
2. Soit w = a1dy A\ dz + asdz A dx + azdx N\ dy est fermé div(Z} = %% — %i; + %i; =0
3. w=>Y" widx;, alors¥i € 1,2,...n: w; = %, donc pour déterminer a revient donc a

résoudre un systeme d’équation aux dérivées partielles.

4. Siw = da est une forme exacte de classe C', alors grace au théoréme de Schawrtz, alors

pourt# ji,7 € 1,2,...n on a

ow; 0 (804) Oa Ow,

5. w=> " widx; une forme différentielle fermé, sii # j

&.ul- . 8(4)]'
8.’13']‘ N &'L’,
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Définition 4.13 Soit U C R™ un ouvert de R™.
On dit que l'ouvert U est étoilé sl existe un point a € U tel que pour tout point m de U le
segment [am] est inclu dans U.

Exemple 4.7

1- R? est un ouvert étoilé de R2.

2- Une partie conveze de R? est étoilée.
8- L’ouvert R*\ g0y n'est pas étoilé.

Théoréme 4.1 (de Poincaré)
St U est un ouvert étoilé de R™, alors toute forme diférentielle sur U qui est fermé est exacte.

4.5.1 Changement de variables

Soient w € QF, et ¢ € C*1(V) une application de classe C>. On définit I'image réciproque
Y*w définie par
@ w(@) (1, m2) = w(P())(dpem, ... dipany)
Propriétés : Soient « et § deux formes différentielles, alors on a les propriétés suivantes :

L p*(a A B) = (¢*a) A (¢*B)
2- p*(dw) = d(p*w)

3- p*(a+B) = p*(a) + ¢*(B)
4- (pop) =9 o p*

4.6 Intégration des formes différentielles

Soit w = a(x)dx; Adxs A .... A dx, une p-forme différentielle sur un ouvert V' de R” et A un
sous-ensemble mesurable de V.
On définit l'intégrale de w sur A par :

/w:/a(:c)d:cl/\dxg/\..../\dxp
A A

pour vu que cette derniére intégrale ait un sens, c’est—dire que, si a(x) est intégrable sur A.
Pour tout difféeomorphisme ¢ d’un ouvert U de R™ sur V' préservant I'orientation, on a

/ go*w:/w.
p~1(4) A

Soit U un ouvert de R et ¢ : U — R™ une aplication différentiable. Si B est un sous-ensemble
mesurable de U et w est une p-forme différentielle définie sur un voisinage de ¢(B), on peut

1,6 .
/
B

4.6.1 Intégrale d’une 1-forme différentielle

quand cela un sens.

Soit w = > | widz; une 1-forme différentielle continue sur U et

v:I=la,b] — U
t > (1(t), 22(t), ..., xu (1))

une courbe (arc) paramétrée de classe C*
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Définition 4.14 On appelle intégrale de la forme différentielle w suivant le chemin fini v, le

réel
[etor= [ro = | o) dr

Proposition 4.4
Si w = df est une forme exacte de classe C* sur U, alors pour tout arc

v:a, b)) = U

on a

/y w= / af = F((0) — F(3(a))

Proposition 4.5

1. St wy et wy sont deux formes différentielles continues sur U et v un arc paramétré sur U,
on a alors pour tout o, B on a

/(aw1 + fuwy) = a/w1 + ﬁ/wQ . Linéarité
Y Y Y

2. Sivy:la,b] — U un chemin paramétré de calsse C', c € [a,b] et w une forme différentielle

continue sur U 5 alors
Y ’Y‘[a,c] ’Y‘[c,b]

4.6.2 Formule de Green-Riemann

Définition 4.15

1. On dira qu’un ouvert borné Q de R? a un bord de classe C' par morceauz, si sa frontiére
O est union finie de supports de courbes v;, i = 1,2,...,n fermées simples et C* par
Morceaus.

2. On dira que 052 est orienté de sorte que € soit sa gauche, si pour tout i = 1,2,...,n et
lorsque t croit le point v;(t) se déplace en laissant Q sa gauche : cela signifie qu’en point
Yi(t), la base (v,7;(t)) est directe ot v est le vecteur normal sortant au point ~;(t).

Remarque 4.9 Si U est un ouvert contenant l’adhérence Q de §) et w est une 1-forme continue

sur U, alors
n
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On considére maintenant un ouvert élémentaire 2 de R?
Q = {(z,y) eR} a<z<b ¢ <y<p}
= {(z,y) ER* c<y<d, Yy <z <y}

avec a < b, ¢ < d, o1 et o sont C' par morceaux sur [a,b] méme pour 1, 1y sont C! par
morceaux sur [¢,d], et on a ¢ < g et Py < 1y

Lemme 4.1 Soient P(x,y)dx et Q(x,y)dy deuz 1-forme différentielle continues sur un ouvert
U contenant €2, alors on a

/6(2 P(z,y)dx = / [P(t,p1(t)) — P(t, pa(t))] dt
et d
[ Qyiy - | Qv - Qe s e

Théoréme 4.2 (de Green-Riemann)
Soit Q un ouvert élémentaire de R? et et w est une 1-forme de classe C' sur un ouvert contenant

Q, alors on a
fie=
o0

On rappelle que si on note w = P(z,y)dxr + Q(z,y)dy, on a

Joro= [ (50 =55 e

1. Ce résultat peut étre étendus des ouverts plus généraux, par exemple des ouverts simples.

Remarques 4.1

2. La formule de Green-Riemann est utile dans les deuzr sens.
3. Selon le probléme considéré on peut vouloire ramener un calcul d’intégrale double au d’une
calcul d’une intégrale curviligne ou [’tnverse.
Définition 4.16 On appelle champ de vecteur sur U, toute application de U dans R™ :
F:U — R"
ﬁ

les éléments de U sont considérés comme des points.
Une application de U dans R est par fois appelée champ de scalaire.

4.6.3 Formule de Stokes

On vu au section précédente la formule de Green-Riemann qui est un analogue du théoréme
fondamental de I’analyse pour la dimension 2.
On appelle que dans tous les cas il s’agit d’exprimer une intégrale sur un domaine en fonction
d’une intégrale sur le bord de ce domaine.

Théoréme 4.3 (de Stokes)

Soit M une sous-variété de R™ & bord compacte, orienté de dimension p € N* et de classe C?,
on munit le bord 0 de l'orientation induite par l'orientation de M.

Soit w une forme différenticlle de degré p — 1 de classe C' dans un voisinage de M, alors on a

/ w:/ dw.
a0 M
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4.6.4 Intégration d’une forme différentielle sur une p-courbe

De méme qu’on a pu intégrer des 1-formes sur des courbes, on va maintenant définir d’'une
2-forme sur une surface et plus généralement d’une p-forme sur une p-courbe.
e Pour les intégrales curvilignes 'idées était d’utiliser un paramétrage du chemin considéré pour
se ramener une intégrale sur un intervalle de R.
e Pour une surface on va se ramener de la méme facon une intégrale sur un ouvert de R2.
e L’intégrale pour p-courbe sera obtenue en calculant une intégrale sur un ouvert de R?

Définition 4.17 Soit U un ouvert de R"

On appelle p-courbe de U une application injective v : V. — U de classe C' sur un ouvert
V' C RP telle que dyy est de rang p pour tout y € V. L’image v(V') d’une p-courbe est appelé
suport de cette courbe.

Remarques 4.2
1. Une 0-courbe de R™ s’identifie un pointde R™.
2. Une 1-courbe est une courbe paramétrée.

3. Une 2-courbe est une nappe paramétrée.

Définition 4.18 Soient V C RP et U C R" des ouverts. v : V. — U une p-courbe et w une
p-forme différentielle continue sur U, alors on pose

/w:/fy*w
0% 14

Remarque 4.10 Si w est une I-forme sur U et v : [a,b] — U est une courbe paramétrée, on

retrouve bien la définition
b
[w= [ wtron
o7 a

4.7 Sous-variétés orientées

Définition 4.19 On appelle orientation d’un espace vectoriel de dimension fini E, une appli-

cation v de l’ensemble des bases de E vers {—1,+1}, telle que v(B) = v(B) si et seulement si
det(BB) > 0 ou B base duale.

Définition 4.20 Une sous-variété M de R™ est dite orientable s’il existe une application v qui
tout a € M associe une orientation v(a) de l’espace tangent T,M de sorte que v(a) depende
continuement de a.

Remarque 4.11 Si M est une sous-variété de dimension d = 1, choisir une orientation revient
a choisir pour tout a € M un vecteur 7(a) € T,M\{0} qui dépend continuement de a, le vecteur
7(a) montre le sens de parcours positifs
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4.8 Sous-variété a bords

C’est comme les sous-variétés mais on autorise un bord.

Définition 4.21 Un ensemble M de R™ est une sous-variété a bord de dimension d = p, si
pour tout a € M il existe un C*-difféomorphisme ¢ entre le voisinage U de a et le voisinage §)
de 0 :zéro.

e p(a) =0.
o Soit o(UNM) = {(y1,%2,,Un) € 2 Ypy1 = ... = yn = 0}.
o Soit o(UNM) = {(y1,Y2:-syn) €25 y1 <0 et yp1 = ... =y, = 0}

Un tel difféeomorphisme est une coordonnée rectifiant M en a

Remarques 4.3
1. Le bord de M, noté OM est l’ensemble des points a € M vérifiant la deuxiéme condition.
2. Une sous-variété peut étre vue comme une sous-variété a bord de bord vide.

3. Si M est une sous-variété a bord, alors M\OM est une sous-variété.

Proposition 4.6 1. Le bord d’une sous-variété bord de dimension p, est une sous-variété
de dimension p — 1

2. Si M est une sous-variété bord de R™ orientable, alors OM est une sous-variété orientable
de R™

Définition 4.22 Si M est orienté par v, a € M et ¢ est une coordonnée rectifiant M en a,
alors lorientation vy de OM est définie par

vo(a; (dap) ™ (e1), (dap) " (€2), -, (datp) " (€p)) = v(a: (dap) (1), (datp) ' (€2), -, (dap) ™' (ep))

avec (d,0)1(e1) - vecteur extérieur.

Théoréme 4.4 (du Rotationnel)
Soit S une surface orienté a bord de R3

ﬁ
Soit F' un champ de vecteur de classe Ct défini au voisinage de S U OS, alors ona

// FTdA= ¢ F.7ds
S oS

o V : est la normale la surface S.
T : est le vecteur tangent OM

Théoréme 4.5 (Formule d’Ostrograsdskii-théoreme de fluz-divergence)

—

Soit F' un champ de vecteur sur R3.

Soit S C R? une surface lisse fermée dilimitant un ouvert Q et orienté par le champ de vecteur
q

N normal S et pointant vers [’extérieur de S, alors

///de(?)dvz //Sz?vdA
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4.9 Formules d’analyse vectorielle

Soient f, g des champs scalaires et ?, 6 des champs vectoriels de classe C! sur U et soit
A € R, on a les formules suivantes :
— — — —
o div(F +\G) =div(F)+ Miv(G)
— — — —
o 10t (F + \G) = rot(F) + Arot(G).
— — — —
o div(fF)= fdiv(F)+ grad(f)(F
— — — -
e rot(fF) = forot(F)+ grad(f) A (F).
—

H
e [ admet un potentiel scalaire, alors rot(F') = 0

|

).
F

|

!

e F' dérive d’un potentiel f, i.e.,

?=§@U%L?Wﬂﬁ:ﬂm—ﬂm

4.10 Série d’exercices pour chapitre VI

Université Mohamed Boudiaf - M’sila
Faculté de MI 3 ieme année Maths LMD 2015,/2016
Département de Mathématiques Module : Géométrie différentielle

Série de TD N° =03
sur les formes différentielles

Exercice 01 :

Déterminer si les applications suivantes de R? x R? dans R sont bilinéaires

L f((z1,22), (y1,42)) = 31191

2. f((w1,22), (y1592)) = 1179

3. f((xlv xz), <y17 y2)) = T1Y2 + T2Y1

II- Dans chacun des cas ci-dessous, dire si 'application ¢ de R? x R? dans R, est multilinéaire.
L. ¢(z,y,2) =21+ Y2 + 23

2. ¢(x,y,2) = T1Y3 + Y221 + 2372

3. ¢(x,y, 2) = T1Y223 + Taysz1 + T3Y1 22

Exercice 02 :

Dans R? muni de sa base canonique, on considére les applications w et a suivantes :

w: R x R? — R
((1'17 Z2, 373)7 (3/17 Y2, yz)) = T1Y2 — T2l
o R3 — R

($1,902,$3) — I3

1- Montrer que w est antisymétrique et bilinéaire.
2- A l'aide de w et «, on définit une nouvelle application, notée w A «, de la fagon suivante :

wAa:RIXxRI xR — R
(X,Y, Z) — wX,Y)a(Z) +w(Y, Z)a(X) +w(Z, X)a(Y)

a- Montrer que w A « est alternée.

b- Montrer que w A « est bilinéaire.

c- Calculer w A a(eq, eg, €3).

d- Déduire que VXY, Z € R®: wAa(X,Y,Z) =det(X,Y, Z).

39



Exercice 03 :

1- Simplifier do A dz A dy + 3dz AN dy A dx — dy A dz A\ dz + 5dx A dx Adx — Tdz A dz A dy.

2- Les formes différentielles suivantes sont-elles fermées ? sont-elles exactes 7 Préciser une pri-
mitive le cas échéant.

(i) zdy — ydx, (i) (2% + 3y)dz — y3dy, (iii) ””j;fjg;ly, (vi) e*(y + z)dx + (e + 3e¥)dy

Exercice 04 :

Soit la forme différentielle

w= (2 +9* — 1)dx — 2ydy

1- Montrer que w n’est pas exacte.

2- Déterminer la fonction ¢ ( une variable) telle que la forme différentielle w; = @(x)w soit
fermeée.

3- Montrer aue w; est alors exacte et détermine une primitive.

Exercice 05 :

Soit dry, ..., dx, une base dans I'espace des formes dfférentielles Q' (U C RP).
1- Le produit extérieur a pour propriété a A 8 = —3 A a pour «, 8 € QY(U C RP). En déduire
que dx; Adx; =0, Vi € [1,p].

2- Existe-t-il une 1-forme w € QYU C R?) telle que w Aw # 07

3- Existe-t-il une 2-forme w € Q*(U C RP) telle que w Aw # 07

Exercice 06 :

En utlisant la formule de Green-Riemann, calculer les intégrales :

1- Soit la courbe C un cercle donné par I’équation z? 4 y? = a?

(a) $o vyde + (x + y)dy, (b) §.(x — y)dz + (x +y)dy, (c) §,2*ydx + zy*dy
2- Soit la courbe v un ellipse donné par 1’équation 2—; z—j =1

(a) § (z —y)dz + (z +y)dy

3- Soit la courbe T" un triangle ABC de sommets A(a,0), B(a,a),C(0,a)
(a)$, y?dx + (v + y)*dy

Exercice 07 :

Vérifier le théoréme de Stokes avec.

- Le champ de vecteurs F(z,y) = (z%y, 2zy)

- La surface A = {(z,y) € R% 1 < 2? +y? < 4}.

40



Chapitre 5

Annexe

Université Mohamed Boudiaf - M’sila Durée :1h et 30 m

Faculté de MI 3 iéme année Maths LMD 2015/2016
Département de Mathématiques Module : Géométrie différentielle

Examen final

Exercice 01(Question de cours) :(07pts)
1- Donner la définition de :

1. Immersion, submersion et étale.

2. Variété topologique et variété différentielle.

3. D’une forme différentielle de degré p, d'une 1-forme différentielle fermée.

4. Enoncer le théoréme : d’iversion local, de Poincaré et de Green-Riemann.
2- Justifier la réponce : (Oui avec un exemple, Non avec un contre exemple)

1. Toute sous-variété est une variété différentielle.

2. Toute variété différentielle est une sous-variété.

3. Toute sous-variété est un ouvert.

Exercice 02 : (05pts)
Soit I'ensemble M, défini par :

M, ={(z,y,2) eR*: 2® +¢y* + 2% =}

- Si ¢ =1, M est une sous-variété 7, si la réponce oui qu’elle est sa dimension.
- Déterminer 'espace tangent 1o 0,1)M;.

Exercice 03 :(05pts)
1- Montrer qu’il existe un voisinage ouvert U de point (0,1) dans R? tel que ’ensemble

{(z,y) € U* 2° +y* + 32y — 1 = 0}

soit le graphe d’une fonction g de classe C! définie sur un ouvert V de R, vérifiant g(0) = 1.
2- Donner un developpement limité I'ordre 1 de g en point 0.

Exercice 04 :(03pts)
Soient w; et we deux 1-forme différentielle :

2 x?

w = —dr — —
Y2

dy, wo = 2zzdr — 2yzdy + (2* — y*)d=z
Y

41



1. Calculer dw;, dwy et w1 A ws

2. Montrer que wy est fermée, calculer sa primitive f = dw,

Baréme :(0.5 x 13)+(3+2)+(3+2)+(0.5 x 441) Bon cou-
rage

Université Mohamed Boudiaf - M’sila
Département de Mathématiques Module : Géométrie différentielle
Durée :1h et 30 m

Examen de rattrapage

Exercice 01 :(06pts)
1- Donner la définition de :

1. Homéomorphisme, difféomorphisme et C*-difféomorphisme .
2. Carte, Atlas et deux atlas équivalents.
3. Champ de vecteurs, divergence et rotationnelle.
2- Soit I'application ¢ telle que
p:R? — R
(r,y) = (sin(§) —z,sin(5) —y)
Justifier que ¢ € C?
Calculer sa différentielle, dy est inversible ?

Montrer que ¢ est Cl-difféomorphisme

= W o

Déduire que ¢ est un difféomorphisme local de classe C* de R? sur son image et que cette
image est ouverte.

Exercice 02 : (05pts)
- Les ensembles suivants sont-ils des sous-variétés de R3.

My ={(z,y,2) ER*: 2’ +y’ =u, 2" +y* + 2" =1}

MQZ{(I7?J,Z)€R3: x2+y2—z<0, x2—|—y2—|—z2:1}

- Calculer T,,M;, i = 1,2 et m € M; dans les cas affirmatif.

Soit M le cylindre : M = {(z,y) € R*: 2*+¢y* =1, 0 < 2z < 1}.
- Montrer que M est produit de deux variétés M; x Ms.

- Expliciter M; et My, Qu’elle est la dimension de M dim(M).

Exercice 03 :(05pts)
1- Montrer qu’il existe un voisinage ouvert U de point (0,0, 1) dans R? tel que 'ensemble

{(z,y,2) € U% 2* +y* + 2% — cos(zyz) = 0}

soit le graphe d’une fonction g définie sur un ouvert V de R2.
2- Montrer que g est de classe C*.
3- Calculer ses dérvées partielles en point (0, 0).



Exercice 04 :(04pts)
Soit w; une 1-forme différentielle telle que :
xdy — ydx
W = ———"—
1 22 + 42

1. Donner le domaine de définition de w;

2. Calculer dw; et préciser son degré

3. Est-ce que w; est fermée.?

4. Est-ce que w; est exacte.?

Bon courage
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