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Chapitre 1

Un peu de calcul différentiel

Dans ce chapitre on va considérer des applications de R” dans R™.
Pour des notions plus générale en réfere aux livres de calcul différentiel dans les espaces de Banach.

1.1 Applications de classe C"

Soit une fonction f : U — V ou U est un ouvert de R", et V' est un ouvert de R™ . Soit (ey,...,e,)
la base canonique de R™, et Soit (eq,...,en) la base canonique de R™

Définition 1.1. On dit que f est différentiable en a € U s’il existe une application linéaire Dy f :
R"” — R™, telle que

VheRYa+heU= fla+h)— fla) = Daf(h)+ ||h|e(h)

ot lim e(h) = 0 dans F'.
h—0

h) — f(a) = Daf(h
ou de fagon équivalente lim If(a+h) f(fl’ f()l
h—0 ||h||
On dit que f est différentiable sur U si elie est différentiable en tout point de U.

=0.

Exemple 1.1. . Une application réelle définie sur un voisinage de a € R est différentiable en a si elle
est dérivable en a. De plus : Vx € R: Dy f(x) = f'(a).x

Définition 1.2. Soit f un fonction de U dans V.

i) On dit que f est de classe C' sur U si pour tout a € U Uapplication D,f est continues, et on écrit
UecCYU,V).

ii) On définit de méme Uespace U € CK(U, V) (k > 1) comme étant ’ensembles des fonctions k fois
continuement différentiables.

iii) On pose : C(U,V) =[] C*(U,V)
k=1

Définition 1.3. Soit v € R™ tel que ||v| = 1. Posons D = {t € R: a+tv € U}, et soit la fonction
v D — R, qui est définie par ¥(t) = f(a+ tv). Si la fonction ¢ est dérivable au point 0 on appelle

t i
Y'(0) la dérivée au direction de v, on le note par g, et on écrit of = D,f(v) = lim flattv) f(a).
v v t—0 t

En particulier of = D,f(e;).
8:@

Définition 1.4. On pose f = (f1, f2,--., fm). On appelle matrice Jacobienne de f la matrice J f =

(57
Ox; 1<i<m,1<j<n




Théoréme 1.1. On dit que f est de classe C' si tout les dérivées partielles sont continues.

ok f a< o1y )

Remarque 1.1. On définit les dérivées partielles d’ordre supérieures :

1.2 Quelques théorémes

Définition 1.5. Etant données deux ouverts U et V de R™. On dit qu’une fonction ¢ de U et V est
Ck— difféomorphisme (k> 1) si :

i) v e CHU,V),
ii) 1 est bijective,
iii) vt e CHU, V).

Remarque 1.2. Si v est un C*— difféomorphisme de U dans V, alors pour tout x € U, D) est un
isomorphisme de R™ dans R™, et on a : Dy ~" = (Dip,) ™!

Définition 1.6. Soit U,V deuz ouverts de R", et f une application de classe C*(U,V) (k > 1). On
dit que f est étale en un point © € U si Dy f est un isomorphisme.
St f est étale en tout point € U, on dit que f est étale sur U.

Théoréme 1.2 (inversion locale). Soit ¢ : R™ — R™ une application de classe C! telle que Dy 1 est
inversible pour xg € R™. Alors, ¢ est un difféeomorphisme local w voisinage de xqg, c’est a dire qu’il
existe des ouverts U et V de R™ contenant xq et (o) tels aue |y est un C1— difféomorphisme.

Remarque 1.3. Le théoréme d’inversion locale dit que, si | est de classe C', au voisinage d’un point
ot elle est étale, c’est un C*— difféomorphisme locale.

2 N . . e . . \
Théoréme 1.3. Soit F' une fonction de classe U7, définie sur un ouvert U de RP x RY, a valeurs

0
dans R1. Soit (a,b) € RP x R? tel que F(a,b) = 9. On suppose que la matrice <Z(a, b))
9y; 1<i<q,1<j<q

est inversible. Alors il existe un voisinage ovvert U de (a,b) dans RP x R?, un voisinage V de a dans
RP et une fonction g : V. — RY de ciasse CF tels que, pour tout (z,y) € U, on a F(x,y) = 0 si et
seulemen siy = g(x).

Définition 1.7. Etant données wn ouvert U de R™, et soit f une fonction de classe C' de U dans
R™. On dit qu’un point x € U est un point critique si rang D, f < min{n,m}.

On dit que x est régulier si x est non critique.

Le lieu critique C est I’ensembles des points critiques, alors V. = f(C') estappelé ’ensembles des valeurs
critiques de f.

Exemple 1.2. [9] f:R? = R2, définie par : f(z,y) = (z,y%). Ona : C =V, =R x {0}.

Théoréme 1.4. [Sard] [9] Etant données un ouvert U de R™, et soit f une fonction de classe C* (k > 1)

de U dans R™. Alors, si k > — — 1, l’ensemble des valeurs critiques de f est négligeable.
n

1.3 Immersion, submersion

Définition 1.8. Soit U un ouvert de R", et f une application de U dans R™. On dit que f est une
immersion en un point x € U si D, f est injective.
St f est une immersion en tout point € U, on dit que f est une immersion sur U.

Théoréme 1.5. [3, 15] Soit U un ouvert de R", et f une application de classe C* de U dans R™, qui
soit une immersion en un point x € U. Alors, il existe un voisinage ouvert V- de f(x) et un ouvert W
de R", tels que f(U) C V, et il existe un C*— difféomorphisme g de V dans g(V'), tel que la restriction
de go f a W soit la restriction cannoique de R™ x {0}"~™ dans R™.



Exemple 1.3. [3] U =|a, b[ un intervalle ouvert, et f :]a,bl— R? une courbe paramétrique.

Définition 1.9. Soit U un ouvert de R", et f une application de U dans R™. On dit que f est une
submersion en un point x € U si D, f est surjective.
St f est une submersion en tout point € U, on dit que f est une submersion sur U.

Théoréme 1.6. [3, 15] Soit U un ouvert de R", et f une application de classe C* de U dans R™,
qui soit une submersion en un point x € U. Alors, il existe un voisinage ouvert V de f(z), et un
Ck— difféomorphisme g de V dans g(V'), tel que la restriction de f a V soit égale d wo g, ot 7 est la
progection cannoique de R™ sur R™.

Théoréme 1.7. [15, 16] Soit U un ouvert de R™ contenant 0, et f une application de classe Ck de
U dans R™, qui soit une application de rang constant r < min{n,m} sur un voisinage de 0 avec
f(0) = 0. Alors, il existe un C*— difféomorphisme locale 1) de R™ en 0, et C*— difféomorphisme
locale ¢ de R™ en 0, tels que au voisinage de 0 on ait : Yo fop(xy,...,zn) = (x1,...,2r,0,...,0).



Chapitre 2

Sous - Variété de R"

2.1 La notion d’une sous - variété

Soit n,m € N tels que n > 1 et 0 < m < n. On peut écrire R” = R™ x R"™". Soit k € NU {400}

Définition 2.1. Soit V une partie de R™. On dit que V est une sous-variété de R™ de dimonsion m,
et de classe C* si pour tout x € V il existe un ouvert U, de R™, un voisinage ouvert O, de = dans
R™ et une application o, : Uy — Oy tels que :

i) L’application o, est différentiable de classe CF,
ii) lapplication @, est un homéomorphisme de U, dans V N O,
iii) Uapplication @, est une immersion sur U,.

L’application ¢, est un paraméetrage local de la scus-variété V en . Son inverse o, 1 : 0,NV — Uy,
est une carte ou encore un systéme de coordonnéez (locales) de la sous-variété V en z.
n — m est appelé la codimension de la sous-variété V' de dimension m de R™.
Une sous-variété de codimension 1 est appelée hypersurface.
Une sous-variété de dimension 2 est appeiée surface.

Proposition 2.1. [16] Soit U un cuvert de R™, et f : U — R™ ™ une fonction différentiable de
classe CF. Le graphe de @, i.e lensemole Graphe(f) = {(z; f(x)),x € U} est une sous-variété de R"
de dimension m.

Théoréme 2.1. [3, 9, 15, 16] V C R™ est une sous- variété de R™ de dimonsion m et de classe CF si
et seulement si pour tout point x € V , il existe un voisinage ouvert O, de V dans R™, un isomorphisme
linéaire A : R™ — R™, un ouvert U de R™ et une application f : U — R™™™ de classe C* tels que
VN0, =Vn{A(ly, f(y));y € U}

Proposition 2.2. [9, 16| Soit f : U — R"™™ une fonction différentiable définie sur un ouvert V de
R™.
1. Soit x € U tel que f est submersion au point x. Posons a = f(x). Alors il existe un voisinage

owvert Uy de x dans U tel que f~'{(a} NU; est une sous-variété de dimension m de R™.

2. Soit a une valeur réguli¢re de f. Alors V = f=Y(a} est une sous-variété de dimension m de R™.

Théoréme 2.2. [3, 15, 16] V C R" est une sous- variété de R™ de dimonsion m et de classe C* si

et seulement si pour tout point x € V', il existe un voisinage ouvert Uy de x dans R™, et une fonction
U: U, —R"™™ de classe C*, dont 0 est valeur régulic¢re tels que V N U, = W~1{0}.

Corollaire 2.1. [3] V C R" est une sous- variété de R™ de dimonsion m et de classe C* si et seulement
st pour tout point x € V , il existe un voisinage ouvert U, de x dans R™, et n—m fonctions ; : Uy — R,

n—m
de classe C*, telles que les formes linéaires Dy f sont indépendantes, et que V N O, = ﬂ wi_l{O}.
i=1



Théoréme 2.3. [3, 9, 15, 16] V C R™ est une sous- variété de R" de dimonsion m et de classe Cck
st et seulement si pour tout point x € V', il existe un voisinage ouvert U, de x dans R™, un ouvert O,
dans R™, et un C*— difféomorphisme ® : U, — O, tels que ®(V NU,) = O, NR™.

Définition 2.2. Soit V une sous-variété de R™. Le bord de V est OV =V \ V. Une sous-variété sans
bord est une sous-variété V telle que OV = ().

2.2 Exemples

Exemple 2.1. [16] Une sous-variété de dimension 0 de R™ est un ensemble discret.

Exemple 2.2. [16] Un sous-espace vectoriel ou affine de R™ de dimension m est une sous-variété
linéaire.

Exemple 2.3. [16] Un ouvert O d’une sous-variété V de R™ est une sous-variété de R", de méme

classe de régularité, et de méme dimension.

Exemple 2.4. [3, 16] le cercle C(a,r) de centre a et de rayon v dans R? est une sous-variété de R?.
Généralement la sphére S™ = {x = (21,72, ..., Tm, Tmy1) € R™TL 1 |2| = r} est une sous-variété de
dimonsion m, et de classe C'*

Exemple 2.5. [16] V = [0, 4o00[. Tout voisinage ouvert conneze de 0 est de la forme [0,al,a > 0, qui
n’est jamais homéomorphe a R™.

Exemple 2.6. [16] S = (R x {0}) U ({0} x R). Tout voisinage connexe de (0,0) dans V est encore
homéomorphe a V. Or V\{(0,0)} posséde 4 composantes connexes, ce qui montre que V ne peut étre
homéomorphe a un R™.

Exemple 2.7. [16] V = {(t?,t3),t € R}. Le point (9,0) est un point de rebroussement de premicre
espece. Qon ne peut pas trouver de paramétrage local en ce point.

Exemple 2.8. [16] V = {(t?—4t,t* —4),t ¢ RR}. L’application t — (t3 —4t, 1> —4) est une immersion
en tout point, mais l’image n’est pas une sous-variété a cause du point multiple en (0,0).

Exemple 2.9. [Tore|[3, 16] Soit 1* (e tore d’aze D = {(x,y,2) € R3: x = y = 0}, dont les distances
respectivement minimale et mazimace ¢ l'axe sont 1 et 3, défini par :

T2 = {(z,y,2) €R®: (Va2 + 42— 2)° + 2> = 1}

2
Exemple 2.10. V = {(x, y,z) e R a? 42 4 2% — 7% =022 +y? + 22 < 1} est une sous-variété
- S 3..2,.2, .2 1 V3
(calotte sphérique). Son bord est le cercle d’équation { (z,y,z) € R® : 2”4+ y* + 27 = TE 5 (

Exemple 2.11. V = {(x,y,2) € R®: 2z = 22 + y*} n'a pas de bord.

2.3 Espaces tangents

Définition 2.3. Soit V une sous-variété de dimension m de R™. On dit que v € R™ est un vecteur
tangent de x € V s’il y a une courbe paramétrée o : I — R™, ou I est un intervalle ouvert de R
contenant 0, telle que a(0) = z,a/(0) = v.

On appelle espace tangent a V en x, et on le note par T, l’ensemble des vecteurs tangents a V en x.

Théoréme 2.4. [3, 16] Soit V une sous-variété de dimension m de R"™, et soit x € V. Alors, T, est
un sous-espace vectoriel de R™.



Définition 2.4. Soit V une sous-variété de dimension m de R"™, T, l’espace tangent a 'V en un point
x € V. On note T, le sous-espace affine qui passe au point x, est dirigé pat T,,. On appelle T, ’espace
affine tangent de V au point x.

Proposition 2.3. [16] Soient V' une sous-variété de dimension m de R",z € V, et ¢ : U — V

un paraméetrage local de V' en x. Notons u = (ui,...,un) la variable d’une fonction définie sur
0

U C R™. Soit (e1,...,em) la base canonique de R™. Posons py, (1) = Dyp(e;) = 890 (u). Alors pour
U

tout u € U, (pu, (1), - - -, Pu,, (u)) est une base de Ty,

Proposition 2.4. [3, 16] Si V = {(u, f(u))} est une sous-variété de R™, définie par le graphe d’une
application f: U C R™ — R™ ™ alors l'espace tangent en x = (u, f(u)) est le graphe de D, f.

Exemple 2.12. V = {(¢,t?),t € R}.

Proposition 2.5. [3, 16] Si V'S est une sous-variété de R™ définie par V = {x € R" : F(z) = 0}, ou
0 est valeur réguliére de F', alors pour tout x € v, T, = ker D F'.

Exemple 2.13. V = {(z,y,2) € R3: 2* + 2222 + ¢y + 222 — 1 = 0}.

2.4 Topologie sur une sous-variété

On définit une topologie sur une sous-variété V on utilisant les naramétrages locaux. Toutes pa-
ramétrages locaux en un point forment une base de voisinages de ~e point, et la réunion de toutes ces
bases de voisinages forme une base de la topologie. On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.5. [3, 16] La topologie précédante et la topologie induite de R™ coéncident.

Remarque 2.1. Une sous-variété de dimension m csi localement homéomorphe a R™. Elle est lo-
calement connexe par arcs, et donc connexe par arcs si elle est connexe. Elle est aussi localement
compacte, séparé et séparable.

Définition 2.5. Un recouvrement U = (U;)ier d’un espace topologique X est dit localement fini si
tout point de X posséde un voisinage qui w’intersecte qu’un nombre fini d’éléments du recouvrement.

Définition 2.6. Etant donné un recouvrement U = (U;);cr d’un espace topologique X, on dit qu’un
recouvrement V = (Vj) ey est subordonné au recouvrement U = (U;)ier si chaque Vj est contenu dans
"un des Us;.

Définition 2.7. Une partition de Uunité de classe C* d’une sous-variété V. de R"™ consiste en la
donnée d’un recouwvrement ouvert U = (U;);cr de V', et d’une famille de fonctions (v;)ier de classe
CF, telle que :

i) Pour touti € I :1; >0,
ii) Pour tout i € I, le support Supp(v);) de ; est inclus dans U,

iii) Le recouvrement U = (U;)icr de V est localement fini,

iv) Pour tout x € V : Zd}l(x) =1.

%
Théoréme 2.6. [3, 10] Soient V une sous-variété de dimension m de R"™ et W = (W;)icr un recou-
vrement ouvert de V. Alors il existe une famille dénombrable de paramétrages locaux ¢; : B(0,3) —

V,j € J, tel que (¢;(B(0,3)))jcs forme un recouvrement ouvert localement fini de V, subordonné a
W = (Wy)ier et telle que les ouverts (p;(B(0,1))) es recouvrent V.

Corollaire 2.2. [16] Soient V une sous-variété de dimension m de R"™ et W = (W;)icr un recouvrement
ouwvert de V. Alors il existe une partition de l'unité subordonnée a W = (W;)icr.

10



Proposition 2.6. [16] Soit x un point d’une sous-variété V de dimension m de R™, et soient ¢y :
Ui = Vipg: U2 =V deux paramétrages de V' au voisinage de x. Notons W = ¢1(Uyr) p2(Us). C’est
un voisinage de x dans V, et le changement de paramétrage 0 = @7 o g : o5 H(W) — o *(W) est un
homéomorphisme. Si les deux paramétrages sont de classe CF (k > 1), le changement de paramétrage
est un C*—diféomorphisme.

’

2.5 Différentiabilité dans les sous-variété

Définition 2.8. Soit f : V — R une fonction définie sur une sous-variété V de dimension m et de
classe C* de R™.

i) On dit que f est différentiable en x € V' si pour tout paramétrage ¢ : U — V avec xz € o(U) C V,
la fonction fop:U — R est différentiable en y = = (x).

ii) On dit que f est différentiable sur V si elle est différentiable en tout point de V.

iii) On dit que f est de classe C"(r > k) sur V' si pour tout paramétrage ¢ : U — V la fonction
fow:U — R est de classe C™ sur U.

Définition 2.9. Soit Vi et Vo respectivement deux sous-variétés de R™ et R™2, de classe au moins
C"(r>1), et soit 1 : Vi — Vo une application continue entre les sous-variétés.

i) On dit que ¢ est de classe C" si quels que soient les paramélrages @1 : Uy — Vi, p9 : Uy — Vs de
Vi et Va, Uapplication @yt o1 oy définie sur o7 (v~ (alT2)) Np1(U1)) d valeurs dans Us est
de classe C"

ii) On dit que ¢ est différentiable en x € V1 si quels que soient les paramétrages p1 : Uy — Vi, p9 :
Uy — Vo de Vi et Vi, Uapplication oy ovp o définie sur oy (v (p2(Uz)) N1 (U1)) d valeurs
dans Uy est différentiable en x € V7.

Exemple 2.14. [16] Les paramétrages locazt d’une sous-variété de classe C" sont des applications de
classes C.

Définition 2.10. Soit ¢ : Vi — Vo une application continue entre les sous-variétés Vi et Vo et x un
point de Vi ou elle est différentichle. Alors il existe une application linéaire Dytp : T Vi i— Ty Va,
caractérisée par l'une des propriétés suivantes :

i) Sive T, Vi s’écritv= Dyp(w), ot ¢ : U = Vi est un paramétrage local en x tel que p(z) =y avec
w € R™, alors Dy1p(v) = Dyd(v) o ) (w).

ii) Siv € T,V; s’écritv = ¢'(0), ot : I — V est une courbe paramétrée de classe C* d’un intervalle
ouvert I contenant 0 dans Vi telle que «(0) = z, alors Dy(v) = §'(0) ou f=1poa: I — Va.

L’application linéaire Dy est appelée la différentielle de v au point x.
On note C" (W7, V3) espace des applications de classe C” d’un ouvert Wi de Vi dans V5.

Définition 2.11. Soit Vi et Vo respectivement deux sous-variétés de R™ et R"2, de classe au moins
Ck(r > 1), et soit ¢ : Vi — Vi une application. On dit que 1 est un C*-difféomorphisme si c’est un
homéomorphisme et si 1) et )~ sont de classe C*. On dit alors que V; et Va sont C*— difféomorphes.

Proposition 2.7. [16] Soit Vi et Va respectivement deux sous-variétés de R™ et R™2, de classe au
moins C’k(r > 1), et soit ¢ : Vi — Vo un difféomorphisme. Alors pour tout x € Vi, Dy : T, Vi :—
Ty(z)Va est un isomorphisme, d’inverse Dw(x)@b_l $ Ty Vo i— Ty V.

En particulier, les dimensions de Vi et V| sont les mémes.
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Chapitre 3

Variétés abstraites

Soit m € N* et k € NU {oo}. Soit X un espace topologique, séparé, séparable.

3.1 Cartes, Atlas, et variétés

Définition 3.1. Etant donnée un ouvert U de X, et un homéomorphisme ¢ de U dans un ouvert de
R™. (U, ) est appelée une carte de X, de dimension m.
L’ouvert U est appelé domaine de la carte (U, p).

Remarque 3.1. Soit (U, ¢) une carte de dimension m sur X ei soit x € U.

1. La carte (U, ) est dite une carte en x, elle est dite centree en x si p(x) = 0.

1

2. o~ est appelée paramétrage de l'ouvert U.

3. Si on pose p(x) = (p1(x), - om(x)), les fonctions g de U dans R sont appelées ls cordonnées
locales associées a la carte (U, p).

Définition 3.2. Soit (U, ), (V,9) deuzx cartes de X, de dimension m. On dit que (U, ), (V,v) sont
C*— compatibles sip o ™! est isomorphisme de classe C* de o(UNV) dans (U NV).

Définition 3.3. On appelle atles - dimensionnel de classe C™ sur X, un ensemble des couples
{(Ui, vi) Yier tels que les trois axiomes suivants sont satisfaites :

i) {U;}ier est un recouvrement ouvert de X,
ii) pour toute i € I, (U, ¢;) est une carte de dimension m sur X,
iii) pour tout couple (i,7), les carets (U;, i), (Uj, ;) sont compatibles.

Définition 3.4. Soit {(U;, pi)}ier un atlas sur X, et U C X, ¢ une bijection de U sur R™. La carte
(U, @) est dite compatible avec Uatlas {(U;, ;) }ier si la réunion {(U, @)} U{(Ui, ¢;)}icr est encore un
atlas sur X.

Deux atlas tous deux m— dimensionnels et de classe C™ sont compatibles si leur réunion est encore
un atlas sur X.

Définition 3.5. On dit que X est une variété de dimension m et de classe C* si on donne une classe
d’équivalence d’atlas m— dimensionnels de classe C* sur X .

Remarque 3.2. Soit X une variété.

1. Tout atlas de cartes C* de X est contenu dans un unique atlas de cartes C* mazimal pour
Uinclusion.

2. Sik>1, on dit que X est une variété différentielle.

12



Exemple 3.1. [15, 12

1. Soit E un R— espace vectoriel de dimonsion m, et soit {vy,--+ , v} une base de E.
L’application ¢ : (x1, -+ , &) —> 101 + -+ + Ty U est un isomorphism de E dans R™.
on munit E d’une stricture d’espace métrique, dont la distance d est d(V,W) = d(xjvy + -+ +

TV, Y1W1 + -+ YmWim) = [[((T1 = Y1, Tm — Y|
La collection contient seulement ¢ est un atlas.
Donc, E est une variété de dimonsion m.

2. On note par P espace des sous-espaces vectoriels de dimension 1 de R"TL. P est une variété
de dimension n de classe C*°.

3. 581 X1, X9 sont deux variétés de dimensions mi,meo, le produit X1 X Xo est une variété de
dimension mq + ms.

Théoréme 3.1. [5] Soit X une variété de dimension m, de classe C*. On peut munit X d’une
topologie dite canonique, dont les ouverts sont les réunions des domaines des cartes.

Théoréme 3.2. [5] Soit {(Vi, ;) }tier un atlas m— dimensionnel de la variété X. Un sous-ensemble
U de X est un ouvert si et seulement si pour tout carte (Vi,1;),v;(U NV;) est un ouvert de R™.

Théoréme 3.3. [3] Pour tout carte (U,p) d’une variété X, lapplication ¢ de U de p(U) est un
homéomorphisme pour la topologie canonique de X.

Exemple 3.2. [J]
1. Un owvert U d’une variété X, munie de sa topologie canonique est canoniquement une variété.

2. Les sous-variétés de R™ sont des variétés de facon canonique, et leur topologie de variété coincide
avec la topologie induite de R™.

3.2 Morphismes de variétés

Définition 3.6. Soit X etY deuz variétés de dimension m,n et de classe CF,C". Soit p < min{k,r}.
On dit qu’une application continue ' : X —'Y est un CP morphisme, si pour toute carte (U, p) en x,
et pour toute carte (V,1) en f(x), i’application 1o f o @~ est de classe CP de (U N f~Y(V)) dans
R™. On notera CP(X,Y) l’ensemble des CP morphismes de X dansY .

Théoréme 3.4. Soit X etY deux variétés de dimension m,n et de classe supérieure ou égal d p. Soit
f une application continue de X dans Y. Les conditions suivants sont équivalentes :

1. f est un CP morphisme de X dans Y ;

2. .Pour tout x € X, pour toute carte (U, ) en x, et pour toute carte (V,) en f(x), telles que
fU)C Vo foe ! estde classe CP de o(U) dans R™;

3. Pour tout x € X, il existe une carte (U,p) de X en x, et une carte (V,v) en f(x), telles que
FU) CVipofopt e CP(p(U);R").

Définition 3.7. Soit X etY deuz variétés de dimension m,n et de classe CF,C". Soit p < min{k,r}.
On dit qu’une application f : X — Y est un CP— difféomorphisme, si elle est bijective, f €
CP(X,Y), fteCr(Y,X).

Exemple 3.3. [12] On considére la sphére S™. L’injection canonique i : S* — R est C°— difféo-
morphisme.
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3.3 Espace tangent, fibré tangent

Soit X une variété de dimension m et de classe C* (k > 1),z un point de X et (U, ), (V, ) deux
cartes de X en X. Soit u,v deux éléments de R™.

Proposition 3.1. [§] La relation R, définie par (U, p,u)R(V,v,v) si et seulement si Dy (1 o
o Y (u) = v est une relation d’équivalence

Définition 3.8. On appelle vecteur tangent a X en x, une classe d’équivalence de de triplets (U, ¢, u)
pour la relation R.
On appelle espace tangent, et on le note par T, X [’ensemble des vecteurs tangent a X en x.

Remarque 3.3. Si on fize une carte (U, ) de x, on peut lui associer une bijection 6, de T, X dans
R™,
Théoréme 3.5. [3] T, X posséde une structure d’espace vectorielle de dimension m.

Exemple 3.4. [3] Soit X une sous-variété de R™, de dimension m et de classe C*. L’espace tangent
en tant que X est sous-variété, et en tant que X est variété sont isomorphes.

Théoréme 3.6. [5] TX = U T, X peut étre muni d’une une structure variété de dimension 2m et

rxeX
de classe CF~1.

Définition 3.9. T'X est appelée le fibré tangent de X .

Définition 3.10. Un champs de vecteurs de classe CF sur une variété de classe C*T1 est une section
de classe C* du fibré tangent, c’est a dire une application € : X — TX de classe C*, telle que :
Ve e X : &(x) e T, X.

Définition 3.11. Soit X,Y deuz variétés, f un CP morphisme de X dans Y et x un point de X.
Soient (U, ) une carte de x, (V,v) une carte de f(z) telles que f(U) C V. On associe (U, p) d 05, et
(V,9) a gz (remarque 3.3).

On appelle application tangent a f en x, lapplication linéaire T, f de T,Y dans Ty ,)Y, définie comme
sutvant :

T:vf = n;(lr) 2 Dgo(x) (w © f © 9071) 00y (3'1)

3.4 Sous - variétés d’une variété

Définition 3.12. Soit X une variété de dimension m, et de classe C*,Y une partie de X. On dit que
Y est une sous-variété de dimension q de X si pour tout y € Y, il existe une carte (U, p) de X telle
que o(UNY) = pU)NRL

Théoréme 3.7. [3] Soit X une variété de dimension m, et de classe CP,Y une sous-variété de X.
Alors, Y & une structure de variété de classe C*.

Proposition 3.2. [5] Soit X une variété, Y une sous-variété de X, et Z une sous-variété de'Y . Alors,
Z est une sous-variété de X.

Définition 3.13. Soit X,Y deux variétés, et f: X — Y un morphisme.

i) On dit que [ est une immersion on x € X, si T, f est injective.

ii) On dit que f est une submersion on x € X, si T, f est surjective.

iii) On dit que f est une étale on x € X, si Ty f est un isomorphisme de T, X dans Ty,)Y .

iv) On dit que f est un plongement de X dansY si f est injective, immersion, et un homéomorphisme
de X sur son image f(X).

Définition 3.14. Soit X une variété de classe OF (k > 2), E un espace euclidien, et f une immersion
de X dans E. On appelle espace normal o (X, f) en x € X ’ensemble suivant :

N X = [Of(gc)(T;,;f(T:,;X))]L ={z€E:(z,u) =0;Vu € 05, (To f (T X))}
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3.5 Orientation

Notons GL(m; R) le groupe des matrices m x m a coefficient réels, et inversibles, ainsi GL(m; R)™*
le sous-groupe de GL(m; R) des matrices ayant un déterminant strictement positif. Fixons deux bases
de R™. 1l existe un unique élément dans GL(m; R) qui envoie la premieére sur la seconde. Introduisons
sur ’ensemble des bases de R™ la relation d’équivalence ou deux bases By et By vérifient B; ~ By si
et seulement si 'unique élément de GL(m; R) qui envoie By sur Bs est dans GL(m; R)™".

Définition 3.15. On appelle une orientation de R™ le choix d’une des deuz classes d’équivalence de
la relation ~.
Une base dans la classe d’équivalence de la base canonique est dite directe.

Remarque 3.4. On dit que GL(m; R) posséde deuz composantes connexes, distinguées par le déter-
minant.

Définition 3.16. Un homéomorphisme préserve l'orientation s’il envoie une base sur une base équi-
valente.

Définition 3.17. Soit X une variété.

i) Un atlas orienté de X est un atlas dont tous les changements de cartes préservent l’orientation.
ii) X est orientable si elle admet un atlas orienté.

iii) X est orientée si elle est munie d’un classe d’équivalence d’ailas orientés.

Proposition 3.3. En chaque point d’une variété orientée X, [’espace tangent T, X est orienté.

3.6 Variétés a bord

On pose R™ = {(z1,29, -+ ,xm); 21 < 0}, 9R™ = {0} x R™"1 et pour un ouvert U de R™, on
pose OU = U NR™.

Proposition 3.4. Toute difféomorphisme entre deux ouverts U et V de R™ enwvoie le bord de U sur
le bord de V.

On définit atlas de variété a bord comme un atlas de variété, seulement ;(U;) supposée comme
un ouvert de R™~1,

Définition 3.18. X est appelée variété a bord si elle est muni d’une classe d’équivalence d’atlas de
variété a bord.
Le bord 0X de X est I’ensemble des points envoyés dans OR™ par n’importe qu’elle carte.

Définition 3.19. Soit X une variété de classe C*, et de dimension m. On dit que X est une variété
avec bords si pour tout point x de X, il existe un voisinage ouvert U de x et un homéomorphisme de
U dans un ouvert V- de R™ = {(a,az,- - ,am),a1 < 0}.

Proposition 3.5. Si X est une variété a bord, alors 0X est une sous - variété de R™, de dimension
m — 1.
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Chapitre 4

Formes différentielles et différentielle
extérieure

Soit n,m € N*,p € N et k € NU {oo}. Soit U un ouvert de R".

4.1 Forme différentielle de degré 1

Définition 4.1. On appelle forme différentielle de degré 1 sur U toute application w de U dans L(R™)
lensemble des formes linéaires continues sur R™ (dual topologigue de R™).
Si Vapplication w : U — L(R™), on dit que w est de classe CF.

Exemple 4.1. Soit f une application différentiable sur U
1. Df la différentiabilité de f sur U est une forme différentielle de degré 1 sur U.

2. Si on désigne par dz; la différentiabilité d= ia fonction x = (x1,x2, -+ ,x,) —> x4, alors dx; est
une forme différentielle de degré 1 sur U.

Proposition 4.1. Soit w, a deux formes dijférentielles de degré 1 sur U, et f une fonction définie sur

U. Alors,
1. w+ « est une forme différentiellie de degré 1 sur U.
2. f.w est une forme différentielle de degré 1 sur U.
Théoréeme 4.1. Si w est une forme différentielle de degré 1 sur U, alors il existe des fonctions

numériques a; : U — R telles que :

VeeU :w(x) = Zai(:z:)da:i
i=1

4.2 Forme différentielle de degré p

Définition 4.2. Toute application de U dans l’ensemble des forme p— linéaires alternées de R™ est
appelée une forme différentielle de degré p sur U.
On note QP 'ensemble des formes différentielles de degré p.

Remarque 4.1. Sip =0, les formes différentielles sur U sont des fonctions réelles définies sur U.
St p > n, toute forme différentielle sur U est nulle sur U.

Proposition 4.2. Soit w, a deux formes différentielles de degré p sur U, et f une fonction définie sur
U. Alors,

1. w+ a est une forme différentielle de degré p sur U.
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2. f.w est une forme différentielle de degré p sur U.

Définition 4.3. Soit wi,wy deux formes différentielle de degré pi,p2 successivement. On définit le
produit extérieur wi N\ ws comme suivant :

Vu € U : (w1 Aws)(u) = wi(u) Aws(u).

w1 A wa est une forme différentielle de degré p1 + po.

Théoréme 4.2. Soitw une forme différentielle de degré p sur U. 1l existe une famille { P;, ;... ,ip}z'l <Gy < v

des fonctions définies d’une maniére unique suivante :

w = E Pil,z'g,m Vipdxil dxiQ s d(L'ip

11 <t <--<ip
Exemple 4.2. .

1. Soit U un ouvert de R3. Toute forme différentielle de degré 2 s’écrit d’une maniére unique :

fdxdy + gdxdz + hdydz.

2. Le produit extérieur de deux formes différentielles de degré 1 : w1 = fidx + q1dy + hidz et
wo = fadx + gady + hadz est :

w1 Awa = (fi92 — g1f2)dxdy + (frhe — hif2)d=dz + (gihe — h1g2)dydz

Définition 4.4. Soit ¢ une application différentiable d’un ouvert O de R™ dans U. Siw est une forme
différentielle de degré p sur U, la transposée par ¢ de la forme w est la forme p*w définie sur V par :

Yy €V 9 w(y) = wlp(y)] o Dyp

n m

Remarque 4.2. Siw(z) = Z a;(x)dx;, alors p*w = Z(aj 0 0;)(y) Dy,
i=1 j=1

4.3 Dérivabilité et primnivive

Définition 4.5. Soit w = Z Py ig e ipdxy dxiy - - - dxg, une forme différentielle de degré p,
11 <t <-<ip
dérivable avec continuité. La forme différentielle de degré p+ 1 :

E d-Pil,ig,m ,ipdxildxb e d%ip

11 <t <-<ip
est appelé la dérivée extérieure de w.
Exemple 4.3. .

1. Soit f une fonction différentiable avec continuité, c’est une forme différentielle de degré 0, sa
dérivée extérieure est Df.

2. La dérivée extérieur de la forme différentielle de degré 1 : w = fdx + gdy + hdz est :

dw = Dfdx+ Dgdy+ Dhdz
dg df dh  df dh dg
— — — | dzd — — — | dxzd — — — | dyd
<dx dy> ey + (dz dz) ozt <dy dz ) U

Définition 4.6. On dit q’une orme différentielle w est fermée sur U si dw = 0.
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Théoréme 4.3. Soit w une forme différentielle deux fois différentiable avec continuité sur U. Alors,
dw est fermée.

Définition 4.7. Soit a et w deux formes différentielles de degré p et p+ 1 sur U. On dit que o est
une primitive de w si do = w.
Dans ce cas la, on dit que w est exacte.

Remarque 4.3. Il résulte que w est fermée.

Exemple 4.4. Soit w = ydx — zdy, définie sur R?.
On a : dw = Dydx — Dzxdy = dxdy — dydx = 2dzdy.
Donc; w n‘admet pas une primitive.

Exemple 4.5. Soit w = (322 + 2zy + y?)dx + (2% + 22y + 3y?)dy, définie sur R2.
On a : dw = D(322 + 2xy + y?)dx + D(2? + 22y + 3y?)dy = (22 + 2y)dzdy + (2 + 2y)dydz = 0.
Puisque R? est étoilé ; w admet une primitive F.

F
?993 = 322 + 22y + y? implique que F(x,y) = 2% + 2%y + zy® + f(y).
oF
oy #® + 2xy + f'(y). Done; f'(y) =3y% ice f(y) =y + k (k €R).

Les fonction primitives de la forme différentielle w de degré 1 sont :
F(x,y) =2® + 2%y +2y* +y* + k(k ¢ R).

Définition 4.8. On dit que 'ouvert U est étoilé s’il existe a € U telle que pour tout x € U le segment
[a,z] inclue dans U, i.e : Ve € U : {ta+ (1 —t)z,t € [0,1]} C U.

)

Théoréme 4.4 (Poincaré). On suppose que U est un owvert étoilé. Alors, toute forme différentielle
fermée de degré P, de classe C' sur U est exacte.

4.4 Champs de vecteurs et forines différentielles sur R? et R?

On note V l'espace des champs de vecteurs, qui sont des fonctions V' : R® — R"™, pour n = 2,3,
qu’on peut écrire en coordonnées V = {f(z,y), g(z,y)), ou V = (f(z,y,2),9(z,y, 2), 9(x, y, 2)).
On note F l'espace des fonctions coordonnées.

I) Supposons que V = (f,g) est un champs de vecteur de R?, associé a la forme différentielle
dérivable, de degré 1 : wy = fdx + gdy.

|4
|
N
| | I
Q 4 ot 4 o
fdz+gdy fdxAdy
|
wy

Proposition 4.3. On a :
1. dw = d(fdz + gdy) = rotVdx A dy.
2. rotV =0 si et seulement s’il existe f telle que V = gradf.
3. d(xwy) = divVdz A dy.
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IT) Supposons que V = (f, g, h) est un champs de vecteur de R3, associé & la forme différentielle
dérivable, de degré 1 : w = fdx + gdy + hdz. On pose : *wy = fdy A dz + gdz A dxz + hdx A dy

V V
| |
Fog P g o F
| | |
o 4 0! 4, 02 4 o3
fdx+gdy+hdz fdyndz+gdzNdx+-hdzAdy fdxAdyNdz
| |
wy *Wy

Proposition 4.4. On a :
1. dwy =d(fdz + gdy) = rotVdz A dy.
d(xwy) = divVdx A dy.
dwy = *Wroty .
rot(grad V)=0.

rotV =0 si et seulement s’il existe f telle que V = gradf.

S v L

divV = 0 si et seulement s’il existe un champ de vecteur VW telle que V = rotW.

4.5 Formes différentielles sur une variéié
Soit X une variété différentielle, de degré n, de ciasse C* (k > 1). Soit p > 1.

Définition 4.9. On appelle vecteur cotangent cm un point x de X un élément du dual de T, X .
L’ensemble des vecteurs cotangents en x est i’espace vectoriel Ty X, dual de l’espace tangent T, X, Sa
dimension vaut n.

On dit que est T; X lespace cotangent de X en x.

Définition 4.10. Le fibré cotangent de X est le fibré vectoriel T*X = U T X.
rzeX

Définition 4.11. Une forme différentielle de degré 1 sur X est une application continue w associant
a tout élément x de X un vecteur cotangent en z a X.
Autrement dit : une forme différentielle de degré 1 est une section continue du fibré cotangent.

Définition 4.12. Une forme différentielle w de degré p sur X est une application de X dans l’ensemble
de formes p—linéaire alternée sur le fibré T X, noté PT*X
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Chapitre 5

Intégration

5.1 Mesure d’une sous-variété, intégral sur une sous-variété

Soit V' une sous-variété de dimension m, de classe C! de R", dont ® = (®q,---,®,,) est une
paramétrisation de V', définie sur un ouvert U C R™.

Définition 5.1. On définit une mesure sur V. comme suivant :

M(V):dV:/ >

U \1<ji<—<jp<n

(o3
= det <6 Ji

ot ) 1<i<p,j1 <Ji<jp

/ dtydty - - - dt,,

D((I)j17"' 7(I)jp>
D(tr,--,tp)

ou

Exemple 5.1. On va donner trois exemples imporiants :

1. Soit « :]a, b[— R™ une courbe paramétrique de classe C1, considérée comme une sous- variété de
dimension 1, de classe C".

b
La longueur de o est/ | ().
a

2. Soit V = {(x(G,gp),y(G, ©),2(8,p)) = (cos b cos p, cos O sin p, sin 0); —g <h< g,O <p< 27r} .

D o B :
(z,9) _ SI.HHCSJS(,D cos fsin @ C  cosOsind
D(0, ) —sinfsing  cosfcos
D(z,z) | —sinfcosp —cosfsing | o, .
Do) ‘ 050 0 = cos” fsin ¢
D e

(y, 2) _ sinfsinp cosfcosp — _cos?feos
Dl.g) | cost

L’aire de V est

2 I
/ / ’ \/ cos? fsin? 0 + cos? §sin? o + cos? 0 cos? pdfdyp = 4
O —

us
2

3. La boule B(0,1) = {(rcos&cosgo,cosHsincp,rsinH);O <r< 1,—% <0< g,O <p< 27r}.

Volume de B(0,1) est :
1 p2n p%
/ / ’ J(r,0,0)d0pdr = 41>
o Jo J-

s
2
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Remarque 5.1. Sim =n —1, i.e le cas d’une hypersurface, la mesure de V est :

U

€1 c €n
0, 00,
ot ot i) P
ou N = _1 . ,1 , le produit vectoriel des vecteurs a—, e ? .
: : : oty Otn—1
0P 0d,
atnfl 875“71

0 0
Remarque 5.2. Dans le cas d’un graphe x,, = ¥(x1,- -+ ,xp_1), ona: N = (=1)" <¢61 + .- %en_l — en> |
-1

Donc; |[N| = 1+Z(8 )
Ly

Exemple 5.2. S =52 = {(z,y,2) € R®: 22 + 92 + 22 = 1}.
S ={(,y,v/1— (22 +9%),0 <a2+y* <1JU{(z,y,—/1 - (22 +9?)),0 <22 +y* < 1} = S1 U 5>,

2 y? 1
Nyl = INo| = (/14 + = . Alors,
M| = Ve \/ 1— (22492 1— (22 +?) 1—(:324 N

d d 2
dS:2/ il —2 d6/ EELEA. TheWA
{0<a?4y2<1} /1 — (22 4+ 92) 0 V1—r?

Définition 5.2. Soit f une fonction définie sur V, a vuleurs dans R. On définit lVintégrale sur V' par
rapport a (V') comme suivant :

/Vde:/Ufo<I>(t1,-- ( >

1<]1< <Jp<n

1
2
D((I)jlv"' 7(I)jp)
D(ty,-+ ,tp)

dtydty - - dt,,

5.2 Formules de transfcrmation

Soit ¥ une hypersurface de classe C!, orientable de R", on désigne par v(z) le vecteur normale
unitaire au point z et on suppose que la fonction x — v(x) est continue.
Soit F' un champ de vecteur sur Y, i.e une application de ¥ dans R". Pour z,y € R™, on désigne par
(z.y) le produit scalaire de x et y.

Définition 5.3. Si la fonction x ——< F(z),v(z) > est intégrable par rapport a d¥ on appelle
/(F(m)u(m))dE le flux du champs de vecteurs F' a travers ’hypersurface orienté (3,v).
by

Théoréme 5.1. [Formule d’Ostragradski] Soit Q un ouvert borné de R", d bord ¥ de classe C?,
et soit v(x) le vecteur normal extérieur a ), au point x. Soit F' un champs de vecteur continiment
différentiable sur Q) et telle que suppE N ) est compact. Alors, on a :

/de'vF(x)da::/(F(az).y(x))dE

by

Corollaire 5.1. [Formule de Gauss| Soit g une fonction continiment différentiable de Q dans R
telle que suppf N ) est compact. Alors, on a :

= -1...
Bxk x)dx = /f vi(x k n
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Théoréme 5.2. [Premiére formule de Green| Soit Q un ouvert borné de R™, a bord ¥ de classe
C?, et soit v(x) le vecteur normal extérieur a €, au point x. Soit f € C*(),g € C1(Q) telles que
supp(gV ) N Q soit compact. Alors, on a :

!
[1(Vav 0@ + s@af@lis = [ g5l @as

[, aswie= [ 5w

Théoréme 5.3. [Deuxiéme formule de Green| Soit ) un ouvert borné de R™, da bord ¥ de classe
C?, et soit v(x) le vecteur normal extérieur a €, au point x. Soit f,g € C%*(Q) telles que suppf N
Q, suppg N Q soient compact. Alors, on a :

Pour g =1, on trouve :

/ l9(z)Af(z) — f(z)Deltag(z))dz = /
Q

by

/QAfdac—/Egi(:r)dZ

5.3 Intégration d’une forme différentielle sur un ouvert

(95 0) - 103 ) as

Pour g =1, on trouve :

Soit n € N*,p e Net k € NU{oc}. Soit U un ouvert de R, w une forme différentielle de degré p,
écrit sous la forme :
w= Z Py ig, i @iy diy - - - dy;,
11 <t <-<ip
ou P ... i, sont des fonctions boréliennes.
Soit O un ouvert de RP et ¢ une fonction diférentiable de O dans U. On peut écrire la transposée
¢*w par ¢ de la forme w sous la forme p*w == jdx;---dx,, ou f est une fonction borélienne sur O.

Définition 5.4. On dit que w est intégraile par rapport a ¢ si f est intégrable sur O, et on écrit :

[ fom ] [ [

pfozs fOZS

Exemple 5.3. Soit vy la courbe paramétrique définie sur I =] — 1,1] comme suivant : v(t) = (t,t2).
Soit w = xdy — ydx une forme différentielle de degré 1.
On a : yv*w = td(t?) — t2dt = 2t2dt — t*dt = t2dt = f(t)dt. Donc :

/w—/f t)dt = /tht z

Exemple 5.4. Soit S la surface paramétrique définie sur O =] — mw, 7[x } — E[ comme suivant :

T
279
S(p,0) = (cosfcosp,cosfsinp,sinf). Soit w = xdydz + ydzdx + zdxdy une forme différentielle de
degré 2

On a : S*w = cosOdpdl = f(p,0)dedl. Donc :

//S“’://Of(soﬁ)dsod@:/T;/gwcosadgode:zm

Théoréeme 5.4. Soient w et o deux formes différentielles de degré p, définies sur U, et soit ¢ une
fonction différentiable d’un ouvert O de RP dans U. Siw et a sont intégrables par rapport a ¢, alors :
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1. w+a estintégmbleparmpportd90etona.'//---/(w+a)://--'/QH—//---/CM
@ ® @

pfois pfois pfoz's
—— —
2. Pour tout nombre réel X\, \w est intégrable par rapport a ¢ et on a : / / e /)\w = )\// /w

pfois fozs

Théoréeme 5.5. Soit w une forme différentielles de degré p, définies sur U, et soient ¢ une fonction
différentiable d’un ouvert O de RP dans U, v un difféomorphisme d’un ouvert O’ dans O, telle que
ljw| > 0. Si w est intégrable par rapport a ¢, alors w est intégrable par rapport d ¢ et on a :

o=t ]

pfozs pfozs

Remarque 5.3. Soit Soit w une forme différentielles de degré p, définies sur U, et soit A une partie
borélienne de RP, contient un ouvert O de RP de sorte que A\ O est négligeable par rapport a la
mesure de RP. Soit @ une fonction définie sur A telle que la restriction ¢ de @ sur O est continiment
différentiable. Si w est intégrable par rapport a g, on peut définie lintégrale de w par rapport a ¢

e ff o

pfozs pfozs

Exemple 5.5. Soit 7y la courbe paramétrique définie sur i = [0,1] comme suivant : y(t) = (t,t + 1).
Soit w = ydx + xdy une forme différentielle de deyré 1. o la restriction de v sur Iy =|0,1[, et
Yow = (t+ 1)d(t?) + t2d(t + 1) = (3t> + 2t)dt = f{t)di. Donc :

1
/w = [ f(t)at= / (3t2 + 2t)dt = 2
0l Iy 0

5.4 Intégration des formes différentielles sur sur une sous-variété

Soit V une sous-variété orientée, séparé, de dimension p, de classe C', de R", et soit w une forme
différentielle borélienne de de degré p sur un ouvert U qui contient V.
Il existe un ouvert O de RP et une immersion ¢ de O dans A, telle que Im(O) = V, cette immersion
définie & l’aide de 'orientation de R™ 'orientation de V.

Théoreme 5.6. L’intégrabilité de w par rapport a ¢ et la valeur de f(pw est indépendant de la choix
de V et de .

Définition 5.5. Si w est intégrable par rapport a @, on dit que w est intégrable sur V, et on écrit :

e )]

fOZS pfozs

Exemple 5.6. Soit V = {(z,y) € R? : y = 22}, et soit w = xdy — ydx. La sous-variété V peut
représentée par Uimmersion ¢ de | — 1,1[ dans R? définie par : ¢(t) = (t,t?). Donc :

-

Théoréme 5.7. Soient w et a deux formes différentielles de degré p, définies sur U. Si w et o sont
intégrables sur V, alors :

23



1. w+ « est intégrable sur V et on a : // /w—l—a // /w+// /

p 018 pfozs pfozs
2. Pour tout nombre réel \, \w est intégrable sur V et on a : // /)\w = // /
pfois pfozs
—

Définition 5.6. On dit qu’une partie P de V est une piéce de V' si et seulement si : pour tout x € P, il
existe un ouvert O de RP contient x, et une partie W de R™, un entier q(x) < p, et un difféomorphisme
Y de O dans W tels que :

i) ¥(x)=0

ii) Y(ONV)=WN(RP x 0,—p),

iii) Y(ONP) =W N (R XRT x 0p—p).

On appelle l’ensemble des éléments x ou p — q(x) = 0 lintérieure de P, et on la note par OP
On appelle l’ensemble des éléments x ou p — q(x) = 1 la frontiére de P, et on la note par OP.

Exemple 5.7. Soit S? = {(z,y,2) ER3: 22 +9?> +22 =1} et P = {(z,y,2) ER3: 2 > 0}. P est une
piéce de frontiere OP = {(z,y,2) € R3: 2 = 0}, et d'intérieur P = {(z,y,2) € R®: 2 > 0}.

Théoréme 5.8. [Formule de Stokes :] Soit P une piécc c«ompact de V' a bore orienté OP. Soit
w une forme différentielle de degré p—1, différentiable sur un voisinage ouvert de P . Alors, w est
o

intégrable sur OP et dw intégrable sur P et on a :

/3dsu ::/ w
P P

Corollaire 5.2. [Formule de Riemann :| Soit P une picce compact de R? a bore orienté OP. Soit
f, g deux fonctions continiment différeniiables sur un voisinage ouvert de P. Alors :

[f0g Of
2 dedy = d d
fi (52~ 5y) detv= [ o+

24



Universitée de Msila
Facultée de Mathématiques et informatique Département de Mathématiques

Licence mathématiques LMD 3eme année Sg (2019 - 2020)

| Géométrie différentielle (Série de TD N° 01) |

Exercice 1 :

1. On considére l’équation : r1xs — x31n o + %2 — 1 = 0.
Au voisinage du point (0,1,2), Peut-on I’y résoudre pour x1 ¢ pour xo ¢ pour x3 ?

2. On considére le systéeme d’équations : x1 + xo + 3 = 1 et 23 + 25 + 23 = 1.
Au voisinage du point (1,0,0), quelles variables peut-on y éliminer ¢

Exercice 2 :

1. Montrer que le systéme : y1 = x3 cos(x122), Y2 = x3sin(zz2), Y3 = x1 + T3
peut étre résolu pour x au voisinage de tout point xo tel que xo.1.20,3 7 0.

2. Calculer les dérivées partielles au point yo des fonctions obtenues lorsque xo = (1,0, 1).

Exercice 3 : Soit f(z) = (z1,73,23).
1. Vérifier que f est inversible au voisinage de 0 bien que Dgyf ne le soit pas.

2. Ezxpliquer

Exercice 4 : Les fonctions suivantes sont-elles des immersions ¢ des sutmersions ?
1. f:R? - R3 (2,y) — (2,9,0),

(R = R2 (2,9, 2) — (y, 2),

‘R = R, (2,y,2) — 2y + 2yz + 3x2,

: R — R?,t — (sin(2t), sin(3t)),

(R3 — R2 (2,9,2) — (22 +y? + 22, 29),

:R? — R3, (2,y) — (€%, cosy,siny).

S R
- S s S

Exercice 5 : Les ensembles suivants sont-ils des sous-variétés :

SV OGS

@@5@3@?@ 7

Exercice 6 : Les ensembles suivants sont-ils des sous-variétés (si c’est le cas, on précisera la dimension) :
A={(z,y,2) ER® 2z =0 —2(z2 + vy}

B ={(t,t?);t € R}.

C = {(z,y) € R*%zy =0}

D = {(z,y) € R%z >0,y > 0}.

Exercice 7 : Soit A, = {(z,y) € R*; 2% — y* = a}.
Pour quelles valeurs de o € R Iensemble A, est-il une sous-variété de R?.



t
Exercice 8 : Soita > 0. On appelle fenétre de Viviani L’ensemble : V = { <a + acost,asint, 2a sin 2) ,—m <t< 7T}.

1. Soit M = (0,0,2a) Montrer que V' \ {M} est une sous-variété de dimension 1.

2. Montrer que V' est lintersection de la sphére de centre (0,0,0) et de rayon 2a avec le cylindre de centre
(a,0), laze {x =0,y = 0}, et de rayon a.

3. Montrer que V n’est pas une sous-variéte.

Exercice 9 : Soit S = {(z,y,2) € R} 2z + 22 + 2y — z = 0}.
1. Montrer que S est une sous-variété de R3, de dimension 2.

2. Déterminer le plan tangent a C en [origine.

Exercice 10 : Soit C = {(x,y,2) € R®; 4oy + 22z + 4y — 2z = vy + 22 — 2 = 0}.
1. Montrer que C est une sous-variété de R3, de dimension 1.

2. Déterminer le plan tangent a C en [origine.
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Exercice 1 : Soient Uy, Vi, Us, Va des sous ensembles du cercle S* composés de points M = (x,y) pour lesquels
y >0,y <0,z >0,z <0, respectivement. Soient p1,11, pa, 12 des applications de ces ensembles dans R définies
par :

e1(z,y) = hi(z,y) == pa(2,y) = Po(z,y) =y
1. Montrer que les couples (Ur, 1), (Us, p2), (V1,%1), (Va,42) sont des cartes sur S*.
2. Quelles sont les formules qui déterminent les changements de cartes.
3. Montrer que les cartes mentionnées dans 1. sont compatibles.

4. En déduire que S* est une variété différentiable de classe C>.

Exercice 2 :
1. Montrer que le sous-ensemble de R? défini par xy = 0 n’est pas une variété topologique.

2. Montrer que le sous-ensemble de R défini par x* + y? — 2% = 0 n'est pas une variété topologique.

Exercice 3 : On considére le sphére S?
1. Ecrire explicitement les projections stéréographiques oy de pole rord.

2. Ecrire explicitement les projections stéréographiques ¢g de péle sud.
-1

3. Donner la composition R? \ {0} ony §2 \{N,S} £5 R2\ {0},

4. Déduire.
Exercice 4 : Dans leur livre ” Géométrie différentielle”, M. Berger et B. Gostiaux donner la définition suivante
d’une variété abstrais :

Soit X un ensemble, et p > 0 un entier. On appelle ctlas d— dimensionnelle de classe CP sur X, un ensemble
des couples {(Ui, p;) Yicr tels que les trois axiomes suivants sont satisfaites :

i) Le U; sont des sous-ensembles de X ¢t lJ' U, =X,
i€l
ii) chaque ¢; est une bijection de U; dans un ouvert de R, et pour tout couple (i,7),0:(U; NU;) est un
ouvert de RY,

iii) pour tout couple (i,j), Uapplication ¢; o <pi_1 est un isomorphisme de classe C? de ¢;(U; N U;) dans
@i (Ui N Uj).
X est appelé une variété de dimension d de classe CP.
Soit maintenant 9 'ensemble des droites vectoriels de R? (les droites qui passent par Uorigine). 9, len-
semble des droites y = ax, (a € R), I, l'ensemble des droites x = By, (8 € R). On définit les fonctions :

Yyt Dy — a, Yz Dy — B.

1. Montrer que {(Zx,¢z),(Zy, ¢y)} est un atlas unidimensionnelle sur 9, de classe C*>, au sens de si-
dessus.

2. Conclure.
3. (%) Etudier le cas des droites affines de R?.

Exercice 5 : Soit X l’ensemble suivant (Ruban de Mdbius classique) :

X = {((1 + tcosv) cos(2v); (1 + tcosv) sin(2v); tsinw), —

1. Montrer que X est une variété de dimension 2.

2. Montrer que X n’est pas orientable.
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Exercice 1 : Calculer la dérivée extérieure des formes différentielles suivantes :
w1 = cos(zy)dx wo = e”dx — sinydy w3 = zyzdrdy

Exercice 2 : On note ¢ lapplication de R dans R? définie par ¢(t) = (cost,sint) et la forme différentielle w
de degré 1 sur U = R?\{0} définie par : w = m(—ydm + zdy).

1. Calculer p*w.

2. Calculer Uintégrale de w sur S*.

Exercice 3 : On appelle circulation d’un champs de vecteur F le long d’une courbe v de [a,b] dans R™ l'intégrale
b

JRGCORIO
Calculer la circulation de champs de vecteur F(x,y) = (y,—x + 1) le long de v le cercle de centre A(1,0) et
de rayon 2.

Exercice 4 : Soit I' une courbe paramétrée par p = p(t) et 8 = 0(t) en coordonnées polaires, ot t € [a, b].

b
1. Montrer que la longueur de T est / VP2 (t) 4+ p20"2(t)dt.

2. Soit v la courbe d’équation polaire : p = 2(1 + cos0) peur § € [—m;w]. Donner une paramétrisation en
coordonnées polaires de cette courbe et calculer sa longueur

Exercice 5 : Soit S la surface paramétrée par Uapplication : ¢ : (u,v) € D — (u,v,uv), ou D est le disque
d’unité de R?.
1. Donner sous forme d’une intégrale sur D l'awre de la surface de S.

2. En utilisant les coordonnées polaires, calculer cette intégrale.

3. Soit f 1R3> — R, définie par : j(a.y,z) = z — 22. C’alculer// fds.
s

Exercice 6 : Trouver le flur du champs de vecteurs F(x,y,z) = (y,—x,2) o travers de la surface conique
extérieure z = /22 +y%;0 < 2 < 2.

Exercice 7 : A l'aide du théoréme d’Ostrogradski calculer Uintégrale [ [((F.vg)dS du champs F(z,y,z) =

(x,y,2); ou S est une surface entourant le cylindre x* + y? < a? entre les deuz plans z = —1 et z = 1.
2?2y 2

Exercice 8 (x): Montrer que le volume d’ellipsoide — + 72 + — <1 est égale a %.
a c

Exercice 9 : Utiliser le théoréme de Stokes pour trouver | ?intégrale curviligne / (y3dx — x3dy + 2%dz), ou la
C

courbe C est | ?intersection du cylindre x> + y? = a® et le plan x +y + z = b.

sinx

dx.

+oo
Exercice 10 (x): Le but de cet exercice est de calculer la valeur de l'intégrale /
0 x

1. Montrer que cette intégrale est convergente.
2. On considére la forme différentielle w de degré 1 sur U = R?\{0} définie par :
=Y
= m[(x sinz — ycosx)dzx + (x cosz + ysin x)dy|

Montrer que w est fermée.



1
3. Soit R > 1. On considére le domaine D = {(x,y) eR?:y >0, 2 <zt < R2}, et on note I'g
son contour, orienté de sorte a laisser Dr sur sa gauche. Déterminer la valeur de / w.
'r

4. Pour v > 0 on note vy, le demi-cercle {(x,y) € R? : y > 0,22 + 4> = R?}, orienté dans le sens

trigonométrique, puis I, w.
TR
a. Ftudier la limite de I, lorsque r tend vers 0.
b. Montrer que I, tend vers O lorsque r tend vers +o0.
sinx

dx.

—+o0
5. En déduire la valeur de /
O x
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Exercice 1 :

1. 129 —x3lnazg +e*1*2 —1=0,a = (0,1,2).
Soit f la fonction de R® dans R définie par : f(x1,22,73) = 1122 — T3 In a9 + %172 — 1.

8f xr3
S = Ty + e S =x1— — txe
T2

Oz, Oz
9f

af , | of , | B )
a—ml(a) =2 a—m(a) =-2 D (a) = 0. Alors :

Aw woisinage du point a = (0,1,2), Peut- on résoudre l’équation pour x1 et xs.
2. x1+aetaz=1leta}+ai+23=10=(10,0).
Soit g la fonction de R® dans R? définie par : g(x1,%a,73) = (x1 + 22 + 23 — 1,23 + 23 + 23 — 1).

1 1 1 1 1 1
Jg(x1, 0, 23) = ( 9r1 2wy 2 > Donc : Jg(1,0,0) = ( 2 0 0 >

T1-22 = —1Inxy. Donc :

O3

1 1 o e .
Les deux vecteurs ( 0 ) et ( 0 ) sont colinéaires. On peut alors éliminer xo ou T3 au voisinage du

point (1,0,0).
1l existe une fonction hy tel que (x1,23) = h(xs
1l existe une fonction hg tel que (x1,22) = h(xs

).
).

Exercice 2 :

1. On a le systéme : y; = 3 cos(z12), Y2 = w3 sin(zra-), Y3 = x1 + T3
Soit f la fonction de R® dans R® définie par : f(x1, 29, 23) = (w3 cos(z122), x3sin(x122), 1 + 23).
—xoxzsin(z1zy) —xix3sin(ziws)  cos(zixe)
Jf(x1,29,23) = xoxzcos(x122)  xixzcos(a xy)  sin(xiza)
1 0 1
Donc : detJ f(x1,x2,x3) = —x123
On peut alors résoudre ’équation au voisinage de tout point xq tel que o 1.x0,3 7# 0.
2. xg= (1707 1)»2/0 = (17072)7 Jf_l(y@) < (Jf(xo))_l
0 0 1 1 0 -1
Ona:Jf(zo)=1 1 1 0 , Donc : Jf~ Y (yo) = 1 -1 -1
10 1 -1 0 0

Exercice 3 : f(z) = (z1,73,23).

1. On peut facilement vérifier que f~1 existe et on a : f~1(x) = (:rl,xé,xgé).
1 0 0 1 00
Jf(xy,z0,23) = 0 323 0 . Donc : Jf(0,0,0)={( 0 0 O
0 0 528 00 0

Alors, detJ f(0,0,0) =0, i.e Dof n’est pas inversible.

2. On conclu que la condition Dy, f dans le théoréme d’inversion local n’est pas nécessaire.
Exercice 4 :
1 0
L[R2 5 R (2,y) — (2,9,0),Jf = | 0 1
0 0

rangJ f = 2 = dimR? ’ensemble de début. Donc : f est une immersion.

2-f:R3%R2,($7y,z)H(y7Z),Jf=(0 ! 0>.

0 01
rangJ f = 2 = dimR? l’ensemble de d’arrivé. Donc : f est une submersion.
Y+ 3z
3. fiRP =R (1,y,2) — 2y +2yz+ 3wz, Jf =Vf=| z+22
2y + 3z

Vf =0 si et seulement si x =y = 0. Donc : f est une submersion sur R3\ {(0,0,0)}



4. f:R = R2t+— (sin(2t),sin(3t)), f/(t) = (2cos(2t), 3 cos(3t)).
f'#0. Donc : f est une immersion.

5. [R5 R? (,y,2) — (22 + 7 + 2% ay), Jf = ( 2 2y 202
rangJ f <2 si(x,y,2) = (x,2,0) ou (z,y, 2) = (x,—,0), i.e (x,y,2) € Uect{(l7 1,0)}Uvect{(1,-1,0)}.
Donc : f est une submersion sur R3 \ [vect{(1,1,0) } U vect{(l, 1,0)}

x

e
6. f:R? = R3 (2,y) — (&%, cosy,siny), Jf = 0 —siny
0 cosy

rangJ f = 2 = dimR? ’ensemble de début. Donc : f est une immersion.

Exercice 5 : Les ensembles suivants sont-ils des sous-variétés :

LSV OGRS

Y Y

Premiére ligne (de gauche a droite) :
La premiere, la troisiéme, la cinquieme et la siziéme soat des sous- variétés.
La deuxiéme, la quatrieme et la septieme ne sont pas des sous-variétés a cause de points doubles.
Deuziéme ligne (de gauche a droite) :
La troisiéme et la septieme ne sont pas des souc-variétés, car elles ont des coins.
Pour les autres, la réponse dépend ou non de | Zinclusion du bord dans ces parties : si on n ?inclut pas le bord,
ce sont des sous-variétés, tandis que si on inclut le bord, ce ne sont pas des sous-variétés.

Exercice 6 :

A={(r,y,2) Rz =2 —2(2% +y?)}.
Soit la fonction f définie de R® dans R par : f(z,y,2) =2 — 2(2® + y?) — 2

1—4x
f est de classe C*® etona:Jf=Vf= —4y
1

rangJ f = 1, dimension d’ensemble d’arrivée. Alors, Uapplication f est une submersion de classe C'°.
D’apres proposition 2.2, A est une sous-variété de dimension m =3 — 1 =2, de classe C*.

B ={(t,t?);t € R}.
Soit la fonction g définie de R dans R? par : g(t) = (t,t?). g est de classe C™ et on a : g'(t) = (1,2t).
Soit tg € R, on a ¢'(tg) # 0, d’aprés théoréme d’inversion local il existe un voisinage ouvert Uy de tg dans R, un
ouwvert Og de R?, une application po = gu,, différentiable de classe C>°, homéomorphisme de U, dans O, N B.
vy # 0, donc rangel, = 1 dimension d’ensemble de début. Alors, Uapplication g est une immersion de classe
C>.
D’apres définition 2.1, B est une sous-variété de dimension 1, de classe C*°.

C = {(z,y) € R*zy = 0}.
C n’est pas une sous-variété de R?, car (0,0) est un point double de C.

D = {(z,y) € R%;x >0,y > 0}.
Supposons que D est une sous-variété de dimension 1. Posons a = (1,1) € D. Il existe alors U, un voisinage
(intervalle) ouwvert de 0 dans R, O, un voisinage de a dans R? et pq de Uy dans O, N D une immersion,
homéomorphisme de U, sur O, N D vérifiant ,(0) = a. En particulier, ¢! doit étre continue. C’est impossible,
car elle envoie l’ensemble connexe D N (O,) \ {a} sur ensemble non connexe U, \ {0}.
Supposons maintenant que D soit une sous-variété de dimension 2. Alors, il existe U, un voisinage de 0 dans



(0.0)

R2, Oy un voisinage de b = (0,1) dans R? et ¢, de U, dans O, N D une immersion, homéomorphisme de U,
sur Oy N D vérifiant p,(0) = b. Mais c’est impossible, car U, est ouvert alors que O, N D ne l’est pas.
Donc D n’est pas une sous-variété.

Exercice 7 : A, = {(z,y) € R*2? —y? = a}.

Soit la fonction f définie de R? dans R par : f(z,y) = 2% —y%. Ona : Ay = f71({a})

f est de classe C*° et ona : Jf =Vf = ( ;z )

VJf #0 si et seulement si (0,0) ¢ A, i.e a # 0. Donc :

Si o # 0, est une valeur réguliére de f. D’aprés proposition 2.2, A, = f~ ({a}) est une sous-variété de
dimension m =2 —1 =1, de classe C*°.

Sia#0,40={z=0}N{y =0} nest pas une sous-variété de R?, car (0,0) est un point double de Ay.

t
Exercice 8 : Fenétre de Viviani : V = {<a+acost,asint,2asin 2) ,—m<t< 77} , M = (0,0,2a).
. Lt
1. VA{M} = {<a+acost,a51nt,2asm2> T <t < 7T}.

t
Soit la fonction f définie de [—m,n[ dans R? par : f(t) = (a + acost,asint,2asin 2) . [ est de classe

t
C® etona:f(t)= <asint,acost,acos 2).
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Soit tg € [—m,w[, on a f'(to) # 0, d’aprés théoréme d’inversion local il existe un voisinage ouvert Uy de
to dans R, un ouvert Oy de R?, une application v = gu,, différentiable de classe C°°, homéomorphisme
de U, dans O, NV\{M}. ¢} # 0, donc rangpy = 1 dimension d’ensemble de début. Alors, Uapplication
o est une immersion de classe C*°.
D’aprés définition 2.1, V \ {M} est une sous-variété de dimwension 1, de classe C°.
2. C: Soit (xz,y,z) € V. Donc; x =a+acost,y =asint,z = 2asin%, —r<t<m.
hl t
22 +y? +22 = a®+2a’cost + a®cos?t + a’sin” t + 4a” sin® 3

t t
= 2a? +2d? cos(2§) + 4a? sin? 5

t t
2a” + 2a*(1 — 2sin? ;) + 4a® sin? 3

4
= 4a?
Donc (z,y,z) appartient au sphére ae centre (0,0,0) et de rayon 2a.
(x —a)® + 1y = a®cos? t + a®sin” = a?.
Donc (x,y,z) appartient au cylindre de centre (a,0), Uaze {x = 0,y = 0}, et de rayon a.
D: Maintenant, soit (x,y,z) tel que 22 + y* + 22 = 4a? et (z — a)? + y* = a?. Alors :

2?24+ 192+22 = a®+42a2cost + a?cos®t + a?sin’t + 22
t
= 2a® + 2d* 005(25) + 22

t
= 2a® +2d*(1 — 2sin? 5) + 22
= 4a®+2*-2sin® L
Comme z2 + 1y 4+ 2% = 442, on a : 2* — 2a® sin® % =0.
t T . .t
Tenant en compte 3 € [—5, —5} On peut écrire alors z = 2asin 3
3. V n’est pas une sous-variété a cause de point double M.

Exercice 9 : Soit S = {(z,y,2) € R} 2z + 22+ 22 + 2y — z = 0}.
1. Soit la fonction f définie de R® dans R? par : f(x,y,2) =1z +2x+2y —2. On a : S = f~1{0}
z+2
f est de classe C>® et ona : Jf =Vf = 2
z—1
rangJ f = 1, dimension d’ensemble d’arrivée. Alors, Uapplication f est une submersion de classe C'.
D’aprés proposition 2.2, S est une sous-variété de dimension 2, de classe C°.

2. Plan tangent a C en Uorigine :
On a : Dio,o,0)f = (2,2,-1) et T(0,0,00S = kerD 0,0 f = {(z,y,2) € R®: 22+ 2y — 2 = 0}.

Exercice 10 : C = {(z,y,2) € R 4oy + 222 + 4y — 2 = xy + 22 — 2 = 0}.



1. Soit la fonction f définie de R® dans R? par : f(x,y,2) = (4ay + 2wz + 4y — z, 2y + 22 — 2).
On a:C = f~1(0,0)}. f est de classe C* et on a : Jf = ( dy+2z dvd 2ol )

y+2 x -1
dy+2z=a(y+2) ---(1)
rangJ f < 2 si et seulement s’il existe « € R tel que { 4r+4 = ax - (2)
2z — 1= —« - (3)

De (3) on trouve o =1 — 2.

Substitutions la valeur obtenue de o dans (2) on trouve 2% + 3z + 4 = 0, non résoluble dans R.

Donc rangJ f = 2, dimension d’ensemble d’arrivée. Alors, 'application [ est une submersion de classe
C*.

D’aprés proposition 2.2, C' est une sous-variété de dimension m =3 —2 =1, de classe C°.

2. Plan tangent a C en lorigine :

0 4 -1
D,0,0)f = ( 9 0 —1 ) et ToC = kerDg0,00f = {(z,y,2) € R3: 4y —2=0,2r —z = 0}.

dy—2=0 z =4y z =4y
{ 20 —2=0 (:){ 20 = 2 (:){ T =2y

Donc : T0,0,00C = {(2y,y,4y),y € R} = vect{(2,1,4)}
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Exercice 1 : ¢1(z,y) = ¥1(2,y) =2 @2(z,y) = 2(z,y) = y.
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1. Les fonctions p1, 2,1, sont des bijections de Uy, Us, V1, Va dans | — 1,1[, continues, ainsi que ses
réciproque. Done, @1, @2, 101,12 sont des honi.éomorphismes de Uy, Us, Vi, Vo dans ] — 1, 1].
Alors : les couples (Uy, 1), (Us, 02), (Vi,¥1), (Va,t2) sont des cartes sur S*.

2. Onait :UyNUz = {(z,y€St:x>9y -0}, UiNnVo={(z,yc S :2<0,y>0)},VinUy = {(x,y €
St Z.”L'>0,y<0)},V10V2 :{(1‘71/6 51 2$<O,y<0)},UlﬂV:Ugﬂ‘/2 = 0.

On a alors les formules de changement des cartes :
—1
1

0,1 2 uvynu, & 10,1

= (zy) — (ko (@) =y=V1-2?
—1,00 25 thinve 10,1

x —  (x,y) — (g0 cpl_l)(x) =y=+v1-22
] —1,0] o VinU, 2 10,1

y = @y o (paoi(y) =2 =/1—y?
—Lo % wvinw % |~ 1,0[

y o () v (o Ny) =2 =—1—?

3. Les applications précédentes sont C*° difféomorphismes. Donc : les cartes mentionnées dans 1. sont
compatibles.

4. Enfin : ST = U UU,UU3UUy. On a : construit un atlas unidimensionnel {(Uy, 1), (Us, p2), (V1,91), (Va,2)}

de classe C™. Alors : St est une variété différentiable de dimension 1 classe C™.

Exercice 2 :
1. A= {(x,y) € R? : zy = 0}.
Awu voisinage ouvert U de point (0,0) € A, on ne peut pas trouver un homéomorphisme d’un segment
Ja,b[C R dans U N A. Donc : A n'est pas une variété topologique.
2. B={(z,y,2) € R3: 2% +y? — 22 = 0= 0} (cone).
Awu woisinage ouvert V' de point (0,0,0) € B, on ne peut pas trouver un homéomorphisme d’un ouvert
O C R? dans V N B. Donc : A n’est pas une variété topologique.



Exercice 3 : §? = {(z,y,2) e R3 : 22 + 4% + 22 =1}
1. On a:
on: ST\ {N} — R?
M(z,y,z) +— P(a,B8,-1)=(NM)Nn{z= -1}
(NM) désigne la ligne qui passe aux points N et M.

Puisque P ¢|N M|, il existe k > 1 tel que : P—N = k(M —N), ce qui donne : (a, 8, —2) = (kx, ky, kz—k).
On a alors kz =k — 2.

Comme M € S?, on a : x> +y*> + 22 = 1. Donc : (kx)? + (ky)* + (k2)? = k%

Donc : (2% + y?)k? + (k — 2)% = k2, alors : (2> + y*)k* — 4k + 4= 0.

14+ /11— (22 + y"\
Tenant en compte k > 1, on trouwve k = ——————

x? + u?
x4+ xy/1— (22 4+ y?) y—l—z/\/-l— (2 +y?)
D ,—1].
onc : @N(x Y,z ) < l'2+y ) $2+y
2. Ona:
ps: SE\{S} — R2

M(z,y,2) — Qa,p,1) = (SM)N{z=1}
(SM) désigne la ligne qui passe aus: poiats S et M.

/\/f

e

Puisque Q ¢)|SM|, il existe k > 1 tel que : Q— S = k(M —S), ce qui donne : (o, B,2) = (kx, ky, kz+ k).
On a alors kz =2 — k.

Comme M € S?, on a : x> +y*> + 22 = 1. Donc : (kx)? + (ky)* + (k2)? = k%
Done : (2% + y?)k?* + (2 — k)% = k2, alors : (2> + y*)k* — 4k +4=0.



1+ 17(x2+y)

Tenant en compte k > 1, on trouve k =

x? + y?
x+xy/1— (22 +y?) y—i—y 1— (22 +9y?)
Donc : pg(x,y,2) = s o 1.

—1
3. La composition R? \ {(0,0)} I, §2 \ {N, S} £5% R2\ {(0,0)} :
On a :¥(z,y) € R*\{(0,0)} : (s 0 ¢x')(z,y) = (z,9).
4. Posons : Uy = S?\ {N},Us = S?\ {S}. On trouve :
>)<) S? = Uy UUg,
#x) pgopy' est un C difféomorphisme de R*\ {(0,0)} dans R?\ {(0,0)}, i.e (Un,¢n), (Us, ps) sont
deuz cartes compatibles, et {(Un,¢on), (Us,¢s)} est un atlas bidimensionnel de classe C°.
Alors, S? est une variété de dimension 2 de classe C™.

Exercice 4 :
P2={D:ax+by=0,a,beR}, P, ={D:y=azx,a € R},Z2, ={D 2= py,B € R},
Yy 1 Dy — a, 0z Dy — B.

1. i) Il est clair que D, C 2,2, C D et D = D, U D,.
ii) Les fonctions ¢g, ¢, sont bijectives de D, dans R, respectivement 2, dans R,
iii) Ona:2,N2y={D:y=ax,a € R*} ={D :x = py,[ € R*}, qui est un ouvert de R.

-1
R* = 2,n9, %% R*
@ w=ay o (pyop ) =1
py o, € C®, et de méme @, 0 @,
Montrer que {(Px, vz), (Py, py)} est un atlas unidimensionnelle sur 9, de classe C™.
2. 9 est une variété de dimension 1, de classe C'n fty.

3. Les droites affines sont des droites D : ax + by + ¢ = 0. On pose :
9={D:av+by+c=0,a,b,ceR}), D, ={L y=ar+v,0a€R}), D, ={D:2=0y+34 3R},

pr:@y*)(avq/)a @x-@z‘)(ﬁad)
Suivant les étapes précédentes, l'ensemble des droites affines de R? est une vari”t” de dimension 2, de
classe C°.
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Exercice 1 : Dérivée extérieure :
i) wy = cos(zy)dx
dwy = D(cos(zy))dx
= (—ysin(zy)dr — zsin(zy)dy)dx
= —uzsin(zy)dydx
= zsin(zy)dedy
il) wo = e%dx — sinydy
dws = D(e®)dx — D(siny)dy
= (e*dx)dx — (cosydy)dy
= 0
iii) w3 = xyzdxdy
dws = D(xyz)dxdy
= (yzdz + zzdy + xydz)dzdy
(yzdxdxdy) + (xzdy)dxdy + (xydz)dzdy
= xydzdxdy
—xydrdzdy
= xydzdydz

Exercice 2 : ¢(t) = (cost,sint),U = R*\{0},w = — dx + fgb—zdy = f(z,y)dz + g(x,y)dy.

_Yy
x2 4 92 +y

1. Calcule de p*w.

dp*wU = f(cost,sint)Dy(cost) + g(cost,sint) Dy (sint)
sint oS¢
= —————(—sintdt) + < costdt
c052t+sin2t( ) cos?t tsin 2t( )
= dt
= h(t)dt

2. Intégrale de w sur S* :
On sais que S' = {(cost,sint),t ¢| — =, 7]}. Donc :

/w: _: h(t)dt =

Exercice 3 : F(z,y) = (y,—z + 1), A(1,0),7 = C(A,2),v(t) = (z,y) € R*(1 + cost),2sint),t €] — 7, 7.
La circulation de champs de vecteur le long de ~y :
/ (F(y(t).4 (t)dt = / (2sint, —2(1 + cost) + 1).(—2sint, 2 cost))dt
= / [—4sin®t + 2cost(1 — 2cost)|dt

—Tr

= / [2cost — 4]dt

= =8
Exercice 4 : T'(t) = (p(t),0(t)),t € [a,b].
b
1. La longueur de T est LT = / x'2(t) + y'2(t)dt.

On a :x(t) = p(t)cosO(t),y(t) = p(t) sin 6(¢).
Done : 2/'(t) = p'(t) cos O(t) — p(t)0' (¢ )sin@( ),y (t) = p'(¢t) 51119(15) p(t)0'(t) cosO(t). Alors :
22(t) +2%(t) = p?(t)cos®O(t) + ( )02 (t) sin? O(t) — 2p(t)p’ (t) cos O(t) sin O(t)
+p%(t) sin O(t) + p>(t)0"%(t) cos? O(t) + 2p(t)p’ (t) cos A(t) sin H(t)
W e
Donc :

b
LT :/ VP12 (t) + p2072(t)de.



2. Soity:p=2(14cosh),0 € [—m; 7| (cardioide).
v est une courbe paramétrique définie sur un intervalle [a,b] par : y(t) = (p(t),0(t)).

2

-2

b b
Ly = / \/[4 sin? 0(t) 4+ 4(1 + cos? 6(t)))0"2(t)dt = / 2V/2|6(¢)|dt.
D’apres la représentation graphique, 6 est décroissante (1.e 0'(t) < 0) sur ] — 0] et croissante (i.e
0'(t) > 0) sur]0,7]. Donc, si on pose 6 = 0(t), on trouve : df = @'(t)dt, alors :

0 T
Loy = / —2v/2d9 + / 2v/2d0 = 4v/27.

0

Exercice 5 : S la surface paramétrée par : v : (u,») € D — (u,v,uv), ou D = {(u,v) € R? : u? +v? < 1}.

1. L’aire de la surface de S est :

"J/%’% D@y, ¢3) |° | D(wha, 03) | :
//( *‘ D |+ Do ) dudv
Do) |1 0| _ D1, ¢2)| |1 w Dy, ¢2)| |0 w|_ ,
’D(uw) “0 1"1 'Dw,v) “0 v ‘Dw,v) "1 p | T done

A:// V1 +u? 4 v2dudv
D

2. u=rcosb,v=rsinf,0<r<1,—7 <6 <m, alors :
T 1
27(24/2 — 1
A:/ da/ 7‘\/1+7‘2d7‘:7ﬂ(\3[ )
- 0

3. Soit f :R3 — R, f(x,y,2) = 2 — 22,

//fds = //f(u7v)\/1+u2+v2dudv
s
= //g(uvuz)\/lJruQJerdudv
D
™ 1
/ / 73(cos @sin § — cos® ) \/1+r2drd0
0



Exercice 6 : F(z,y,2) = (y,—2,2),S = {(7,y,2) ER3: 2 = /a2 + y2;0 < 2 < 2}.
S=0V ouV ={(z,y,2) ER3:0< 22 +9%<4;,0< 2 <2}.

Le flur du champs de vecteurs F' a travers de S est /(F.I/S)dS.

s
D’apres la formule d’Ostragradski : / F.vgdS = / (divF)dxdydz :/ dxdydz.
1% 1%

En utilisant les cordonnées cylindriques (r cosf,rsinb, z), on trouve :

2 2 T
/ FvgdS = / / / dzdrdf = 8=
S 0 0 -7

Exercice 7 : F(z,y,2) = (2,y,2),divF = 3,0 = {(z,y,2) € R® : 22 + ¢y? < a?, -1 <z < 1}
S=0C={(z,y,2) eER3: 2?2 +¢y? =a? -1 <z < 1}
D’apres la formule d’Ostrogradski : / FvgdS = / (divF)dzxdydz :/ 3dxdydz.

c c

s
En utilisant les cordonnées cylindriques (r cosf,rsiné, z), on trouve :

1 a T
/ FrgdS = / / / 3rdzdrdd = 6ma®.
S —-1J0 -7

Exercice 8 (x):

Exercice 9 : w = y3dx — 23dy + 23dz.

C=0V={(x,y,2) eR®: 2 +y* = a*} N {(z,y,2) eR® : x4y + 2 = b}

avec V = {(z,y,2) e R3: 22 + 92 < a?} N {(z,y,2) ER® 12+ y+ 2 =b}

V est compact car —a <x <a,—a<y<a,b—a<z<b+a.

On peut écrire V.= {(rcosf,rsinf,b —rcosf —rsinf);0 <r < a,—w < 0 < 7}.

D’aprés la formule de Stockes : | w= /3 dw.
c v

Soit ¢ la fonction de | — a, a[x] — m, 7| dans v définie par - ©'r,0) = (rcosf,rsinf,b — rcosf — rsinf).
D .9y = (cos 0dr — rsin 0df, sin Odr + r cos 0df), —(cos 6 + in )dr + r(sin @ — cos 0)db)
p*dw = w(rcosf,rsind,b—rcos —rsinf)o D g
3(r? cos? O + r2 sin® 0)(cos fdr — r sin 846 ) {sin Odr + r cos 0d0)
3r2(r cos? Odrdf — rsin? OdOdr)

= 3ridrdf
Donc : . by
/ (yPde — 23dy + 22dz) = /O dw = / d9/ 3r3dr = 2ma’.
C \%4 v =T 0

Exercice 10 (%) :



