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Chapitre 1

Un peu de calcul différentiel

Dans ce chapitre on va considérer des applications de Rn dans Rm.
Pour des notions plus générale en réfère aux livres de calcul différentiel dans les espaces de Banach.

1.1 Applications de classe Cr

Soit une fonction f : U → V où U est un ouvert de Rn, et V est un ouvert de Rm . Soit (e1, . . . , en)
la base canonique de Rn, et Soit (e1, . . . , em) la base canonique de Rm

Définition 1.1. On dit que f est différentiable en a ∈ U s’il existe une application linéaire Daf :
Rn → Rm, telle que

∀h ∈ Rn; a+ h ∈ U ⇒ f(a+ h)− f(a) = Daf(h) + ‖h‖ϵ(h)
où lim

h→0
ϵ(h) = 0 dans F .

ou de façon équivalente lim
h→0

‖f(a+ h)− f(a)−Daf(h)‖
‖h‖ = 0.

On dit que f est différentiable sur U si elle est différentiable en tout point de U .

Exemple 1.1. . Une application réelle définie sur un voisinage de a ∈ R est différentiable en a si elle
est dérivable en a. De plus : ∀x ∈ R : Daf(x) = f ′(a).x

Définition 1.2. Soit f un fonction de U dans V.

i) On dit que f est de classe C1 sur U si pour tout a ∈ U l’application Daf est continues, et on écrit
U ∈ C1(U, V ).

ii) On définit de même l’espace U ∈ Ck(U, V ) (k > 1) comme étant l’ensembles des fonctions k fois
continuement différentiables.

iii) On pose : C∞(U, V ) =

∞⋂

k=1

Ck(U, V )

Définition 1.3. Soit ν ∈ Rn tel que ‖ν‖ = 1. Posons D = {t ∈ R : a + tν ∈ U}, et soit la fonction
ψ : D → R, qui est définie par ψ(t) = f(a + tν). Si la fonction ψ est dérivable au point 0 on appelle
ψ′(0) la dérivée au direction de ν, on le note par ∂f

∂ν
, et on écrit ∂f

∂ν
= Daf(ν) = lim

t→0

f(a+ tν)− f(a)

t
.

En particulier ∂f

∂xi
= Daf(ei).

Définition 1.4. On pose f = (f1, f2, . . . , fm). On appelle matrice Jacobienne de f la matrice J f =(
∂fi
∂xj

)

1≤i≤m,1≤j≤n
.
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Théorème 1.1. On dit que f est de classe C1 si tout les dérivées partielles sont continues.

Remarque 1.1. On définit les dérivées partielles d’ordre supérieures : ∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
=

∂

∂xi1

(
∂k−1f

∂xi2 . . . ∂xik

)

1.2 Quelques théorèmes
Définition 1.5. Etant données deux ouverts U et V de Rn. On dit qu’une fonction ψ de U et V est
Ck− difféomorphisme (k ≥ 1) si :

i) ψ ∈ Ck(U, V ),

ii) ψ est bijective,

iii) ψ−1 ∈ Ck(U, V ).

Remarque 1.2. Si ψ est un Ck− difféomorphisme de U dans V, alors pour tout x ∈ U, Dxψ est un
isomorphisme de Rn dans Rn, et on a : Dψ(x)ψ

−1 = (Dψx)
−1

Définition 1.6. Soit U, V deux ouverts de Rn, et f une application de classe Ck(U, V ) (k ≥ 1). On
dit que f est étale en un point x ∈ U si Dxf est un isomorphisme.
Si f est étale en tout point ∈ U, on dit que f est étale sur U .

Théorème 1.2 (inversion locale). Soit ψ : Rn → Rn une application de classe C1 telle que Dx0ψ est
inversible pour x0 ∈ Rn. Alors, ψ est un difféomorphisme local au voisinage de x0, c’est à dire qu’il
existe des ouverts U et V de Rn contenant x0 et ψ(x0) tels que ψ|U est un C1− difféomorphisme.

Remarque 1.3. Le théorème d’inversion locale dit que, si f est de classe C1, au voisinage d’un point
où elle est étale, c’est un C1− difféomorphisme locale.

Théorème 1.3. Soit F une fonction de classe Ck, définie sur un ouvert U de Rp × Rq, à valeurs
dans Rq. Soit (a, b) ∈ Rp ×Rq tel que F (a, b) = 0. On suppose que la matrice

(
∂Fi
∂yj

(a, b)

)

1≤i≤q,1≤j≤q
est inversible. Alors il existe un voisinage ouvert U de (a, b) dans Rp ×Rq, un voisinage V de a dans
Rp et une fonction g : V → Rq de classe Ck tels que, pour tout (x, y) ∈ U , on a F (x, y) = 0 si et
seulemen si y = g(x).

Définition 1.7. Etant données un ouvert U de Rn, et soit f une fonction de classe C1 de U dans
Rm. On dit qu’un point x ∈ U est un point critique si rangDxf < min{n,m}.
On dit que x est régulier si x est non critique.
Le lieu critique C est l’ensembles des points critiques, alors Vc = f(C) estappelé l’ensembles des valeurs
critiques de f .

Exemple 1.2. [9] f : R2 → R2, définie par : f(x, y) = (x, y2). On a : C = Vc = R× {0}.
Théorème 1.4. [Sard] [9] Etant données un ouvert U de Rn, et soit f une fonction de classe Ck (k ≥ 1)

de U dans Rm. Alors, si k > m

n
− 1, l’ensemble des valeurs critiques de f est négligeable.

1.3 Immersion, submersion
Définition 1.8. Soit U un ouvert de Rn, et f une application de U dans Rm. On dit que f est une
immersion en un point x ∈ U si Dxf est injective.
Si f est une immersion en tout point ∈ U, on dit que f est une immersion sur U .

Théorème 1.5. [3, 15] Soit U un ouvert de Rn, et f une application de classe Ck de U dans Rm, qui
soit une immersion en un point x ∈ U . Alors, il existe un voisinage ouvert V de f(x) et un ouvert W
de Rn, tels que f(U) ⊂ V, et il existe un Ck− difféomorphisme g de V dans g(V ), tel que la restriction
de g ◦ f à W soit la restriction cannoique de Rn × {0}m−n dans Rm.
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Exemple 1.3. [3] U =]a, b[ un intervalle ouvert, et f :]a, b[→ R2 une courbe paramétrique.

Définition 1.9. Soit U un ouvert de Rn, et f une application de U dans Rm. On dit que f est une
submersion en un point x ∈ U si Dxf est surjective.
Si f est une submersion en tout point ∈ U, on dit que f est une submersion sur U .

Théorème 1.6. [3, 15] Soit U un ouvert de Rn, et f une application de classe Ck de U dans Rm,
qui soit une submersion en un point x ∈ U . Alors, il existe un voisinage ouvert V de f(x), et un
Ck− difféomorphisme g de V dans g(V ), tel que la restriction de f à V soit égale à π ◦ g, où π est la
progection cannoique de Rn sur Rm.

Théorème 1.7. [15, 16] Soit U un ouvert de Rn contenant 0, et f une application de classe Ck de
U dans Rm, qui soit une application de rang constant r ≤ min{n,m} sur un voisinage de 0 avec
f(0) = 0. Alors, il existe un Ck− difféomorphisme locale ψ de Rm en 0, et Ck− difféomorphisme
locale φ de Rn en 0, tels que au voisinage de 0 on ait : ψ ◦ f ◦ φ(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0).
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Chapitre 2

Sous - Variété de Rn

2.1 La notion d’une sous - variété
Soit n,m ∈ N tels que n > 1 et 0 ≤ m < n. On peut écrire Rn = Rm × Rn−m. Soit k ∈ N ∪ {+∞}

Définition 2.1. Soit V une partie de Rn. On dit que V est une sous-variété de Rn de dimonsion m,
et de classe Ck si pour tout x ∈ V il existe un ouvert Ux de Rm, un voisinage ouvert Ox de x dans
Rn et une application φx : Ux → Ox tels que :

i) L’application φx est différentiable de classe Ck,

ii) l’application φx est un homéomorphisme de Ux dans V ∩Ox,

iii) l’application φx est une immersion sur Ux.

L’application φx est un paraméetrage local de la sous-variété V en x. Son inverse φ−1
x : Ox∩V → Ux,

est une carte ou encore un système de coordonnées (locales) de la sous-variété V en x.
n−m est appelé la codimension de la sous-variété V de dimension m de Rn.
Une sous-variété de codimension 1 est appelée hypersurface.
Une sous-variété de dimension 2 est appelée surface.

Proposition 2.1. [16] Soit U un ouvert de Rm, et f : U → Rn−m une fonction différentiable de
classe Ck. Le graphe de φ, i.e lensemble Graphe(f) = {(x; f(x)), x ∈ U} est une sous-variété de Rn
de dimension m.

Théorème 2.1. [3, 9, 15, 16] V ⊂ Rn est une sous- variété de Rn de dimonsion m et de classe Ck si
et seulement si pour tout point x ∈ V , il existe un voisinage ouvert Ox de V dans Rn, un isomorphisme
linéaire A : Rn → Rn, un ouvert U de Rm et une application f : U → Rn−m de classe Ck tels que
V ∩Ox = V ∩ {A((y, f(y)); y ∈ U}.

Proposition 2.2. [9, 16] Soit f : U → Rn−m une fonction différentiable définie sur un ouvert V de
Rn.

1. Soit x ∈ U tel que f est submersion au point x. Posons a = f(x). Alors il existe un voisinage
ouvert U1 de x dans U tel que f−1{(a} ∩ U1 est une sous-variété de dimension m de Rn.

2. Soit a une valeur régulière de f . Alors V = f−1{(a} est une sous-variété de dimension m de Rn.

Théorème 2.2. [3, 15, 16] V ⊂ Rn est une sous- variété de Rn de dimonsion m et de classe Ck si
et seulement si pour tout point x ∈ V , il existe un voisinage ouvert Ux de x dans Rn, et une fonction
Ψ : Ux → Rn−m, de classe Ck, dont 0 est valeur régulière tels que V ∩ Ux = Ψ−1{0}.

Corollaire 2.1. [3] V ⊂ Rn est une sous- variété de Rn de dimonsion m et de classe Ck si et seulement
si pour tout point x ∈ V , il existe un voisinage ouvert Ux de x dans Rn, et n−m fonctions ψi : Ux → R,

de classe Ck, telles que les formes linéaires Dxf sont indépendantes, et que V ∩Ox =
n−m⋂

i=1

ψ−1
i {0}.
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Théorème 2.3. [3, 9, 15, 16] V ⊂ Rn est une sous- variété de Rn de dimonsion m et de classe Ck
si et seulement si pour tout point x ∈ V , il existe un voisinage ouvert Ux de x dans Rn, un ouvert Ox
dans Rn, et un Ck− difféomorphisme Φ : Ux → Ox, tels que Φ(V ∩ Ux) = Ox ∩ Rm.

Définition 2.2. Soit V une sous-variété de Rn. Le bord de V est ∂V = V \ V . Une sous-variété sans
bord est une sous-variété V telle que ∂V = ∅.

2.2 Exemples
Exemple 2.1. [16] Une sous-variété de dimension 0 de Rn est un ensemble discret.

Exemple 2.2. [16] Un sous-espace vectoriel ou affine de Rn de dimension m est une sous-variété
linéaire.

Exemple 2.3. [16] Un ouvert O d’une sous-variété V de Rn est une sous-variété de Rn, de même
classe de régularité, et de même dimension.

Exemple 2.4. [3, 16] le cercle C(a, r) de centre a et de rayon r dans R2 est une sous-variété de R2.
Généralement la sphère Sm = {x = (x1, x2, . . . , xm, xm+1) ∈ Rm+1 : |x| = r} est une sous-variété de
dimonsion m, et de classe C∞

Exemple 2.5. [16] V = [0,+∞[. Tout voisinage ouvert connexe de 0 est de la forme [0, a[, a > 0, qui
n’est jamais homéomorphe à Rm.

Exemple 2.6. [16] S = (R × {0}) ∪ ({0} × R). Tout voisinage connexe de (0, 0) dans V est encore
homéomorphe à V . Or V \{(0, o)} possède 4 composantes connexes, ce qui montre que V ne peut être
homéomorphe à un Rm.

Exemple 2.7. [16] V = {(t2, t3), t ∈ R}. Le point (0, 0) est un point de rebroussement de première
espèce. Oon ne peut pas trouver de paramétrage local en ce point.

Exemple 2.8. [16] V = {(t3−4t, t2−4), t ∈ R}. L’application t 7−→ (t3−4t, t2−4) est une immersion
en tout point, mais l’image n’est pas une sous-variété à cause du point multiple en (0, 0).

Exemple 2.9. [Tore][3, 16] Soit T2 le tore d’axe D = {(x, y, z) ∈ R3 : x = y = 0}, dont les distances
respectivement minimale et maximale à l’axe sont 1 et 3, défini par :

T2 = {(x, y, z) ∈ R3 : (
√
x2 + y2 − 2)2 + z2 = 1}

Exemple 2.10. V =

{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 − 2z√

3
= 0, x2 + y2 + z2 < 1

}
est une sous-variété

(calotte sphérique). Son bord est le cercle d’équation
{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 =

1

4
, z =

√
3

2

}
.

Exemple 2.11. V = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2} n’a pas de bord.

2.3 Espaces tangents
Définition 2.3. Soit V une sous-variété de dimension m de Rn. On dit que v ∈ Rn est un vecteur
tangent de x ∈ V s’il y a une courbe paramétrée α : I → Rn, où I est un intervalle ouvert de R
contenant 0, telle que α(0) = x, α′(0) = v.
On appelle espace tangent à V en x, et on le note par Tx l’ensemble des vecteurs tangents à V en x.

Théorème 2.4. [3, 16] Soit V une sous-variété de dimension m de Rn, et soit x ∈ V . Alors, Tx est
un sous-espace vectoriel de Rn.

9
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Définition 2.4. Soit V une sous-variété de dimension m de Rn, Tx l’espace tangent à V en un point
x ∈ V . On note Tx le sous-espace affine qui passe au point x, est dirigé pat Tx. On appelle Tx l’espace
affine tangent de V au point x.

Proposition 2.3. [16] Soient V une sous-variété de dimension m de Rn, x ∈ V , et φ : U → V
un paraméetrage local de V en x. Notons u = (u1, . . . , um) la variable d’une fonction définie sur
U ⊂ Rm. Soit (e1, . . . , em) la base canonique de Rm. Posons φui(u) = Duφ(ei) =

∂φ

∂ui
(u). Alors pour

tout u ∈ U, (φu1(u), . . . , φum(u)) est une base de Tφ(u).

Proposition 2.4. [3, 16] Si V = {(u, f(u))} est une sous-variété de Rn, définie par le graphe d’une
application f : U ⊂ Rm → Rn−m, alors l’espace tangent en x = (u, f(u)) est le graphe de Duf .

Exemple 2.12. V = {(t, t2), t ∈ R}.

Proposition 2.5. [3, 16] Si V S est une sous-variété de Rn définie par V = {x ∈ Rn : F (x) = 0}, où
0 est valeur régulière de F , alors pour tout x ∈ v, Tx = kerDxF .

Exemple 2.13. V = {(x, y, z) ∈ R3 : x4 + x2z2 + y4 + 2z2 − 1 = 0}.

2.4 Topologie sur une sous-variété
On définit une topologie sur une sous-variété V on utilisant les paramétrages locaux. Toutes pa-

ramétrages locaux en un point forment une base de voisinages de ce point, et la réunion de toutes ces
bases de voisinages forme une base de la topologie. On a le théorème suivant :

Théorème 2.5. [3, 16] La topologie précédante et la topologie induite de Rn coöncident.

Remarque 2.1. Une sous-variété de dimension m est localement homéomorphe à Rm. Elle est lo-
calement connexe par arcs, et donc connexe par arcs si elle est connexe. Elle est aussi localement
compacte, séparé et séparable.

Définition 2.5. Un recouvrement U = (Ui)i∈I d’un espace topologique X est dit localement fini si
tout point de X possède un voisinage qui n’intersecte qu’un nombre fini d’éléments du recouvrement.

Définition 2.6. Etant donné un recouvrement U = (Ui)i∈I d’un espace topologique X, on dit qu’un
recouvrement V = (Vj)j∈J est subordonné au recouvrement U = (Ui)i∈I si chaque Vj est contenu dans
l’un des Ui.

Définition 2.7. Une partition de l’unité de classe Ck d’une sous-variété V de Rn consiste en la
donnée d’un recouvrement ouvert U = (Ui)i∈I de V , et d’une famille de fonctions (ψi)i∈I de classe
Ck, telle que :

i) Pour tout i ∈ I : ψi ≥ 0,

ii) Pour tout i ∈ I, le support Supp(ψi) de ψi est inclus dans Ui,

iii) Le recouvrement U = (Ui)i∈I de V est localement fini,

iv) Pour tout x ∈ V :
∑

i

ψi(x) = 1.

Théorème 2.6. [3, 16] Soient V une sous-variété de dimension m de Rn et W = (Wi)i∈I un recou-
vrement ouvert de V . Alors il existe une famille dénombrable de paramétrages locaux φj : B(0, 3) →
V, j ∈ J , tel que (φj(B(0, 3)))j∈J forme un recouvrement ouvert localement fini de V, subordonné à
W = (Wi)i∈I et telle que les ouverts (φj(B(0, 1)))j∈J recouvrent V .

Corollaire 2.2. [16] Soient V une sous-variété de dimension m de Rn et W = (Wi)i∈I un recouvrement
ouvert de V . Alors il existe une partition de l’unité subordonnée à W = (Wi)i∈I .
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Proposition 2.6. [16] Soit x un point d’une sous-variété V de dimension m de Rn, et soient φ1 :
U1 → V ;φ2 : U2 → V deux paramétrages de V au voisinage de x. Notons W = φ1(U1) φ2(U2). C’est
un voisinage de x dans V , et le changement de paramétrage θ = φ−1

1 ◦φ2 : φ
−1
2 (W ) → φ−1

1 (W ) est un
homéomorphisme. Si les deux paramétrages sont de classe Ck (k ≥ 1), le changement de paramétrage
est un Ck−diféomorphisme.

2.5 Différentiabilité dans les sous-variété
Définition 2.8. Soit f : V → R une fonction définie sur une sous-variété V de dimension m et de
classe Ck de Rn.

i) On dit que f est différentiable en x ∈ V si pour tout paramétrage φ : U → V avec x ∈ φ(U) ⊂ V ,
la fonction f ◦ φ : U → R est différentiable en y = φ−1(x).

ii) On dit que f est différentiable sur V si elle est différentiable en tout point de V .

iii) On dit que f est de classe Cr(r ≥ k) sur V si pour tout paramétrage φ : U → V la fonction
f ◦ φ : U → R est de classe Cr sur U .

Définition 2.9. Soit V1 et V2 respectivement deux sous-variétés de Rn1 et Rn2, de classe au moins
Cr(r ≥ 1), et soit ψ : V1 → V2 une application continue entre les sous-variétés.

i) On dit que ψ est de classe Cr si quels que soient les paramétrages φ1 : U1 → V1, φ2 : U2 → V2 de
V1 et V2, l’application φ−1

2 ◦ψ ◦φ1 définie sur φ−1
1 (ψ−1(φ2(U2))∩φ1(U1)) à valeurs dans U2 est

de classe Cr

ii) On dit que ψ est différentiable en x ∈ V1 si quels que soient les paramétrages φ1 : U1 → V1, φ2 :
U2 → V2 de V1 et V2, l’application φ−1

2 ◦ψ ◦φ1 définie sur φ−1
1 (ψ−1(φ2(U2))∩φ1(U1)) à valeurs

dans U2 est différentiable en x ∈ V1.

Exemple 2.14. [16] Les paramétrages locaux d’une sous-variété de classe Cr sont des applications de
classes Cr.

Définition 2.10. Soit ψ : V1 → V2 une application continue entre les sous-variétés V1 et V2 et x un
point de V1 où elle est différentiable. Alors il existe une application linéaire Dxψ : TxV1 :→ Tφ(x)V2,
caractérisée par l’une des propriétés suivantes :

i) Si v ∈ TxV1 s’écrit v = Dyφ(w), où φ : U → V1 est un paramétrage local en x tel que φ(x) = y avec
w ∈ Rm, alors Dxψ(v) = Dyd(ψ ◦ φ)(w).

ii) Si v ∈ TxV1 s’écrit v = φ′(0), où α : I → V1 est une courbe paramétrée de classe C1 d’un intervalle
ouvert I contenant 0 dans V1 telle que α(0) = x, alors Dxψ(v) = β′(0) où β = ψ ◦ α : I → V2.

L’application linéaire Dxψ est appelée la différentielle de ψ au point x.

On note Cr(W1, V2) l’espace des applications de classe Cr d’un ouvert W1 de V1 dans V2.

Définition 2.11. Soit V1 et V2 respectivement deux sous-variétés de Rn1 et Rn2, de classe au moins
Ck(r ≥ 1), et soit ψ : V1 → V2 une application. On dit que ψ est un Ck-difféomorphisme si c’est un
homéomorphisme et si ψ et ψ−1 sont de classe Ck. On dit alors que V1 et V2 sont Ck− difféomorphes.

Proposition 2.7. [16] Soit V1 et V2 respectivement deux sous-variétés de Rn1 et Rn2, de classe au
moins Ck(r ≥ 1), et soit ψ : V1 → V2 un difféomorphisme. Alors pour tout x ∈ V1, Dxψ : TxV1 :→
Tψ(x)V2 est un isomorphisme, d’inverse Dψ(x)ψ

−1 : Tψ(x)V2 :→ TxV1.
En particulier, les dimensions de V1 et V1 sont les mêmes.
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Chapitre 3

Variétés abstraites

Soit m ∈ N∗ et k ∈ N ∪ {∞}. Soit X un espace topologique, séparé, séparable.

3.1 Cartes, Atlas, et variétés
Définition 3.1. Etant donnée un ouvert U de X, et un homéomorphisme φ de U dans un ouvert de
Rm. (U,φ) est appelée une carte de X, de dimension m.
L’ouvert U est appelé domaine de la carte (U,φ).

Remarque 3.1. Soit (U,φ) une carte de dimension m sur X, et soit x ∈ U .

1. La carte (U,φ) est dite une carte en x, elle est dite centrée en x si φ(x) = 0.

2. φ−1 est appelée paramétrage de l’ouvert U.

3. Si on pose φ(x) = (φ1(x), · · ·φm(x)), les fonctions φk de U dans R sont appelées ls cordonnées
locales associées à la carte (U,φ).

Définition 3.2. Soit (U,φ), (V, ψ) deux cartes de X, de dimension m. On dit que (U,φ), (V, ψ) sont
Ck− compatibles si ψ ◦ φ−1 est isomorphisme de classe Ck de φ(U ∩ V ) dans ψ(U ∩ V ).

Définition 3.3. On appelle atlas m− dimensionnel de classe Cm sur X, un ensemble des couples
{(Ui, φi)}i∈I tels que les trois axiomes suivants sont satisfaites :

i) {Ui}i∈I est un recouvrement ouvert de X,

ii) pour toute i ∈ I, (Ui, φi) est une carte de dimension m sur X,

iii) pour tout couple (i, j), les carets (Ui, φi), (Uj , φj) sont compatibles.

Définition 3.4. Soit {(Ui, φi)}i∈I un atlas sur X, et U ⊂ X,φ une bijection de U sur Rm. La carte
(U,φ) est dite compatible avec l’atlas {(Ui, φi)}i∈I si la réunion {(U,φ)} ∪ {(Ui, φi)}i∈I est encore un
atlas sur X.
Deux atlas tous deux m− dimensionnels et de classe Cm sont compatibles si leur réunion est encore
un atlas sur X.

Définition 3.5. On dit que X est une variété de dimension m et de classe Ck si on donne une classe
d’équivalence d’atlas m− dimensionnels de classe Ck sur X.

Remarque 3.2. Soit X une variété.

1. Tout atlas de cartes Ck de X est contenu dans un unique atlas de cartes Ck maximal pour
l’inclusion.

2. Si k ≥ 1, on dit que X est une variété différentielle.
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Exemple 3.1. [15, 12]

1. Soit E un R− espace vectoriel de dimonsion m, et soit {v1, · · · , vm} une base de E.
L’application φ : (x1, · · · , xm) 7−→ x1v1 + · · ·+ xmvm est un isomorphism de E dans Rm.
on munit E d’une stricture d’espace métrique, dont la distance d est d(V,W ) = d(x1v1 + · · · +
xmvm, y1w1 + · · ·+ ymwm) = ‖((x1 − y1, · · · , xm − ym)‖
La collection contient seulement φ est un atlas.
Donc, E est une variété de dimonsion m.

2. On note par Pn l’espace des sous-espaces vectoriels de dimension 1 de Rn+1. Pn est une variété
de dimension n de classe C∞.

3. Si X1, X2 sont deux variétés de dimensions m1,m2, le produit X1 × X2 est une variété de
dimension m1 +m2.

Théorème 3.1. [3] Soit X une variété de dimension m, de classe Ck. On peut munit X d’une
topologie dite canonique, dont les ouverts sont les réunions des domaines des cartes.

Théorème 3.2. [3] Soit {(Vi, ψi)}i∈I un atlas m− dimensionnel de la variété X. Un sous-ensemble
U de X est un ouvert si et seulement si pour tout carte (Vi, ψi), ψi(U ∩ Vi) est un ouvert de Rm.

Théorème 3.3. [3] Pour tout carte (U,φ) d’une variété X, l’application φ de U de φ(U) est un
homéomorphisme pour la topologie canonique de X.

Exemple 3.2. [3]

1. Un ouvert U d’une variété X, munie de sa topologie canonique est canoniquement une variété.

2. Les sous-variétés de Rn sont des variétés de façon canonique, et leur topologie de variété coïncide
avec la topologie induite de Rn.

3.2 Morphismes de variétés
Définition 3.6. Soit X et Y deux variétés de dimension m,n et de classe Ck, Cr. Soit p ≤ min{k, r}.
On dit qu’une application continue f : X → Y est un Cp morphisme, si pour toute carte (U,φ) en x,
et pour toute carte (V, ψ) en f(x), l’application ψ ◦ f ◦ φ−1 est de classe Cp de φ(U ∩ f−1(V )) dans
Rn. On notera Cp(X,Y ) l’ensemble des Cp morphismes de X dans Y .

Théorème 3.4. Soit X et Y deux variétés de dimension m,n et de classe supérieure ou égal à p. Soit
f une application continue de X dans Y . Les conditions suivants sont équivalentes :

1. f est un Cp morphisme de X dans Y ;

2. .Pour tout x ∈ X, pour toute carte (U,φ) en x, et pour toute carte (V, ψ) en f(x), telles que
f(U) ⊂ V, ψ ◦ f ◦ φ−1 est de classe Cp de φ(U) dans Rn ;

3. Pour tout x ∈ X, il existe une carte (U,φ) de X en x, et une carte (V, ψ) en f(x), telles que
f(U) ⊂ V, ψ ◦ f ◦ φ−1 ∈ Cp(φ(U);Rn).

Définition 3.7. Soit X et Y deux variétés de dimension m,n et de classe Ck, Cr. Soit p ≤ min{k, r}.
On dit qu’une application f : X → Y est un Cp− difféomorphisme, si elle est bijective, f ∈
Cp(X,Y ), f−1 ∈ Cp(Y,X).

Exemple 3.3. [12] On considère la sphère Sn. L’injection canonique i : Sn → Rn+1 est C∞− difféo-
morphisme.
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3.3 Espace tangent, fibré tangent
Soit X une variété de dimension m et de classe Ck (k ≥ 1), x un point de X et (U,φ), (V, ψ) deux

cartes de X en X. Soit u, v deux éléments de Rm.
Proposition 3.1. [3] La relation R, définie par (U,φ, u)R(V, ψ, v) si et seulement si Dφ(x)(ψ ◦
φ−1)(u) = v est une relation d’équivalence
Définition 3.8. On appelle vecteur tangent à X en x, une classe d’équivalence de de triplets (U,φ, u)
pour la relation R.
On appelle espace tangent, et on le note par TxX l’ensemble des vecteurs tangent à X en x.
Remarque 3.3. Si on fixe une carte (U,φ) de x, on peut lui associer une bijection θx de TxX dans
Rm.
Théorème 3.5. [3] TxX possède une structure d’espace vectorielle de dimension m.
Exemple 3.4. [3] Soit X une sous-variété de Rn, de dimension m et de classe Ck. L’espace tangent
en tant que X est sous-variété, et en tant que X est variété sont isomorphes.
Théorème 3.6. [3] TX =

⋃

x∈X
TxX peut être muni d’une une structure variété de dimension 2m et

de classe Ck−1.
Définition 3.9. TX est appelée le fibré tangent de X.
Définition 3.10. Un champs de vecteurs de classe Ck sur une variété de classe Ck+1 est une section
de classe Ck du fibré tangent, c’est à dire une application ξ : X → TX de classe Ck, telle que :
∀x ∈ X : ξ(x) ∈ TxX.
Définition 3.11. Soit X,Y deux variétés, f un Cp morphisme de X dans Y et x un point de X.
Soient (U,φ) une carte de x, (V, ψ) une carte de f(x) telles que f(U) ⊂ V. On associe (U,φ) à θx, et
(V, ψ) à ηf(x) (remarque 3.3).
On appelle application tangent à f en x, l’application linéaire Txf de TxY dans Tf(x)Y , définie comme
suivant :

Txf = η−1
f(x) ◦Dφ(x)(ψ ◦ f ◦ φ−1) ◦ θx (3.1)

3.4 Sous - variétés d’une variété
Définition 3.12. Soit X une variété de dimension m, et de classe Ck, Y une partie de X. On dit que
Y est une sous-variété de dimension q de X si pour tout y ∈ Y , il existe une carte (U,φ) de X telle
que φ(U ∩ Y ) = φ(U) ∩ Rq.
Théorème 3.7. [3] Soit X une variété de dimension m, et de classe Cp, Y une sous-variété de X.
Alors, Y à une structure de variété de classe Ck.
Proposition 3.2. [3] Soit X une variété, Y une sous-variété de X, et Z une sous-variété de Y . Alors,
Z est une sous-variété de X.
Définition 3.13. Soit X,Y deux variétés, et f : X → Y un morphisme.
i) On dit que f est une immersion on x ∈ X, si Txf est injective.

ii) On dit que f est une submersion on x ∈ X, si Txf est surjective.

iii) On dit que f est une étale on x ∈ X, si Txf est un isomorphisme de TxX dans Tf(x)Y .

iv) On dit que f est un plongement de X dans Y si f est injective, immersion, et un homéomorphisme
de X sur son image f(X).

Définition 3.14. Soit X une variété de classe Ck (k ≥ 2), E un espace euclidien, et f une immersion
de X dans E. On appelle espace normal à (X, f) en x ∈ X l’ensemble suivant :

NxX = [θf(x)(Txf(TxX))]⊥ = {z ∈ E : (z, u) = 0; ∀u ∈ θf(x)(Txf(TxX))}
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3.5 Orientation
Notons GL(m;R) le groupe des matrices m×m à coefficient réels, et inversibles, ainsi GL(m;R)+

le sous-groupe de GL(m;R) des matrices ayant un déterminant strictement positif. Fixons deux bases
de Rm. Il existe un unique élément dans GL(m;R) qui envoie la première sur la seconde. Introduisons
sur l’ensemble des bases de Rm la relation d’équivalence où deux bases B1 et B2 vérifient B1 ∼ B2 si
et seulement si l’unique élément de GL(m;R) qui envoie B1 sur B2 est dans GL(m;R)+.

Définition 3.15. On appelle une orientation de Rm le choix d’une des deux classes d’équivalence de
la relation ∼.
Une base dans la classe d’équivalence de la base canonique est dite directe.

Remarque 3.4. On dit que GL(m;R) possède deux composantes connexes, distinguées par le déter-
minant.

Définition 3.16. Un homéomorphisme préserve l’orientation s’il envoie une base sur une base équi-
valente.

Définition 3.17. Soit X une variété.

i) Un atlas orienté de X est un atlas dont tous les changements de cartes préservent l’orientation.

ii) X est orientable si elle admet un atlas orienté.

iii) X est orientée si elle est munie d’un classe d’équivalence d’atlas orientés.

Proposition 3.3. En chaque point d’une variété orientée X, l’espace tangent TxX est orienté.

3.6 Variétés à bord
On pose Rm− = {(x1, x2, · · · , xm);x1 ≤ 0}, ∂Rm = {0} × Rm−1, et pour un ouvert U de Rm, on

pose ∂U = U ∩ Rm− .

Proposition 3.4. Toute difféomorphisme entre deux ouverts U et V de Rm envoie le bord de U sur
le bord de V .

On définit atlas de variété à bord comme un atlas de variété, seulement φi(Ui) supposée comme
un ouvert de Rm−1.

Définition 3.18. X est appelée variété à bord si elle est muni d’une classe d’équivalence d’atlas de
variété à bord.
Le bord ∂X de X est l’ensemble des points envoyés dans ∂Rm− par n’importe qu’elle carte.

Définition 3.19. Soit X une variété de classe Ck, et de dimension m. On dit que X est une variété
avec bords si pour tout point x de X, il existe un voisinage ouvert U de x et un homéomorphisme de
U dans un ouvert V de Rm− = {(a,a2, · · · , am), a1 ≤ 0}.

Proposition 3.5. Si X est une variété à bord, alors ∂X est une sous - variété de Rm, de dimension
m− 1.

15

AB
D
ER
AC
HI
D
SA
AD
I



ABDERACHID
SA

ADI
Chapitre 4

Formes différentielles et différentielle
extérieure

Soit n,m ∈ N∗, p ∈ N et k ∈ N ∪ {∞}. Soit U un ouvert de Rn.

4.1 Forme différentielle de degré 1

Définition 4.1. On appelle forme différentielle de degré 1 sur U toute application ω de U dans L(Rn)
l’ensemble des formes linéaires continues sur Rn (dual topologique de Rn).
Si l’application ω : U → L(Rn), on dit que ω est de classe Ck.

Exemple 4.1. Soit f une application différentiable sur U .

1. Df la différentiabilité de f sur U est une forme différentielle de degré 1 sur U.

2. Si on désigne par dxi la différentiabilité de la fonction x = (x1, x2, · · · , xn) 7−→ xi, alors dxi est
une forme différentielle de degré 1 sur U.

Proposition 4.1. Soit ω, α deux formes différentielles de degré 1 sur U, et f une fonction définie sur
U . Alors,

1. ω + α est une forme différentielle de degré 1 sur U .

2. f.ω est une forme différentielle de degré 1 sur U .

Théorème 4.1. Si ω est une forme différentielle de degré 1 sur U, alors il existe des fonctions
numériques ai : U → R telles que :

∀x ∈ U : ω(x) =
n∑

i=1

ai(x)dxi

4.2 Forme différentielle de degré p

Définition 4.2. Toute application de U dans l’ensemble des forme p− linéaires alternées de Rn est
appelée une forme différentielle de degré p sur U .
On note Ωp l’ensemble des formes différentielles de degré p.

Remarque 4.1. Si p = 0, les formes différentielles sur U sont des fonctions réelles définies sur U .
Si p > n, toute forme différentielle sur U est nulle sur U .

Proposition 4.2. Soit ω, α deux formes différentielles de degré p sur U, et f une fonction définie sur
U . Alors,

1. ω + α est une forme différentielle de degré p sur U .
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2. f.ω est une forme différentielle de degré p sur U .

Définition 4.3. Soit ω1, ω2 deux formes différentielle de degré p1, p2 successivement. On définit le
produit extérieur ω1 ∧ ω2 comme suivant :

∀u ∈ U : (ω1 ∧ ω2)(u) = ω1(u) ∧ ω2(u).

ω1 ∧ ω2 est une forme différentielle de degré p1 + p2.

Théorème 4.2. Soit ω une forme différentielle de degré p sur U . Il existe une famille {Pi1,i2,··· ,ip}i1 < i2 < · · · < ip
des fonctions définies d’une manière unique suivante :

ω =
∑

i1<i2<···<ip
Pi1,i2,··· ,ipdxi1dxi2 · · · dxip

Exemple 4.2. .

1. Soit U un ouvert de R3. Toute forme différentielle de degré 2 s’écrit d’une manière unique :
fdxdy + gdxdz + hdydz.

2. Le produit extérieur de deux formes différentielles de degré 1 : ω1 = f1dx + g1dy + h1dz et
ω2 = f2dx+ g2dy + h2dz est :

ω1 ∧ ω2 = (f1g2 − g1f2)dxdy + (f1h2 − h1f2)dxdz + (g1h2 − h1g2)dydz

Définition 4.4. Soit φ une application différentiable d’un ouvert O de Rm dans U . Si ω est une forme
différentielle de degré p sur U, la transposée par φ de la forme ω est la forme φ∗ω définie sur V par :

∀y ∈ V : φ∗ω(y) = ω[φ(y)] ◦Dyφ

Remarque 4.2. Si ω(x) =
n∑

i=1

ai(x)dxi, alors φ∗ω =

m∑

j=1

(aj ◦ φj)(y)Dyjφ

4.3 Dérivabilité et primitive

Définition 4.5. Soit ω =
∑

i1<i2<···<ip
Pi1,i2,··· ,ipdxi1dxi2 · · · dxip une forme différentielle de degré p,

dérivable avec continuité. La forme différentielle de degré p+ 1 :

∑

i1<i2<···<ip
dPi1,i2,··· ,ipdxi1dxi2 · · · dxip

est appelé la dérivée extérieure de ω.

Exemple 4.3. .

1. Soit f une fonction différentiable avec continuité, c’est une forme différentielle de degré 0, sa
dérivée extérieure est Df.

2. La dérivée extérieur de la forme différentielle de degré 1 : ω = fdx+ gdy + hdz est :

dω = Dfdx+Dgdy +Dhdz

=

(
dg

dx
− df

dy

)
dxdy +

(
dh

dx
− df

dz

)
dxdz +

(
dh

dy
− dg

dz

)
dydz

Définition 4.6. On dit q’une orme différentielle ω est fermée sur U si dω = 0.
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Théorème 4.3. Soit ω une forme différentielle deux fois différentiable avec continuité sur U . Alors,
dω est fermée.

Définition 4.7. Soit α et ω deux formes différentielles de degré p et p + 1 sur U. On dit que α est
une primitive de ω si dα = ω.
Dans ce cas là, on dit que ω est exacte.

Remarque 4.3. Il résulte que ω est fermée.

Exemple 4.4. Soit ω = ydx− xdy, définie sur R2.
On a : dω = Dydx−Dxdy = dxdy − dydx = 2dxdy.
Donc ; ω n’admet pas une primitive.

Exemple 4.5. Soit ω = (3x2 + 2xy + y2)dx+ (x2 + 2xy + 3y2)dy, définie sur R2.
On a : dω = D(3x2 + 2xy + y2)dx+D(x2 + 2xy + 3y2)dy = (2x+ 2y)dxdy + (2x+ 2y)dydx = 0.
Puisque R2 est étoilé ; ω admet une primitive F .
∂F

∂x
= 3x2 + 2xy + y2 implique que F (x, y) = x3 + x2y + xy2 + f(y).

∂F

∂y
= x2 + 2xy + f ′(y). Donc ; f ′(y) = 3y2, i.e f(y) = y3 + k (k ∈ R).

Les fonction primitives de la forme différentielle ω de degré 1 sont :

F (x, y) = x3 + x2y + xy2 + y3 + k (k ∈ R).

Définition 4.8. On dit que l’ouvert U est étoilé s’il existe a ∈ U telle que pour tout x ∈ U le segment
[a, x] inclue dans U , i.e : ∀x ∈ U : {ta+ (1− t)x, t ∈ [0, 1]} ⊂ U .

Théorème 4.4 (Poincaré). On suppose que U est un ouvert étoilé. Alors, toute forme différentielle
fermée de degré P , de classe C1 sur U est exacte.

4.4 Champs de vecteurs et formes différentielles sur R2 et R3

On note V l’espace des champs de vecteurs, qui sont des fonctions V : Rn → Rn, pour n = 2, 3,
qu’on peut écrire en coordonnées V = (f(x, y), g(x, y)), ou V = (f(x, y, z), g(x, y, z), g(x, y, z)).
On note F l’espace des fonctions coordonnées.

I) Supposons que V = (f, g) est un champs de vecteur de R2, associé à la forme différentielle
dérivable, de degré 1 : ωV = fdx+ gdy.

V
‖

F grad→
(f,g)

F rot→ F
‖ ‖ ‖
Ω0 d→ Ω1

fdx+gdy

d→ Ω2

fdx∧dy
‖
ωV

Proposition 4.3. On a :

1. dω = d(fdx+ gdy) = rotV dx ∧ dy.

2. rotV = 0 si et seulement s’il existe f telle que V = gradf .

3. d(∗ωV ) = divV dx ∧ dy.
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II) Supposons que V = (f, g, h) est un champs de vecteur de R3, associé à la forme différentielle
dérivable, de degré 1 : ω = fdx+ gdy + hdz. On pose : ∗ωV = fdy ∧ dz + gdz ∧ dx+ hdx ∧ dy

V V
‖ ‖

F grad→
(f,g,h)

F rot→
(f,g,h)

F rot→ F
‖ ‖ ‖
Ω0 d→ Ω1

fdx+gdy+hdz

d→ Ω2

fdy∧dz+gdz∧dx+hdx∧dy
d→ Ω3

fdx∧dy∧dz
‖ ‖
ωV ∗ωV

Proposition 4.4. On a :

1. dωV = d(fdx+ gdy) = rotV dx ∧ dy.

2. d(∗ωV ) = divV dx ∧ dy.

3. dωV = ∗ωrotV .

4. rot(grad V)=0.

5. rotV = 0 si et seulement s’il existe f telle que V = gradf .

6. divV = 0 si et seulement s’il existe un champ de vecteur W telle que V = rotW .

4.5 Formes différentielles sur une variété
Soit X une variété différentielle, de degré n, de classe Ck (k > 1). Soit p ≥ 1.

Définition 4.9. On appelle vecteur cotangent en un point x de X un élément du dual de TxX.
L’ensemble des vecteurs cotangents en x est l’espace vectoriel T ∗

xX, dual de l’espace tangent TxX, Sa
dimension vaut n.
On dit que est T ∗

xX l’espace cotangent de X en x.

Définition 4.10. Le fibré cotangent de X est le fibré vectoriel T ∗X =
⋃

x∈X
T ∗
xX.

Définition 4.11. Une forme différentielle de degré 1 sur X est une application continue ω associant
à tout élément x de X un vecteur cotangent en x à X.
Autrement dit : une forme différentielle de degré 1 est une section continue du fibré cotangent.

Définition 4.12. Une forme différentielle ω de degré p sur X est une application de X dans l’ensemble
de formes p−linéaire alternée sur le fibré TX, noté pT ∗X

19

AB
D
ER
AC
HI
D
SA
AD
I



ABDERACHID
SA

ADI
Chapitre 5

Intégration

5.1 Mesure d’une sous-variété, intégral sur une sous-variété
Soit V une sous-variété de dimension m, de classe C1 de Rn, dont Φ = (Φ1, · · · ,Φm) est une

paramétrisation de V , définie sur un ouvert U ⊂ Rm.

Définition 5.1. On définit une mesure sur V comme suivant :

µ(V ) = dV =

∫

U


 ∑

1≤j1<···<jp≤n

∣∣∣∣
D(Φj1 , · · · ,Φjp)
D(t1, · · · , tp)

∣∣∣∣
2



1
2

dt1dt2 · · · dtp

ou
∣∣∣∣
D(Φj1 , · · · ,Φjp)
D(t1, · · · , tp)

∣∣∣∣ = det

(
∂Φji
∂ti

)

1≤i≤p,j1≤Ji≤jp
.

Exemple 5.1. On va donner trois exemples importants :

1. Soit α :]a, b[→ Rn une courbe paramétrique de classe C1, considérée comme une sous- variété de
dimension 1, de classe C1.

La longueur de α est
∫ b

a
|α′(t)|dt.

2. Soit V =
{
(x(θ, φ), y(θ, φ), z(θ, φ)) = (cos θ cosφ, cos θ sinφ, sin θ);−π

2
< θ <

π

2
, 0 < φ < 2π

}
.

D(x, y)

D(θ, φ)
=

∣∣∣∣
− sin θ cosφ − cos θ sinφ
− sin θ sinφ cos θ cosφ

∣∣∣∣ = − cos θ sin θ

D(x, z)

D(θ, φ)
=

∣∣∣∣
− sin θ cosφ − cos θ sinφ

cos θ 0

∣∣∣∣ = cos2 θ sinφ

D(y, z)

D(θ, φ)
=

∣∣∣∣
− sin θ sinφ cos θ cosφ

cos θ

∣∣∣∣ = − cos2 θ cosφ

L’aire de V est
∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

√
cos2 θ sin2 θ + cos4 θ sin2 φ+ cos4 θ cos2 φdθdφ = 4π

3. La boule B(0, 1) =
{
(r cos θ cosφ, cos θ sinφ, r sin θ); 0 < r < 1,−π

2
< θ <

π

2
, 0 < φ < 2π

}
.

Volume de B(0, 1) est : ∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

J(r, θ, φ)dθφdr = 4π2
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Remarque 5.1. Si m = n− 1, i.e le cas d’une hypersurface, la mesure de V est :

dV =

∫

U
|N(t1, · · · tn−1)|dt1, · · · dtn−1

ou N =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1 · · · en
∂Φ1

∂t1
· · · ∂Φn

∂t1...
...

...
∂Φ1

∂tn−1
· · · ∂Φn

∂tn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, le produit vectoriel des vecteurs ∂Φ

∂t1
, · · · ∂Φ

∂tn−1
.

Remarque 5.2. Dans le cas d’un graphe xn = ψ(x1, · · · , xn−1), on a : N = (−1)n
(
∂ψ

∂x1
e1 + · · · ∂ψ

∂xn−1
en−1 − en

)
.

Donc ; |N | =

√√√√1 +

n−1∑

i=1

(
∂ψ

∂xi

)2

.

Exemple 5.2. S = S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}.
S = {(x, y,

√
1− (x2 + y2)), 0 ≤ x2 + y2 ≤ 1} ∪ {(x, y,−

√
1− (x2 + y2)), 0 ≤ x2 + y2 ≤ 1} = S1 ∪ S2.

|N1| = |N2| =
√
1 +

x2

1− (x2 + y2)
+

y2

1− (x2 + y2)
=

1√
1− (x2 + y2)

. Alors,

dS = 2

∫

{0≤x2+y2≤1}

dxdy√
1− (x2 + y2)

= 2

∫ 2π

0
dθ

∫ r

0

r√
1− r2

dr = 4π

Définition 5.2. Soit f une fonction définie sur V, à valeurs dans R. On définit l’intégrale sur V par
rapport à µ(V ) comme suivant :

∫

V
fdV =

∫

U
f ◦ Φ(t1, · · · , tp)


 ∑

1≤j1<···<jp≤n

∣∣∣∣
D(Φj1 , · · · ,Φjp)
D(t1, · · · , tp)

∣∣∣∣
2



1
2

dt1dt2 · · · dtp

5.2 Formules de transformation
Soit Σ une hypersurface de classe C1, orientable de Rn, on désigne par ν(x) le vecteur normale

unitaire au point x et on suppose que la fonction x 7−→ ν(x) est continue.
Soit F un champ de vecteur sur Σ, i.e une application de Σ dans Rn. Pour x, y ∈ Rn, on désigne par
(x.y) le produit scalaire de x et y.

Définition 5.3. Si la fonction x 7−→< F (x), ν(x) > est intégrable par rapport à dΣ on appelle∫

Σ
(F (x).ν(x))dΣ le flux du champs de vecteurs F à travers l’hypersurface orienté (Σ, ν).

Théorème 5.1. [Formule d’Ostragradski] Soit Ω un ouvert borné de Rn, à bord Σ de classe C2,
et soit ν(x) le vecteur normal extérieur à Ω, au point x. Soit F un champs de vecteur continûment
différentiable sur Ω et telle que suppF ∩ Ω est compact. Alors, on a :

∫

Ω
divF (x)dx =

∫

Σ
(F (x).ν(x))dΣ

Corollaire 5.1. [Formule de Gauss] Soit g une fonction continûment différentiable de Ω dans R
telle que suppf ∩ Ω est compact. Alors, on a :

∫

Ω

∂f

∂xk
(x)dx =

∫

Σ
f(x).νk(x)dΣ k = 1 · · ·n
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Théorème 5.2. [Première formule de Green] Soit Ω un ouvert borné de Rn, à bord Σ de classe
C2, et soit ν(x) le vecteur normal extérieur à Ω, au point x. Soit f ∈ C2(Ω), g ∈ C1(Ω) telles que
supp(g∇f) ∩ Ω soit compact. Alors, on a :

∫

Ω
[(∇g.∇f)(x) + g(x)∆f(x)]dx =

∫

Σ
g(x)

∂f

∂ν
(x)dΣ

Pour g = 1, on trouve : ∫

Ω
∆f(x)dx =

∫

Σ

∂f

∂ν
(x)dΣ

Théorème 5.3. [Deuxième formule de Green] Soit Ω un ouvert borné de Rn, à bord Σ de classe
C2, et soit ν(x) le vecteur normal extérieur à Ω, au point x. Soit f, g ∈ C2(Ω) telles que suppf ∩
Ω, suppg ∩ Ω soient compact. Alors, on a :

∫

Ω
[g(x)∆f(x)− f(x)Deltag(x)]dx =

∫

Σ

(
g(x)

∂f

∂ν
(x)− f(x)

∂g

∂ν
(x)

)
dΣ

Pour g = 1, on trouve : ∫

Ω
∆fdx =

∫

Σ

∂f

∂ν
(x)dΣ

5.3 Intégration d’une forme différentielle sur un ouvert
Soit n ∈ N∗, p ∈ N et k ∈ N ∪ {∞}. Soit U un ouvert de Rn, ω une forme différentielle de degré p,

écrit sous la forme :
ω =

∑

i1<i2<···<ip
Pi1,i2,··· ,ipdyi1dxi2 · · · dyip

ou Pi1,i2,··· ,ip sont des fonctions boréliennes.
Soit O un ouvert de Rp et φ une fonction différentiable de O dans U . On peut écrire la transposée
φ∗ω par φ de la forme ω sous la forme φ∗ω = fdx1 · · · dxp, ou f est une fonction borélienne sur O.

Définition 5.4. On dit que ω est intégrable par rapport à φ si f est intégrable sur O, et on écrit :
∫ ∫

· · ·
∫

φ

pfois︸ ︷︷ ︸

ω =

∫ ∫
· · ·

∫

O
pfois︸ ︷︷ ︸

f(x1, · · · , xp)dx1 · · · dxp

Exemple 5.3. Soit γ la courbe paramétrique définie sur I =] − 1, 1[ comme suivant : γ(t) = (t, t2).
Soit ω = xdy − ydx une forme différentielle de degré 1.
On a : γ∗w = td(t2)− t2dt = 2t2dt− t2dt = t2dt = f(t)dt. Donc :

∫

γ
w =

∫

I
f(t)dt =

∫ 1

−1
t2dt =

2

3

Exemple 5.4. Soit S la surface paramétrique définie sur O =] − π, π[×
]
−π
2
,
π

2

[
comme suivant :

S(φ, θ) = (cos θ cosφ, cos θ sinφ, sin θ). Soit ω = xdydz + ydzdx + zdxdy une forme différentielle de
degré 2.
On a : S∗w = cos θdφdθ = f(φ, θ)dφdθ. Donc :

∫ ∫

S
w =

∫ ∫

O
f(φ, θ)dφdθ =

∫ π

−π

∫ π
2

−π
2

cos θdφdθ = 4π

Théorème 5.4. Soient ω et α deux formes différentielles de degré p, définies sur U, et soit φ une
fonction différentiable d’un ouvert O de Rp dans U. Si ω et α sont intégrables par rapport à φ, alors :
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1. ω + α est intégrable par rapport à φ et on a :
∫ ∫

· · ·
∫

φ

pfois︸ ︷︷ ︸

(ω + α) =

∫ ∫
· · ·

∫

φ

pfois︸ ︷︷ ︸

ω +

∫ ∫
· · ·

∫

φ

pfois︸ ︷︷ ︸

α.

2. Pour tout nombre réel λ, λω est intégrable par rapport à φ et on a :
∫ ∫

· · ·
∫

φ

pfois︸ ︷︷ ︸

λω = λ

∫ ∫
· · ·

∫

φ

pfois︸ ︷︷ ︸

ω

Théorème 5.5. Soit ω une forme différentielles de degré p, définies sur U, et soient φ une fonction
différentiable d’un ouvert O de Rp dans U, ψ un difféomorphisme d’un ouvert O′ dans O, telle que
|jψ| > 0. Si ω est intégrable par rapport à φ, alors ω est intégrable par rapport à ψ et on a :∫ ∫

· · ·
∫

φ

pfois︸ ︷︷ ︸

ω =

∫ ∫
· · ·

∫

ψ

pfois︸ ︷︷ ︸

ω

Remarque 5.3. Soit Soit ω une forme différentielles de degré p, définies sur U, et soit A une partie
borélienne de Rp, contient un ouvert O de Rp de sorte que A \ O est négligeable par rapport à la
mesure de Rp. Soit φ une fonction définie sur A telle que la restriction φ0 de φ sur O est continûment
différentiable. Si ω est intégrable par rapport à φ0, on peut définie l’intégrale de ω par rapport à φ
comme suivant : ∫ ∫

· · ·
∫

φ

pfois︸ ︷︷ ︸

ω =

∫ ∫
· · ·

∫

φ0

pfois︸ ︷︷ ︸

ω

Exemple 5.5. Soit γ la courbe paramétrique définie sur I = [0, 1] comme suivant : γ(t) = (t2, t+ 1).
Soit ω = ydx + xdy une forme différentielle de degré 1. γ0 la restriction de γ sur I0 =]0, 1[, et
γ∗0w = (t+ 1)d(t2) + t2d(t+ 1) = (3t2 + 2t)dt = f(t)dt. Donc :

∫

γ
w =

∫

I0

f(t)dt =

∫ 1

0
(3t2 + 2t)dt = 2

5.4 Intégration des formes différentielles sur sur une sous-variété
Soit V une sous-variété orientée, séparé, de dimension p, de classe C1, de Rn, et soit ω une forme

différentielle borélienne de de degré p sur un ouvert U qui contient V .
Il existe un ouvert O de Rp et une immersion φ de O dans A, telle que Im(O) = V, cette immersion
définie à l’aide de l’orientation de Rn l’orientation de V .

Théorème 5.6. L’intégrabilité de ω par rapport à φ et la valeur de
∫
φ ω est indépendant de la choix

de V et de φ.

Définition 5.5. Si ω est intégrable par rapport à φ, on dit que ω est intégrable sur V, et on écrit :
∫ ∫

· · ·
∫

V
pfois︸ ︷︷ ︸

ω =

∫ ∫
· · ·

∫

φ

pfois︸ ︷︷ ︸

ω

Exemple 5.6. Soit V = {(x, y) ∈ R2 : y = x2}, et soit ω = xdy − ydx. La sous-variété V peut
représentée par l’immersion φ de ]− 1, 1[ dans R2 définie par : φ(t) = (t, t2). Donc :

∫

V
w =

∫

φ
w =

2

3

Théorème 5.7. Soient ω et α deux formes différentielles de degré p, définies sur U. Si ω et α sont
intégrables sur V, alors :
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1. ω + α est intégrable sur V et on a :
∫ ∫

· · ·
∫

V
pfois︸ ︷︷ ︸

(ω + α) =

∫ ∫
· · ·

∫

V
pfois︸ ︷︷ ︸

ω +

∫ ∫
· · ·

∫

V
pfois︸ ︷︷ ︸

α.

2. Pour tout nombre réel λ, λω est intégrable sur V et on a :
∫ ∫

· · ·
∫

V
pfois︸ ︷︷ ︸

λω = λ

∫ ∫
· · ·

∫

V
pfois︸ ︷︷ ︸

ω

Définition 5.6. On dit qu’une partie P de V est une pièce de V si et seulement si : pour tout x ∈ P, il
existe un ouvert O de Rp contient x, et une partie W de Rn, un entier q(x) ≤ p, et un difféomorphisme
ψ de O dans W tels que :

i) ψ(x) = 0,

ii) ψ(O ∩ V ) =W ∩ (Rp × 0n−p),

iii) ψ(O ∩ P ) =W ∩ (Rp−q+ × Rq × 0n−p).

On appelle l’ensemble des éléments x ou p− q(x) = 0 l’intérieure de P, et on la note par ∂
◦
P

On appelle l’ensemble des éléments x ou p− q(x) = 1 la frontière de P, et on la note par ∂P .

Exemple 5.7. Soit S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1} et P = {(x, y, z) ∈ R3 : z ≥ 0}. P est une
pièce de frontière ∂P = {(x, y, z) ∈ R3 : z = 0}, et d’intérieur

◦
P = {(x, y, z) ∈ R3 : z > 0}.

Théorème 5.8. [Formule de Stokes :] Soit P une pièce compact de V a bore orienté ∂P . Soit
ω une forme différentielle de degré p−1, différentiable sur un voisinage ouvert de P . Alors, ω est
intégrable sur ∂P et dω intégrable sur

◦
P et on a :

∫
◦
P
dw =

∫

∂P
w

Corollaire 5.2. [Formule de Riemann :] Soit P une pièce compact de R2 a bore orienté ∂P . Soit
f, g deux fonctions continûment différentiables sur un voisinage ouvert de P . Alors :

∫
◦
P

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dxdy =

∫

∂P
(fdx+ gdy)
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Géométrie différentielle (Série de TD N◦ 01)

Exercice 1 :

1. On considère l’équation : x1x2 − x3 lnx2 + ex1.x2 − 1 = 0.
Au voisinage du point (0, 1, 2), Peut-on l’y résoudre pour x1 ? pour x2 ? pour x3 ?

2. On considère le système d’équations : x1 + x2 + x3 = 1 et x21 + x22 + x23 = 1.
Au voisinage du point (1, 0, 0), quelles variables peut-on y éliminer ?

Exercice 2 :

1. Montrer que le système : y1 = x3 cos(x1x2), y2 = x3 sin(x1x2), y3 = x1 + x3
peut être résolu pour x au voisinage de tout point x0 tel que x0,1.x0,3 6= 0.

2. Calculer les dérivées partielles au point y0 des fonctions obtenues lorsque x0 = (1, 0, 1).

Exercice 3 : Soit f(x) = (x1, x
3
2, x

5
3).

1. Vérifier que f est inversible au voisinage de 0 bien que D0f ne le soit pas.

2. Expliquer

Exercice 4 : Les fonctions suivantes sont-elles des immersions ? des submersions ?

1. f : R2 → R3, (x, y) 7−→ (x, y, 0),

2. f : R3 → R2, (x, y, z) 7−→ (y, z),

3. f : R3 → R, (x, y, z) 7−→ xy + 2yz + 3xz,

4. f : R→ R2, t 7−→ (sin(2t), sin(3t)),

5. f : R3 → R2, (x, y, z) 7−→ (x2 + y2 + z2, xy),

6. f : R2 → R3, (x, y) 7−→ (ex, cos y, sin y).

Exercice 5 : Les ensembles suivants sont-ils des sous-variétés :

Exercice 6 : Les ensembles suivants sont-ils des sous-variétés (si c’est le cas, on précisera la dimension) :
A = {(x, y, z) ∈ R3; z = x− 2(x2 + y2)}.
B = {(t, t2); t ∈ R}.
C = {(x, y) ∈ R2;xy = 0}.
D = {(x, y) ∈ R2;x > 0, y ≥ 0}.

Exercice 7 : Soit Aα = {(x, y) ∈ R2;x2 − y2 = α}.
Pour quelles valeurs de α ∈ R l’ensemble Aα est-il une sous-variété de R2.
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Exercice 8 : Soit a > 0. On appelle fenêtre de Viviani L’ensemble : V =

{(
a+ a cos t, a sin t, 2a sin

t

2

)
,−π ≤ t ≤ π

}
.

1. Soit M = (0, 0, 2a) Montrer que V \ {M} est une sous-variété de dimension 1.

2. Montrer que V est l’intersection de la sphère de centre (0, 0, 0) et de rayon 2a avec le cylindre de centre
(a, 0), l’axe {x = 0, y = 0}, et de rayon a.

3. Montrer que V n’est pas une sous-variété.

Exercice 9 : Soit S = {(x, y, z) ∈ R3;xz + 2x+ 2y − z = 0}.
1. Montrer que S est une sous-variété de R3, de dimension 2.

2. Déterminer le plan tangent à C en l’origine.

Exercice 10 : Soit C = {(x, y, z) ∈ R3; 4xy + 2xz + 4y − z = xy + 2x− z = 0}.
1. Montrer que C est une sous-variété de R3, de dimension 1.

2. Déterminer le plan tangent à C en l’origine.
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Géométrie différentielle (Série de TD N◦ 02)

Exercice 1 : Soient U1, V1, U2, V2 des sous ensembles du cercle S1 composés de points M = (x, y) pour lesquels
y > 0, y < 0, x > 0, x < 0, respectivement. Soient ϕ1, ψ1, ϕ2, ψ2 des applications de ces ensembles dans R définies
par :

ϕ1(x, y) = ψ1(x, y) = x ϕ2(x, y) = ψ2(x, y) = y

1. Montrer que les couples (U1, ϕ1), (U2, ϕ2), (V1, ψ1), (V2, ψ2) sont des cartes sur S1.

2. Quelles sont les formules qui déterminent les changements de cartes.

3. Montrer que les cartes mentionnées dans 1. sont compatibles.

4. En déduire que S1 est une variété différentiable de classe C∞.

Exercice 2 :

1. Montrer que le sous-ensemble de R2 défini par xy = 0 n’est pas une variété topologique.

2. Montrer que le sous-ensemble de R3 défini par x2 + y2 − z2 = 0 n’est pas une variété topologique.

Exercice 3 : On considère le sphère S2

1. Ecrire explicitement les projections stéréographiques ϕN de pôle nord.

2. Ecrire explicitement les projections stéréographiques ϕS de pôle sud.

3. Donner la composition R2 \ {0} ϕ
−1
N−→ S2 \ {N,S} ϕS−→ R2 \ {0}.

4. Déduire.

Exercice 4 : Dans leur livre ”Géométrie différentielle”, M. Berger et B. Gostiaux donner la définition suivante
d’une variété abstrais :
Soit X un ensemble, et p > 0 un entier. On appelle atlas d− dimensionnelle de classe Cp sur X, un ensemble
des couples {(Ui, ϕi)}i∈I tels que les trois axiomes suivants sont satisfaites :

i) Le Ui sont des sous-ensembles de X et
⋃

i∈I
Ui = X,

ii) chaque ϕi est une bijection de Ui dans un ouvert de Rd, et pour tout couple (i, j), ϕi(Ui ∩ Uj) est un
ouvert de Rd,

iii) pour tout couple (i, j), l’application ϕj ◦ ϕ−1i est un isomorphisme de classe Cp de ϕi(Ui ∩ Uj) dans
ϕj(Ui ∩ Uj).

X est appelé une variété de dimension d de classe Cp.
Soit maintenant D l’ensemble des droites vectoriels de R2 (les droites qui passent par l’origine). Dy l’en-

semble des droites y = αx, (α ∈ R),Dx l’ensemble des droites x = βy, (β ∈ R). On définit les fonctions :

ϕy : Dy → α, ϕx : Dx → β.

1. Montrer que {(Dx, ϕx), (Dy, ϕy)} est un atlas unidimensionnelle sur D , de classe C∞, au sens de si-
dessus.

2. Conclure.

3. (∗) Etudier le cas des droites affines de R2.

Exercice 5 : Soit X l’ensemble suivant (Ruban de Möbius classique) :

X =

{
((1 + t cos v) cos(2v); (1 + t cos v) sin(2v); t sin v),−1

2
≤ t ≤ 1

2
, 0 < v ≤ π

}

.

1. Montrer que X est une variété de dimension 2.

2. Montrer que X n’est pas orientable.
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Licence mathématiques LMD 3ème année S6 (2019 - 2020)

Géométrie différentielle (Série de TD N◦ 03)

Exercice 1 : Calculer la dérivée extérieure des formes différentielles suivantes :

ω1 = cos(xy)dx ω2 = exdx− sin ydy ω3 = xyzdxdy

Exercice 2 : On note ϕ l’application de R dans R2 définie par ϕ(t) = (cos t, sin t) et la forme différentielle ω

de degré 1 sur U = R2\{0} définie par : ω =
1

x2 + y2
(−ydx+ xdy).

1. Calculer ϕ∗ω.

2. Calculer l’intégrale de ω sur S1.

Exercice 3 : On appelle circulation d’un champs de vecteur F le long d’une courbe γ de [a, b] dans Rn l’intégrale∫ b

a

(F (γ(t)).γ′(t))dt.

Calculer la circulation de champs de vecteur F (x, y) = (y,−x+ 1) le long de γ le cercle de centre A(1, 0) et
de rayon 2.

Exercice 4 : Soit Γ une courbe paramétrée par ρ = ρ(t) et θ = θ(t) en coordonnées polaires, où t ∈ [a, b].

1. Montrer que la longueur de Γ est

∫ b

a

√
ρ′2(t) + ρ2θ′2(t)dt.

2. Soit γ la courbe d’équation polaire : ρ = 2(1 + cos θ) pour θ ∈ [−π;π]. Donner une paramétrisation en
coordonnées polaires de cette courbe et calculer sa longueur

Exercice 5 : Soit S la surface paramétrée par l’application : ψ : (u, v) ∈ D 7−→ (u, v, uv), ou D est le disque
d’unité de R2.

1. Donner sous forme d’une intégrale sur D l’aire de la surface de S.

2. En utilisant les coordonnées polaires, calculer cette intégrale.

3. Soit f : R3 −→ R, définie par : f(x, y, z) = z − x2. Calculer

∫ ∫

S

fdS.

Exercice 6 : Trouver le flux du champs de vecteurs F (x, y, z) = (y,−x, z) à travers de la surface conique

extérieure z =
√
x2 + y2; 0 ≤ z ≤ 2.

Exercice 7 : A l’aide du théorème d’Ostrogradski calculer l’intégrale
∫ ∫

S
(F.νS)dS du champs F (x, y, z) =

(x, y, z) ; où S est une surface entourant le cylindre x2 + y2 ≤ a2 entre les deux plans z = −1 et z = 1.

Exercice 8 (∗) : Montrer que le volume d’ellipsöıde
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
≤ 1 est égale à 4πabc

3 .

Exercice 9 : Utiliser le théorème de Stokes pour trouver l ?intégrale curviligne

∫

C

(y3dx− x3dy + z3dz), ou la

courbe C est l ?intersection du cylindre x2 + y2 = a2 et le plan x+ y + z = b.

Exercice 10 (∗) : Le but de cet exercice est de calculer la valeur de l’intégrale

∫ +∞

0

sinx

x
dx.

1. Montrer que cette intégrale est convergente.

2. On considère la forme différentielle ω de degré 1 sur U = R2\{0} définie par :

ω =
e−y

x2 + y2
[(x sinx− y cosx)dx+ (x cosx+ y sinx)dy]

Montrer que ω est fermée.
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3. Soit R > 1. On considère le domaine DR =

{
(x, y) ∈ R2 : y > 0,

1

R2
< x2 + y2 < R2

}
, et on note ΓR

son contour, orienté de sorte à laisser DR sur sa gauche. Déterminer la valeur de

∫

ΓR

ω.

4. Pour r > 0 on note γr le demi-cercle {(x, y) ∈ R2 : y > 0, x2 + y2 = R2}, orienté dans le sens

trigonométrique, puis Ir

∫

γR

ω.

a. Étudier la limite de Ir lorsque r tend vers 0.
b. Montrer que Ir tend vers 0 lorsque r tend vers +∞.

5. En déduire la valeur de

∫ +∞

0

sinx

x
dx.

2

AB
D
ER
AC
HI
D
SA
AD
I



Universitée de Msila
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Géométrie différentielle (corrigé de la série de TD N◦ 01)

Exercice 1 :

1. x1x2 − x3 lnx2 + ex1.x2 − 1 = 0, a = (0, 1, 2).
Soit f la fonction de R3 dans R définie par : f(x1, x2, x3) = x1x2 − x3 lnx2 + ex1.x2 − 1.
∂f

∂x1
= x2 + x2e

x1.x2
∂f

∂x2
= x1 −

x3
x2

+ x1e
x1.x2

∂f

∂x3
= − lnx2. Donc :

∂f

∂x1
(a) = 2

∂f

∂x2
(a) = −2

∂f

∂x3
(a) = 0. Alors :

Au voisinage du point a = (0, 1, 2), Peut- on résoudre l’équation pour x1 et x2.

2. x1 + x2 + x3 = 1 et x21 + x22 + x23 = 1, b = (1, 0, 0).
Soit g la fonction de R3 dans R2 définie par : g(x1, x2, x3) = (x1 + x2 + x3 − 1, x21 + x22 + x23 − 1).

Jg(x1, x2, x3) =

(
1 1 1

2x1 2x2 2x3

)
. Donc : Jg(1, 0, 0) =

(
1 1 1
2 0 0

)

Les deux vecteurs

(
1
0

)
et

(
1
0

)
sont colinéaires. On peut alors éliminer x2 ou x3 au voisinage du

point (1, 0, 0).
Il existe une fonction h1 tel que (x1, x3) = h(x2).
Il existe une fonction h2 tel que (x1, x2) = h(x3).

Exercice 2 :

1. On a le système : y1 = x3 cos(x1x2), y2 = x3 sin(x1x2), y3 = x1 + x3
Soit f la fonction de R3 dans R3 définie par : f(x1, x2, x3) = (x3 cos(x1x2), x3 sin(x1x2), x1 + x3).

Jf(x1, x2, x3) =



−x2x3 sin(x1x2) −x1x3 sin(x1x2) cos(x1x2)
x2x3 cos(x1x2) x1x3 cos(x1x2) sin(x1x2)

1 0 1


.

Donc : detJf(x1, x2, x3) = −x1x3
On peut alors résoudre l’équation au voisinage de tout point x0 tel que x0,1.x0,3 6= 0.

2. x0 = (1, 0, 1), y0 = (1, 0, 2), Jf−1(y0) = (Jf(x0))−1.

On a : Jf(x0) =




0 0 1
1 1 0
1 0 1


. Donc : Jf−1(y0) =




1 0 −1
1 −1 −1
−1 0 0


.

Exercice 3 : f(x) = (x1, x
3
2, x

5
3).

1. On peut facilement vérifier que f−1 existe et on a : f−1(x) = (x1, x
1
3
2 , x

1
5
3 ).

Jf(x1, x2, x3) =




1 0 0
0 3x22 0
0 0 5x53


. Donc : Jf(0, 0, 0) =




1 0 0
0 0 0
0 0 0


.

Alors, detJf(0, 0, 0) = 0, i.e D0f n’est pas inversible.

2. On conclu que la condition Dx0
f dans le théorème d’inversion local n’est pas nécessaire.

Exercice 4 :

1. f : R2 → R3, (x, y) 7−→ (x, y, 0), Jf =




1 0
0 1
0 0


.

rangJf = 2 = dimR2 l’ensemble de début. Donc : f est une immersion.

2. f : R3 → R2, (x, y, z) 7−→ (y, z), Jf =

(
0 1 0
0 0 1

)
.

rangJf = 2 = dimR2 l’ensemble de d’arrivé. Donc : f est une submersion.

3. f : R3 → R, (x, y, z) 7−→ xy + 2yz + 3xz, Jf = ∇f =




y + 3z
x+ 2z
2y + 3z


.

∇f = 0 si et seulement si x = y = 0. Donc : f est une submersion sur R3 \ {(0, 0, 0)}
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4. f : R→ R2, t 7−→ (sin(2t), sin(3t)), f ′(t) = (2 cos(2t), 3 cos(3t)).
f ′ 6= 0. Donc : f est une immersion.

5. f : R3 → R2, (x, y, z) 7−→ (x2 + y2 + z2, xy), Jf =

(
2x 2y 2z
y x 0

)
.

rangJf < 2 si (x, y, z) = (x, x, 0) ou (x, y, z) = (x,−x, 0), i.e (x, y, z) ∈ vect{(1, 1, 0)}∪vect{(1,−1, 0)}.
Donc : f est une submersion sur R3 \ [vect{(1, 1, 0)} ∪ vect{(1,−1, 0)}].

6. f : R2 → R3, (x, y) 7−→ (ex, cos y, sin y), Jf =




ex 0
0 − sin y
0 cos y


.

rangJf = 2 = dimR2 l’ensemble de début. Donc : f est une immersion.

Exercice 5 : Les ensembles suivants sont-ils des sous-variétés :

Première ligne (de gauche à droite) :
La première, la troisième, la cinquième et la sixième sont des sous- variétés.
La deuxième, la quatrième et la septième ne sont pas des sous-variétés à cause de points doubles.

Deuxième ligne (de gauche à droite) :
La troisième et la septième ne sont pas des sous-variétés, car elles ont des coins.
Pour les autres, la réponse dépend ou non de l ?inclusion du bord dans ces parties : si on n ?inclut pas le bord,
ce sont des sous-variétés, tandis que si on inclut le bord, ce ne sont pas des sous-variétés.

Exercice 6 :
A = {(x, y, z) ∈ R3; z = x− 2(x2 + y2)}.

Soit la fonction f définie de R3 dans R par : f(x, y, z) = x− 2(x2 + y2)− z.

f est de classe C∞ et on a : Jf = ∇f =




1− 4x
−4y

1


.

rangJf = 1, dimension d’ensemble d’arrivée. Alors, l’application f est une submersion de classe C∞.
D’après proposition 2.2, A est une sous-variété de dimension m = 3− 1 = 2, de classe C∞.

B = {(t, t2); t ∈ R}.
Soit la fonction g définie de R dans R2 par : g(t) = (t, t2). g est de classe C∞ et on a : g′(t) = (1, 2t).
Soit t0 ∈ R, on a g′(t0) 6= 0, d’après théorème d’inversion local il existe un voisinage ouvert U0 de t0 dans R, un
ouvert O0 de R2, une application ϕ0 = gU0 , différentiable de classe C∞, homéomorphisme de Ux dans Ox ∩B.
ϕ′0 6= 0, donc rangϕ′0 = 1 dimension d’ensemble de début. Alors, l’application ϕ0 est une immersion de classe
C∞.
D’après définition 2.1, B est une sous-variété de dimension 1, de classe C∞.

C = {(x, y) ∈ R2;xy = 0}.
C n’est pas une sous-variété de R2, car (0, 0) est un point double de C.

D = {(x, y) ∈ R2;x > 0, y ≥ 0}.
Supposons que D est une sous-variété de dimension 1. Posons a = (1, 1) ∈ D. Il existe alors Ua un voisinage
(intervalle) ouvert de 0 dans R, Oa un voisinage de a dans R2 et ϕa de Ua dans Oa ∩ D une immersion,
homéomorphisme de Ua sur Oa∩D vérifiant ϕa(0) = a. En particulier, ϕ−1a doit être continue. C’est impossible,
car elle envoie l’ensemble connexe D ∩ (Oa) \ {a} sur l’ensemble non connexe Ua \ {0}.
Supposons maintenant que D soit une sous-variété de dimension 2. Alors, il existe Ub un voisinage de 0 dans
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R2, Ob un voisinage de b = (0, 1) dans R2 et ϕb de Ub dans Ob ∩ D une immersion, homéomorphisme de Ua
sur Ob ∩D vérifiant ϕb(0) = b. Mais c’est impossible, car Ua est ouvert alors que Ob ∩D ne l’est pas.
Donc D n’est pas une sous-variété.

Exercice 7 : Aα = {(x, y) ∈ R2;x2 − y2 = α}.
Soit la fonction f définie de R2 dans R par : f(x, y) = x2 − y2. On a : Aα = f−1({α})
f est de classe C∞ et on a : Jf = ∇f =

(
2x
2y

)
.

∇Jf 6= 0 si et seulement si (0, 0) /∈ Aα, i.e α 6= 0. Donc :
Si α 6= 0, α est une valeur régulière de f. D’après proposition 2.2, Aα = f−1({α}) est une sous-variété de
dimension m = 2− 1 = 1, de classe C∞.
Si α 6= 0, A0 = {x = 0} ∩ {y = 0} n’est pas une sous-variété de R2, car (0, 0) est un point double de A0.

Exercice 8 : Fenêtre de Viviani : V =

{(
a+ a cos t, a sin t, 2a sin

t

2

)
,−π ≤ t ≤ π

}
,M = (0, 0, 2a).

1. V \ {M} =

{(
a+ a cos t, a sin t, 2a sin

t

2

)
,−π ≤ t < π

}
.

Soit la fonction f définie de [−π, π[ dans R2 par : f(t) =

(
a+ a cos t, a sin t, 2a sin

t

2

)
. f est de classe

C∞ et on a : f ′(t) =

(
−a sin t, a cos t, a cos

t

2

)
.
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Soit t0 ∈ [−π, π[, on a f ′(t0) 6= 0, d’après théorème d’inversion local il existe un voisinage ouvert U0 de
t0 dans R, un ouvert O0 de R2, une application ϕ0 = gU0

, différentiable de classe C∞, homéomorphisme
de Ux dans Ox∩V \{M}. ϕ′0 6= 0, donc rangϕ′0 = 1 dimension d’ensemble de début. Alors, l’application
ϕ0 est une immersion de classe C∞.
D’après définition 2.1, V \ {M} est une sous-variété de dimension 1, de classe C∞.

2. ⊆: Soit (x, y, z) ∈ V. Donc ; x = a+ a cos t, y = a sin t, z = 2a sin t
2 ,−π ≤ t ≤ π.

x2 + y2 + z2 = a2 + 2a2 cos t+ a2 cos2 t+ a2 sin2 t+ 4a2 sin2 t

2

= 2a2 + 2a2 cos(2
t

2
) + 4a2 sin2 t

2

= 2a2 + 2a2(1− 2 sin2 t

2
) + 4a2 sin2 t

2
= 4a2

Donc (x, y, z) appartient au sphère de centre (0, 0, 0) et de rayon 2a.
(x− a)2 + y2 = a2 cos2 t+ a2 sin2 = a2.
Donc (x, y, z) appartient au cylindre de centre (a, 0), l’axe {x = 0, y = 0}, et de rayon a.
⊇: Maintenant, soit (x, y, z) tel que x2 + y2 + z2 = 4a2 et (x− a)2 + y2 = a2. Alors :
x2 + y2 + z2 = a2 + 2a2 cos t+ a2 cos2 t+ a2 sin2 t+ z2

= 2a2 + 2a2 cos(2
t

2
) + z2

= 2a2 + 2a2(1− 2 sin2 t

2
) + z2

= 4a2 + z2 − 2 sin2 t
2

Comme x2 + y2 + z2 = 4a2, on a : z2 − 2a2 sin2 t
2 = 0.

Tenant en compte
t

2
∈
[
−π

2
,−π

2

]
On peut écrire alors z = 2a sin

t

2
.

3. V n’est pas une sous-variété à cause de point double M .

Exercice 9 : Soit S = {(x, y, z) ∈ R3;xz + xz + 2x+ 2y − z = 0}.
1. Soit la fonction f définie de R3 dans R2 par : f(x, y, z) = xz + 2x+ 2y − z. On a : S = f−1{0}

f est de classe C∞ et on a : Jf = ∇f =




z + 2
2

x− 1


.

rangJf = 1, dimension d’ensemble d’arrivée. Alors, l’application f est une submersion de classe C∞.
D’après proposition 2.2, S est une sous-variété de dimension 2, de classe C∞.

2. Plan tangent à C en l’origine :
On a : D(0,0,0)f = (2, 2,−1) et T(0,0,0)S = kerD(0,0,0)f = {(x, y, z) ∈ R3 : 2x+ 2y − z = 0}.

Exercice 10 : C = {(x, y, z) ∈ R3; 4xy + 2xz + 4y − z = xy + 2x− z = 0}.

4
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1. Soit la fonction f définie de R3 dans R2 par : f(x, y, z) = (4xy + 2xz + 4y − z, xy + 2x− z).
On a : C = f−1{(0, 0)}. f est de classe C∞ et on a : Jf =

(
4y + 2z 4x+ 4 2x− 1
y + 2 x −1

)
.

rangJf < 2 si et seulement s’il existe α ∈ R tel que





4y + 2z = α(y + 2) · · · (1)
4x+ 4 = αx · · · (2)
2x− 1 = −α · · · (3)

De (3) on trouve α = 1− 2x.
Substitutions la valeur obtenue de α dans (2) on trouve 2x2 + 3x+ 4 = 0, non résoluble dans R.
Donc rangJf = 2, dimension d’ensemble d’arrivée. Alors, l’application f est une submersion de classe
C∞.
D’après proposition 2.2, C est une sous-variété de dimension m = 3− 2 = 1, de classe C∞.

2. Plan tangent à C en l’origine :

D(0,0,0)f =

(
0 4 −1
2 0 −1

)
et T0C = kerD(0,0,0)f = {(x, y, z) ∈ R3 : 4y − z = 0, 2x− z = 0}.

{
4y − z = 0
2x− z = 0

⇔
{
z = 4y
2x = z

⇔
{
z = 4y
x = 2y

Donc : T(0,0,0)C = {(2y, y, 4y), y ∈ R} = vect{(2, 1, 4)}

5
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Facultée de Mathématiques et informatique Département de Mathématiques
Licence mathématiques LMD 3ème année S6 (2019 - 2020)

Géométrie différentielle (corrigé de la série de TD N◦ 02)

Exercice 1 : ϕ1(x, y) = ψ1(x, y) = x ϕ2(x, y) = ψ2(x, y) = y.

1. Les fonctions ϕ1, ϕ2, ψ1, ψ2 sont des bijections de U1, U2, V1, V2 dans ] − 1, 1[, continues, ainsi que ses
réciproque. Donc, ϕ1, ϕ2, ψ1, ψ2 sont des homéomorphismes de U1, U2, V1, V2 dans ]− 1, 1[.
Alors : les couples (U1, ϕ1), (U2, ϕ2), (V1, ψ1), (V2, ψ2) sont des cartes sur S1.

2. On ait : U1 ∩U2 = {(x, y ∈ S1 : x > 0, y > 0)}, U1 ∩V2 = {(x, y ∈ S1 : x < 0, y > 0)}, V1 ∩U2 = {(x, y ∈
S1 : x > 0, y < 0)}, V1 ∩ V2 = {(x, y ∈ S1 : x < 0, y < 0)}, U1 ∩ V=U2 ∩ V2 = ∅.
On a alors les formules de changement des cartes :

]0, 1[
ϕ−1

1−→ U1 ∩ U2
ϕ2−→ ]0, 1[

x 7−→ (x, y) 7−→ (ϕ2 ◦ ϕ−11 )(x) = y =
√

1− x2

]− 1, 0[
ϕ−1

1−→ U1 ∩ V2 ψ2−→ ]0, 1[

x 7−→ (x, y) 7−→ (ψ2 ◦ ϕ−11 )(x) = y =
√

1− x2

]− 1, 0[
ψ−1

1−→ V1 ∩ U2
ϕ2−→ ]0, 1[

y 7−→ (x, y) 7−→ (ϕ2 ◦ ψ−11 )(y) = x =
√

1− y2

]− 1, 0[
ψ−1

1−→ V1 ∩ V2 ψ2−→ ]− 1, 0[

y 7−→ (x, y) 7−→ (ψ2 ◦ ψ−11 )(y) = x = −
√

1− y2
3. Les applications précédentes sont C∞ difféomorphismes. Donc : les cartes mentionnées dans 1. sont

compatibles.

4. Enfin : S1 = U1∪U2∪U3∪U4. On a : construit un atlas unidimensionnel {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2), (V1, ψ1), (V2, ψ2)}
de classe C∞. Alors : S1 est une variété différentiable de dimension 1 classe C∞.

Exercice 2 :

1. A = {(x, y) ∈ R2 : xy = 0}.
Au voisinage ouvert U de point (0, 0) ∈ A, on ne peut pas trouver un homéomorphisme d’un segment
]a, b[⊂ R dans U ∩A. Donc : A n’est pas une variété topologique.

2. B = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 = 0 = 0} (cône).
Au voisinage ouvert V de point (0, 0, 0) ∈ B, on ne peut pas trouver un homéomorphisme d’un ouvert
O ⊂ R2 dans V ∩B. Donc : A n’est pas une variété topologique.
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Exercice 3 : S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}
1. On a :

ϕN : S2 \ {N} −→ R2

M(x, y, z) 7−→ P (α, β,−1) = (NM) ∩ {z = −1}
(NM) désigne la ligne qui passe aux points N et M .

Puisque P /∈]NM [, il existe k ≥ 1 tel que : P−N = k(M−N), ce qui donne : (α, β,−2) = (kx, ky, kz−k).
On a alors kz = k − 2.
Comme M ∈ S2, on a : x2 + y2 + z2 = 1. Donc : (kx)2 + (ky)2 + (kz)2 = k2.
Donc : (x2 + y2)k2 + (k − 2)2 = k2, alors : (x2 + y2)k2 − 4k + 4 = 0.

Tenant en compte k ≥ 1, on trouve k =
1 +

√
1− (x2 + y2)

x2 + y2
.

Donc : ϕN (x, y, z) =

(
x+ x

√
1− (x2 + y2)

x2 + y2
,
y + y

√
1− (x2 + y2)

x2 + y2
,−1

)
.

2. On a :
ϕS : S2 \ {S} −→ R2

M(x, y, z) 7−→ Q(α, β, 1) = (SM) ∩ {z = 1}
(SM) désigne la ligne qui passe aux points S et M .

Puisque Q /∈]SM [, il existe k ≥ 1 tel que : Q−S = k(M −S), ce qui donne : (α, β, 2) = (kx, ky, kz+k).
On a alors kz = 2− k.
Comme M ∈ S2, on a : x2 + y2 + z2 = 1. Donc : (kx)2 + (ky)2 + (kz)2 = k2.
Donc : (x2 + y2)k2 + (2− k)2 = k2, alors : (x2 + y2)k2 − 4k + 4 = 0.
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Tenant en compte k ≥ 1, on trouve k =
1 +

√
1− (x2 + y2)

x2 + y2
.

Donc : ϕS(x, y, z) =

(
x+ x

√
1− (x2 + y2)

x2 + y2
,
y + y

√
1− (x2 + y2)

x2 + y2
, 1

)
.

3. La composition R2 \ {(0, 0)} ϕ
−1
N−→ S2 \ {N,S} ϕS−→ R2 \ {(0, 0)} :

On a : ∀(x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)} : (ϕS ◦ ϕ−1N )(x, y) = (x, y).

4. Posons : UN = S2 \ {N}, US = S2 \ {S}. On trouve :
∗) S2 = UN ∪ US ,
∗∗) ϕS ◦ϕ−1N est un C∞ difféomorphisme de R2 \ {(0, 0)} dans R2 \ {(0, 0)}, i.e (UN , ϕN ), (US , ϕS) sont
deux cartes compatibles, et {(UN , ϕN ), (US , ϕS)} est un atlas bidimensionnel de classe C∞.
Alors, S2 est une variété de dimension 2 de classe C∞.

Exercice 4 :
D = {D : ax+ by = 0, a, b ∈ R},Dy = {D : y = αx, α ∈ R},Dx = {D : x = βy, β ∈ R},
ϕy : Dy → α, ϕx : Dx → β.

1. i) Il est clair que Dx ⊂ D ,Dy ⊂ D et D = Dx ∪Dy.

ii) Les fonctions ϕx, ϕy sont bijectives de Dx dans R, respectivement Dy dans R,

iii) On a : Dx ∩Dy = {D : y = αx, α ∈ R∗} = {D : x = βy, β ∈ R∗}, qui est un ouvert de R.

R∗
ϕ−1

x−→ Dx ∩Dy
ϕy−→ R∗

a 7−→ x = ay 7−→ (ϕy ◦ ϕ−1x )(a) = 1
a

ϕy ◦ ϕ−1x ∈ C∞, et de même ϕx ◦ ϕ−1y .

Montrer que {(Dx, ϕx), (Dy, ϕy)} est un atlas unidimensionnelle sur D , de classe C∞.

2. D est une variété de dimension 1, de classe Cinfty.

3. Les droites affines sont des droites D : ax+ by + c = 0. On pose :
D = {D : ax+ by + c = 0, a, b, c ∈ R},Dy = {D : y = αx+ γ, α ∈ R},Dx = {D : x = βy + δ, β ∈ R},
ϕy : Dy → (α, γ), ϕx : Dx → (β, δ).
Suivant les étapes précédentes, l’ensemble des droites affines de R2 est une vari”t” de dimension 2, de
classe C∞.
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Géométrie différentielle (corrigé de la série de TD N◦ 03)

Exercice 1 : Dérivée extérieure :

i) ω1 = cos(xy)dx
dω1 = D(cos(xy))dx

= (−y sin(xy)dx− x sin(xy)dy)dx
= −x sin(xy)dydx
= x sin(xy)dxdy

ii) ω2 = exdx− sin ydy
dω2 = D(ex)dx−D(sin y)dy

= (exdx)dx− (cos ydy)dy
= 0

iii) ω3 = xyzdxdy
dω3 = D(xyz)dxdy

= (yzdx+ xzdy + xydz)dxdy
= (yzdxdxdy) + (xzdy)dxdy + (xydz)dxdy
= xydzdxdy
= −xydxdzdy
= xydxdydz

Exercice 2 : ϕ(t) = (cos t, sin t), U = R2\{0}, ω = − y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy = f(x, y)dx+ g(x, y)dy.

1. Calcule de ϕ∗ω.
dϕ∗ωU = f(cos t, sin t)Dt(cos t) + g(cos t, sin t)Dt(sin t)

= − sin t

cos2 t+ sin2 t
(− sin tdt) +

cos t

cos2 t+ sin2 t
(cos tdt)

= dt
= h(t)dt

2. Intégrale de ω sur S1 :
On sais que S1 = {(cos t, sin t), t ∈]− π, π]}. Donc :

∫

ϕ

ω =

∫ π

−π
h(t)dt = 2π

Exercice 3 : F (x, y) = (y,−x+ 1), A(1, 0), γ = C(A, 2), γ(t) = (x, y) ∈ R2(1 + cos t), 2 sin t), t ∈]− π, π].
La circulation de champs de vecteur le long de γ :∫ π

−π
(F (γ(t)).γ′(t))dt =

∫ π

−π
(2 sin t,−2(1 + cos t) + 1).(−2 sin t, 2 cos t))dt

=

∫ π

−π
[−4 sin2 t+ 2 cos t(1− 2 cos t)]dt

=

∫ π

−π
[2 cos t− 4]dt

= −8π

.

Exercice 4 : Γ(t) = (ρ(t), θ(t)), t ∈ [a, b].

1. La longueur de Γ est LbaΓ =

∫ b

a

√
x′2(t) + y′2(t)dt.

On a : x(t) = ρ(t) cos θ(t), y(t) = ρ(t) sin θ(t).
Donc : x′(t) = ρ′(t) cos θ(t)− ρ(t)θ′(t) sin θ(t), y′(t) = ρ′(t) sin θ(t) + ρ(t)θ′(t) cos θ(t). Alors :
x′2(t) + x′2(t) = ρ′2(t) cos2 θ(t) + ρ2(t)θ′2(t) sin2 θ(t)− 2ρ(t)ρ′(t) cos θ(t) sin θ(t)

+ρ′2(t) sin2 θ(t) + ρ2(t)θ′2(t) cos2 θ(t) + 2ρ(t)ρ′(t) cos θ(t) sin θ(t)
= ρ′2(t) + ρ2(t)θ′2(t)

Donc :

LbaΓ =

∫ b

a

√
ρ′2(t) + ρ2θ′2(t)dt.

1

AB
D
ER
AC
HI
D
SA
AD
I



2. Soit γ : ρ = 2(1 + cos θ), θ ∈ [−π;π] (cardiöıde).
γ est une courbe paramétrique définie sur un intervalle [a, b] par : γ(t) = (ρ(t), θ(t)).

Lbaγ =

∫ b

a

√
[4 sin2 θ(t) + 4(1 + cos2 θ(t))]θ′2(t)dt =

∫ b

a

2
√

2|θ′(t)|dt.
D’après la représentation graphique, θ est décroissante (i.e θ′(t) ≤ 0) sur ] − π, 0] et croissante (i.e
θ′(t) ≥ 0) sur ]0, π]. Donc, si on pose θ = θ(t), on trouve : dθ = θ′(t)dt, alors :

Lbaγ =

∫ 0

−π
−2
√

2dθ +

∫ π

0

2
√

2dθ = 4
√

2π.

Exercice 5 : S la surface paramétrée par : ψ : (u, v) ∈ D 7−→ (u, v, uv), ou D = {(u, v) ∈ R2 : u2 + v2 ≤ 1}.
1. L’aire de la surface de S est :

A =

∫ ∫

D

(∣∣∣∣
D(ψ1, ψ2)

D(u, v)

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
D(ψ1, ψ3)

D(u, v)

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
D(ψ2, ψ3)

D(u, v)

∣∣∣∣
2
) 1

2

dudv

∣∣∣∣
D(ψ1, ψ2)

D(u, v)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1

∣∣∣∣
D(ψ1, ψ2)

D(u, v)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1 u
0 v

∣∣∣∣ = v

∣∣∣∣
D(ψ1, ψ2)

D(u, v)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
0 u
1 v

∣∣∣∣ = −u, donc :

A =

∫ ∫

D

√
1 + u2 + v2dudv

2. u = r cos θ, v = r sin θ, 0 ≤ r ≤ 1,−π ≤ θ ≤ π, alors :

A =

∫ π

−π
dθ

∫ 1

0

r
√

1 + r2dr =
2π(2
√

2− 1)

3

3. Soit f : R3 −→ R, f(x, y, z) = z − x2.

∫ ∫

S

fds =

∫ ∫

D

f(u, v)
√

1 + u2 + v2dudv

=

∫ ∫

D

(uv − u2)
√

1 + u2 + v2dudv

=

∫ π

−π

∫ 1

0

r3(cos θ sin θ − cos2 θ)
√

1 + r2drdθ

=
1

2

∫ π

−π
(sin 2θ − cos 2θ − 1)dθ

∫ 1

0

r3
√

1 + r2dr

=
2π

15
(1 +

√
2)
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Exercice 6 : F (x, y, z) = (y,−x, z), S = {(x, y, z) ∈ R3 : z =
√
x2 + y2; 0 ≤ z ≤ 2}.

S = ∂V ou V = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ x2 + y2 ≤ 4; 0 ≤ z ≤ 2}.
Le flux du champs de vecteurs F à travers de S est

∫

S

(F.νS)dS.

D’après la formule d’Ostragradski :

∫

S

F.νSdS =

∫

V

(divF )dxdydz =

∫

V

dxdydz.

En utilisant les cordonnées cylindriques (r cos θ, r sin θ, z), on trouve :∫

S

F.νSdS =

∫ 2

0

∫ 2

0

∫ π

−π
dzdrdθ = 8π

Exercice 7 : F (x, y, z) = (x, y, z), divF = 3, C = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ a2,−1 ≤ z ≤ 1}.
S = ∂C = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = a2,−1 ≤ z ≤ 1}.
D’après la formule d’Ostrogradski :

∫

S

F.νSdS =

∫

C

(divF )dxdydz =

∫

C

3dxdydz.

En utilisant les cordonnées cylindriques (r cos θ, r sin θ, z), on trouve :∫

S

F.νSdS =

∫ 1

−1

∫ a

0

∫ π

−π
3rdzdrdθ = 6πa2.

Exercice 8 (∗) :

Exercice 9 : ω = y3dx− x3dy + z3dz.
C = ∂V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = a2} ∩ {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y + z = b}
avec V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ a2} ∩ {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y + z = b}
V est compact car −a ≤ x ≤ a,−a ≤ y ≤ a, b− a ≤ z ≤ b+ a.

On peut écrire
◦
V = {(r cos θ, r sin θ, b− r cos θ − r sin θ); 0 < r < a,−π < θ < π}.

D’après la formule de Stockes :

∫

C

ω =

∫
◦
V

dω.

Soit ϕ la fonction de ]− a, a[×]− π, π[ dans
◦
V définie par : ϕ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ, b− r cos θ − r sin θ).

D(r,θ)ϕ = (cos θdr − r sin θdθ, sin θdr + r cos θdθ,−(cos θ + sin θ)dr + r(sin θ − cos θ)dθ)

ϕ∗dω = ω(r cos θ, r sin θ, b− r cos θ − r sin θ) ◦D(r,θ)ϕ
= 3(r2 cos2 θ + r2 sin2 θ)(cos θdr − r sin θdθ)(sin θdr + r cos θdθ)
= 3r2(r cos2 θdrdθ − r sin2 θdθdr)
= 3r3drdθ

Donc :∫

C

(y3dx− x3dy + z3dz) =

∫
◦
V

dω =

∫ π

−π
dθ

∫ a

0

3r3dr = 2πa2.

Exercice 10 (∗) :
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