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Dans ce chapitre nous allons étendre la notion d’intégrale définie de Riemann aux inté-
grales doubles des fonctions continues de deux variables sur un domaine borné.

On munit le plan usuel R? d’un repére orthonormé (O, 7, ;).

1 Deéfinitions et théoréme de Fubini

Lemme 1  Soient [a,b] et [c,d] deux segments de R et f : [a,b] X [¢,d] — R une fonction

continue. Alors,

e Pour tout x € [a,b], la fonction partielle y — f(x,y) est intégrable sur [c,d] ;

e Pour tout y € [c,d], la fonction partielle x — f(x,y) est intégrable sur |a,b] ;
d b
e Les fonctions x — / flzy)dy ety — / f(z,y) dz sont continues et donc intégrables

sur [a,b] et [c,d] respectivement.



Théoréme 1 (Théoréme de Fubini sur un rectangle de R?)  Soient [a,b] et [c, d] deux

segments de R et f : [a,b] X [c,d] — R une fonction continue. Alors, on a

/ab (/Cdf(:c,y)dy> dx:/cd (/jf(%y)dx) dy.

La valeur commune de ces deux intégrales itérées est appelée intégrale double de f sur le

rectangle |a,b] X [c,d] et est notée // f(z,y) dxdy ou tout simplement / f.
[a,b] X [c,d] la,b]x[c,d]

Exemple 1 Calcul de l'intégrale double / (x%y — 1) dzdy.
[—1,1]x[0,1]
La fonction (x,y) — 2%y — 1 est continue sur [—1, 1] x [0, 1] comme fonction polynomiale.

1 1 1 x2y2 y=1
// (2y — 1)dady = / (/ (2%y — 1) dy) dx = / { — y} dx
[~1,1]x[0,1] ~1 \Jo 1l 2 =0
1 /.2 23 1 5
- L) de= |2 —a] =-2.
LG)e= 5], -

Exemple 2 Calcul de l'intégrale double / / re™ dxdy.
[0,1]%[0,2]
La fonction (z,y) — xe™ est continue sur [0, 1] x [0, 2].

1 2 1 y=2
/ / reVdxdy = / ( / xe™ dy) dr = / [emy] dx
[0,1]x[0,2] 0 0 0 y=0

1 2 =1 2
. 3
— 2 _ \Vdr = | _ _e_ 2
/0(6 Jdv =5 —w 2 2

z=0

Dans le cas ou la fonction a intégrer f est le produit d’une fonction de x par une fonction

de y, on a :

Corollaire 1 (Variables séparables)  Soient [a,b] et [c,d] deuz segments de R, et soit

g:la,bl = Reth:[c,d — R deux fonctions continues. Alors

/ /[ o ) dsdy = (/ g() a) (f ") ).

Exemple 3 Calcul de / / x cosy dxdy.

[0,1]x[0,7/2]

1 /2 2271 /2 g
// rcosydxdy = (/ x dx) / cosydy | = {—} {Sin y] = —.
[0,1]x[0,7/2] 0 0 2|, 0 2



Définition 1 Soit D un sous-ensemble de R? de la forme (')

D={(z,y) eR*;a<z<b et ¢ (z)<y< )}, (1)
(voir Fig. 1), ou de la forme (*)

D={(z,y) eR*;y€lc;d] et o(y) <z<w(y)}, (2)

(voir Fig. 2), ot ¢, et @, désignent deux fonctions réelles continues sur le segment |a,b],
vérifiant o, < @, et ot P, et 1y sont deux fonctions réelles continues sur le segment [c, d],
vérifiant 1, < 1y. Soit f: D — R une fonction continue sur D.

L’intégrale double de la fonction f sur D est le nombre réel noté // f(z,y)dzdy ou
D

//Df et défini par

//Df(%y) dzdy = /ab <LT§Z> f(z,y) dy) dz, si D est de la forme (1) (3)
t

d Pa(y)
// flz,y)dedy = / </ f(z,y) dz) dy, si D est de la forme (2). (4)
D c ¥1(y)

g\

e

Y = ¢y(x)
0 ////D/ i
), /AR
y = ¢4(x)
Fig. 1

1Un tel ensemble est dit étre décrit par pile.
2Un tel ensemble est dit étre décrit par tranche.



x =Y

Fig. 2

Remarque 1 Un sous-ensemble de R? décrit par (1) ou (2) est clairement compact et n’a

pas de trou.

Notation. On utilise souvent la notation suivante :

b () b 2160
/dfv/ flz,y)dy = / / f(x,y)dy | dz,
o Joy(@) a \Joi (@)
d Yo (y) d Yo (y)
/dy/ flz,y)dz = / / f(z,y)dz | dy.
c 1(3/) c wl(y)

Théoréme 2 (de Fubini) Si D est un compact plan admettant a la fois une définition de

la forme (1) et une définition de la forme (2) (voir Fig. 3), i.e.

()}

D = {@myeRa<a<h et ofr)<y<o
¢2(y)}>

IA

IN

= {(z.y) eR*;c<y<d et ¢y(y) <u

et si f: D — R est une fonction continue, alors

b v ()
// f = / (/ f(z,y) dy) dz  (on intégre par rapport 4 y puis par rapport & x)
D a p1(z)

d Pa(y)
= / </ f(z,y) dx) dy (on intégre par rapport & x puis par rapport & y).
c ¥1(y)

L’ordre d’intégration est indifférent, et dans la pratique, on s’arrange pour intégrer dans un

ordre qui facilite les intégrations.



Exemple 4 Calcul de l'intégrale double / / f ou f est la fonction continue (z,y) € R? —

D
2%y et D est la partie du plan Oy délimitée par 1’arc de parabole y = 22 en bas, et la droite

y = 1 en haut.
yz; y=x2
1
y=1
X

Premiére méthode. On peut décrire D comme

D={(z,y) eR’; —1<z<1 et 2°<y<l1},
d’oll

1 1 1 1 vt
/ flz,y)dady = / z? </ ydy) dz = / z? [—gf] dx
D -1 x2 -1 2 y=a2

1t o, 1[1 1.1 4
= - — d = — Zapd T = —.
2/_1(:6 r)dr =3 {35”' 7x}1 21

Deuxiéme méthode. On voit que 2 <y <= |z| <y <= —/y <z < /y, doul'on

peut affirmer que le domaine D est aussi caractérisé par

0<y<l1

~Vi<T< VA

(x,y) € D <—

Par suite,

/Df(x,y)dxdy = /Oly (/_\/;xde> :/013/ % ]x Vi

2 [ 202 .,]" 4
= 2 PlPdy=Z|Zy?| = =
3/0y Y 3{79 L 21

On a bien trouvé le méme résultat.

Définition 2 (Aire d’un domaine plan) On appelle aire d’un domaine D de R* défini

par (1) ou (2), Uintégrale sur D de la fonction constante 1 :

Aire(D) = / /D dady.



Cette définition correspond a la notion intuitive d’aire, comme le montrent les exemples

suivants :

Exemple 5 Un rectangle [a,b] X [¢,d] admet pour aire :

Aire ([a, B] % [e, d]) = /ab (/cddy> dz = (b—a)(d— o).

Exemple 6 L’aire du disque D centré en O et de rayon R > 0 est 7R?. En effet :

Y
'.r-"';-ff 2 _ 22
D .
—R R
~\R2 — 22

D:{(x,y)€R2 ;v €[-R,R] et —vRQ—x2§y§\/R2—az2}

R VR2—z2
Aire(D) = / / dy | dz
—R \J/—VR?—2?
R
= 2/ VR? —22dx
-R
1
= 2R? / v1—t2dt (changement de variable % =)
-1

w/2
= 2R? / cos® 0 df (changement de variable ¢ = sin 6)
—7/2

w/2
= RQ/ (1 + cos26)do
—7/2

= 7R%

Définition 3 (Volume sous le graphe d’une fonction)  Soit f une fonction continue

sur un domaine plan D défini par (1) ou (2). On définit :

o Volume "algébrique” sous le graphe de f = // f(z,y) dzdy ;
D

e Volume sous le graphe de |f| & // |f(z,y)| dzdy.
D



i
N

positif négaif

Fig. 3

Exemple 7 On veut calculer le volume du solide qui s’éléve sur le domaine D du plan Oxy
délimité par la droite d’équation y = 2x et la parabole y = 2% et couvert par le paraboloide
2z = 2% + 9>

Premaiére méthode. Le domaine D peut étre décrit par
D:{(x,y)ERQ; 0<z<2, x2§y§2x}.
Le volume se calcule alors par
2 2x 2 yg y=2x
// (22 + ) dady = / (/ (:1:2+y2)dy) dx:/ {x2y+—} dz
D 0 $2 0 3 y:xz
2 2 3 233
= / (x2(2$) + (22 _ 2 (2®) + ﬂ> dz
0
/2 1423,  af et 25 2T 216
= —t e )dr= | —/— - =+ = =,
0 3 3 6 5 21),., 35

Deuxiéme méthode. Le domaine D peut étre décrit par

D={(z,y) €R*; 0<y<4, y/2<z</y}.

Le volume se calcule alors par

2 2 _ ! v 2 2 _ ! x_?’ 2 v
(x* 4+ y*)dady = (x* 4+ y°)de | dy = + Yy dy

— /04 (@ +Vy — @ - (y/2)y2) dy

ek 13y° 2052 277 13y41"" 216
0

3 24 L 15 7 96 |, 35
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2 Propriétés générales des intégrales doubles

Dans tout ce qui suit, D est un domaine de R? de la forme (1) ou (2) et f et g sont deux

fonctions continues de D dans R.
Proposition 1 (Linéarité)  Pour tous \,u € R, on a

[ om0 =2 ffsenf]s

Proposition 2 (Positivité) Si f est une fonction positive sur D, i.e. telle que f(z,y) >

0 pour tout (x,y) € D, alors on a

/ f(z,y) dady > 0.
D

Si de plus, D est dintérieur non vide, l’'intégrale / / f me peut étre nulle que si [ est la
D

fonction nulle.
Cette proposition donne immédiatement lieu au corollaire suivant.

Corollaire 2

i) Croissance. Si f(z,y) < g(z,y) pour tout (z,y) € D, alors on a

//f:vy dxdy<// (. y) dady,

ii) Intégrale et valeur absolue. On a

‘ / f<x,y>dxdy]s J[ 176 s
D D



Proposition 3 (Additivité, Relation de Chasles) Si Dy et Dy sont deuxr domaines
bornés de la forme (1) ou (2) dont Uintersection des intérieurs est vide, Dy N Dy = @, et f

est une fonction continue définie de D1 U Dy dans R, alors

[ijmwmwz/mﬂ%wmw+/mﬂ%wmw

Définition 4 On appelle compact simple de R? toute réunion finie de compacts suscep-

tibles de l'une des descriptions (1) ou (2) dont les intersections deuxr & deux est vide ou

contenue dans leur bord (Autrement dit, les intérieurs des deux domaines ne se rencontrent

pas).

A la lumiére de la proposition 3, pour calculer I'intégrale d’'une fonction continue sur un
compact plan simple D, on décompose D, au moyen de parallélles aux axes, en compacts
élémentaires D; susceptibles de 'une des définitions (1) ou (2), et on fera la somme des

intégrales relatives & ces compacts.

Exemple 8 Calcul de l'intégrale double / / xy dxdy ou 'ensemble d’intégration est colorié
D
dans la figure ci-dessous.

y.ﬂ.

H\r’

-2 -1 {/1

OnaD:D1UD20f1

Dy = {(my R —1<2<0, 0<y<z+1},



Comme lo)l N Zo)g = @ et la fonction (x,y) — zy est continue, on a

// rydedy = // xy dxedy + // xy dzdy
D Dy Do
0 a1 1 0
= / (/ xydy) d:t:—i—/ (/ xydy)dx
1 0 0 rz—1
0 27y=z+1 1 271 y=0
= / {x y_} dz + / {x y_} dx
-1 2 y=0 0 2 y=z—1

1 [0 1 /[t
= —/ (x3+2x2+x)dx——/ (x3—2x2+x)dx
2/, 2 Jo

1[:1:4 23 xz]z_o 1[x4 23 :UQT_I 1
1

I3

2

4+3+2

2

- + N
4 3 21,0

Le fait que le domaine d’intégration D soit défini par des inégalités larges signifie qu’il est
fermé. Ceci n’est pas une obligation, et pour un domaine qui serait ouvert (inégalités strictes)
ou ni ouvert ni fermé (il y a a la fois des inégalités trictes est des inégalités larges), l'intégrale
double de f sur ce domaine est égale a I'intégrale double sur 'adhérence du domaine, comme

le stipule le résultat suivant.

Proposition 4 Pour un domaine borné D de R?, dont 'adhérence D est un compact simple,

et une fonction f continue sur D, on a

//Df(x,y) dedy = //Df(m,y) dzdy = //[O)f(x,y) dady.

3 Changement de variables dans les intégrales doubles

3.1 Théoréme de changement de variables

Soient U et V deux ouverts de R? et soit ¢ = (pq,py) un C*—diffeomorphisme de U
sur V (bijection de classe C! dont la réciproque est de classe C!). Son jacobien au point

(u,w) € U est noté

6501 (urw) 8301 (uvw)

D(Spla 902) Ou Ow
det J waw) OW —— == (U, W) =

On sait que dans ce cas, det J(p) : U — R est une fonction continue, qui ne prend pas la
valeur 0.

On admet le théoréme suivant, dit théoréme de changement de variables.

10



Théoréme 3 Soient U et V deuz ouverts de R?, o un C'—difféomorphisme de U sur V :
@ (u,w) = p(u,w) = (z,y)

et A un compact simple de R? inclus dans U.
Alors, pour toute fonction réelle f des variables x,y, définie et continue sur le compact

v (A), la fonction (f o ¢)|detJ(p)| de A dans R est continue, et l'on a la formule de

changement de variables :

f(x,y)dedy = [ [ f[o(u, w)][det () (u, w)| dudw. (5)
Mo A

pw

i
N

On a également la version suivante du théoréme de changement de variables.
Théoréme 4 Soient U un ouvert de R?, o un Cl—difféomorphisme de U sur o(U) :
p: (u,w) = p(u,w) = (z,y)

et soit A un compact simple de R? inclus dans U. On suppose que ¢ et son jacobien det J(p)
sont prolongeables par continuité sur U (ou au moins sur A).
Alors, pour toute fonction réelle f des variables x,y, définie et continue sur le compact

v (A), la fonction (f o) |det J(p)| est prolongeable par continuité sur A, et on a la formule

de changement de variables :

flay)dady = [ | f[p(u,w)] [det J(0) (uw) | dudw. (6)
/.o I

11



3.2 Passage en coordonnées polaires (planes)

Soit ® : R? — R2, (r,0) — (x,y) = (rcosf,rsinf) 'application qui définit les coordon-

nées polaires. Elle est de classe C* et on a

cosf —rsinf
det J(@)(T,g) = =T.

sinff rcos@

Elle définit donc un C'*°—difféomorphisme sur tout ouvert U de R* x R sur lequel elle est
injective, par exemple sur U = ]0, 400 X |0, 27[. Par ailleurs, ® et son jacobien det J(®) sont
des fonctions continues sur R? et donc sur U = [0, +-oc[ x [0, 27]. Par conséquent, pour tout
compact simple A C U = [0, +o0[ x [0, 27] et toute fonction réelle continue sur ®(A), on a

d’apres le théoréme 4 :

//I)(A)f(l",y) dedy = //Af(cb(r, 0)) |det J(®)0)| drdd = //Af(r cos 6,7 sin 0)r drdd.

Comme @ est injective sur chaque ouvert |0, +00[ X |a,a 4 27[, a € R, la méme conclusion

subsiste pour tout compact simple A C [0, +00] X [a, a + 27].

Corollaire 3 Soit ® : R? — R? [a fonction (r,0) € R? — (z,y) = (rcosf,rsinf), et soit a
un réel et A un compact simple de R* inclus dans [0, +o0o[ X [a,a + 27]. Si f est une fonction

réelle continue sur ®(A), alors on a :

//I)(A)f(l’,y) drdy = //Af(r cos ), rsin §)r drdf.

Exemple 9 Retrouvons l'aire du disque D de centre O et de rayon R > 0 en faisant un

passage aux coordonnées polaires.

On a:
D= {(x,y) e R?; 22 42 SRQ}.
Puisque 22 + y* = 7%, on a :

A = dYD)
= {(r,0) e Ry x[0,27] ; ®(r,0) € D}
= {(r,0) e R, x[0,27] ; r < R}
= [0, R] x [0,27],

12



d’ou

R 27 R
Aire(D) = // dzdy = //rdrd@ :/ (/ rd@) dr = / 2mr dr = mR2.
D A 0 0 0

Exemple 10 On veut intégrer la fonction continue f : (z,y) € R? —

I’ensemble

D:{(gs,y)e]RQ; 0<y<+V3z et 1<£2+y2<4}.

Si on passe en coordonnées polaires on a

A = YD)
= {(r,0) e Ry x [0,27] ; ©(r,0) € D}
- {(r,@)eRix[O,Qw[ S l<r<?2 et 0<9<g}
T
— 11,2 x}o,—[.
11,2 3
; ¥=1v3x
sl L y=0
ho .-\'\r.::'. __-f";f_zl_#_]_.;é::'_l_
On a donc

1 3 2
= // rdrd@z/ /—dr do
A1+T2 0 1 1"‘7"2
5 2 oy 7 [In(1 +7?)
- ([o) ([ ) -5 [

13
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