4 Théorémes fondamentaux du calcul différentiel

4.1 Théoréme d’inversion locale

Définition 13 (Difféeomorphisme) Soient U et V' deux ouverts (non vides) de R" et k €
N* U {oo}. On dit qu'une fonction f: U — V est un difféomorphisme de classe C* (ou un
Ck—difféomorphisme) de U surV si :

i) f est bijective de U sur 'V,
ii) f est de classe C* sur U,

iii) f~! est de classe C* sur V.

Exemple 26 La fonction trigonométrique tan est un C'—difféomorphisme de ]—%, %[ sur

R.

3 n’est pas un C'—diffécomorphisme de R dans R,

Par contre, la fonction polynémiale z — x
bien que ce soit une bijection de classe C'. En effet, sa réciproque f~!: y — ¢y = y'/% n'est

pas différentiable en y = 0 puisque

fYy)— 40 1
) Y 9 - y2/3 y—>—03r +00.

Etablir qu'une fonction f est un C*—difféomorphisme & ’aide de la définition n’est pas
simple en général. En effet, cela nécessite d’avoir une expression de la réciproque de f. Celle-
ci n’est pas toujours disponible. Le théoréme suivant permet de savoir si une fonction est un

C*—difféomorphisme sans avoir besoin d’expliciter sa réciproque.

Théoréme 22 (d’inversion locale) Soient U un ouvert de R™ et f : U — R" une fonction
de classe C*, k € N* U{cc}. Sia € U est tel que det J(f), # 0, alors il existe un voisinage
ouvert U, de a contenu dans U et un voisinage ouvert Vi, de b = f(a) dans R" tels que la
restriction de f a U, soit un C*—difféomorphisme de U, sur Vy. De plus, on a pour tout
yeWy

I(fw) Dy =B on = () )
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Exemple 27 (Coordonnées polaires) Soit ® : R? — R? la fonction
O :(r,0)— (xr =rcosb,y =rsinb).
La matrice jacobienne de cette fonction, au point (r, ), a pour expression

3(®) cos@ —rsind
r0) —
0) sinf rcosf

Son jacobien det J(®)( ) = r est donc non nul en tout point (r,f) € R? vérifiant r # 0.
d’apres le théoréme d’inversion locale, tout point ag = (g, 0y) € R? vérifiant ro # 0 posséde
un voisinage ouvert U,, tel que CI>|UaO soit un C'*°—difféomorphisme de U,, sur un ouvert

® (U,,) de R,

Le théoréme d’inversion locale permet de déterminer si une fonction est un difféomorphisme
local (i.e. au voisinage d’un point donné). Il existe une version de ce théoréme qui permet
d’établir la propriété de C*—difféomorphisme sur la totalité du domaine U. C’est le théoréme

d’inversion globale.

Théoréme 23 (d’inversion globale) Soient U un ouvert de R"™ et f : U — R"™ une fonc-
tion de classe C*, k € N*U{oo}. Si f est injective, les assertions suivantes sont équivalentes :
i) Le jacobien de f ne s’annule pas sur U ;

ii) f(U) est un ouvert de R™ et f réalise un C*—difféomorphisme de U sur f(U). De plus,

on a

I =3(),,, Vael



L’intérét du théoréme d’inversion globale est qu’il dispense de déterminer la bijection réci-

proque f~! de f et d’établir qu’elle est de classe C* sur f(U).

Remarque 16 Il se peut que det J(f), soit non nul pour tout = € U et que f ne soit pas
injective (prendre par exemple f : R?* — R?, (z,y) — (e” cosy,e”siny), det J(f) () = e* #
0 pour tout (x,y) € R? mais f(0,0) = f(0,27) = (1,0)).

D’un point de vue pratique, pour montrer qu’une fonction f définie sur un ouvert U de R”
et a valeurs dans un ouvert V de R™ est un C*—difféomorphisme, on vérifie que :

- la fonction f est de classe C* sur U,

- le jacobien de f ne s’annule pas sur U,

- la fonction f est injective sur U,

- 'image de U par f est 'ouvert V.

Exercice 3 Soit f: R?*\ {(0,0)} — R? la fonction définie par f(x,y) = (2% — 32, 2zy).
1. Montrer qu’en tout point de R? \ {(0,0)}, f est un C*° difféomorphisme local.

2. L’application f est-elle un C'*° difféomorphisme global ?
Solution.

1. La fonction f est de classe C™ sur R? \ {(0,0)} car ses fonctions composantes sont
des fonctions polynomiales. Soit (a,b) € R? \ {(0,0)}. Le jacobien de f en (a,b) est
égal a

207200y %) 20,

20 2a
Donc, d’apres le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U de (a, b)
contenu dans R? . {(0,0)}, un voisinage ouvert V de f(a,b) dans R?, tel que la res-
triction de f & U soit un C*°—difféomorphisme de U sur V. Autrement dit, f est un
C>°—difféomorphisme local en (a, b).
2. On remarque que f(—x,—y) = f(x,y), la fonction f n’est donc pas injective, et par

conséquent ce n’est pas un C'*° —difféomorphisme global.
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4.2 Théoréme des fonctions implicites
4.2.1 Cas de deux variables

Une application du théoréme d’inversion locale concerne le probléme suivant : pour f
fonction C'! de deux variables, on considére 'équation f(z,y) = 0 et on cherche & comprendre
si cette équation est équivalente a y = () ou ¢ est une fonction d’une variable. On dit

alors que f(z,y) = 0 définit implicitement y, ou encore définit y comme fonction implicite

de z.

Le théoréeme des fonctions implicites donne un résultat général allant dans ce sens. L’idée

est que, si deux variables réelles x et y sont liées par une relation différentiable suffisamment
2 LEN 9 . 9 . P . o .

réguliére, alors 'une est fonction de ’autre, mais sans que 1’on puisse donner explicitement

cette fonction.

Théoréme 24 (des fonctions implicites, version R?) Soit Q un ouvert de R? et f :

Q — R une fonction de classe C*, k € N* U {oc}. Soit (z9,y0) un point de Q tel que

f(x0,90) =0 et g—]yf(xo,yo) # 0.

Alors, il existe un intervalle ouvert I contenant xo, un intervalle ouvert J contenant 1 et

une fonction ¢ : I — J de classe C* tels que :
i) I xJCQ,

ii) Pour (z,y) € I x J, on a l'équivalence :
fx,y) =0 <= y = p(x).

Autrement dit, pour tout x € I, l'équation f(z,y) = 0 d’inconnue y posséde dans l'intervalle

J une unique solution y = p(x).
En particulier, on a f(z,p(x,y)) =0 pour tout x € I.

En outre, on peut choisir I et J de sorte que la dérivée partielle g—i ne s’annule pas sur
I x J et alors

Veel: ¢(z)=—027"22 (23)

Remarque 17 On a ici un résultat particuliérement intéressant : bien que 1’on ne connaisse

pas , on est & méme de calculer sa dérivée quand le théoréme s’applique. Pour cela, il suffit
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de dériver l'identité f(x,¢(x)) =0 dans I, ce qui donne

o) + 5w @) @) =0, Vol

d’ou la formule (23).

Exemple 28 Considérons la fonction f : (z,y) € R? — 2% + y? — 1. C’est une fonction de
classe C*. L’ensemble des points (z,y) € R? vérifiant I'équation f(x,y) = 0 est le cercle C
centré a l'origine et de rayon 1. La dérivée partielle g—?’; : (z,y) — 2y est non nulle en tout
point de C sauf en (1,0) et (—1,0). Autour de tout point de C' exceptés (1,0) et (—1,0) on
peut effectivement voir le cercle comme le graphe d’une fonction donnant y en fonction de

x.

\ 19210y =0

iy b

4.2.2 Cas de trois variables

Le théoréme des fonctions implicites se généralise aux fonctions de plus de deux variables.

Théoréme 25 (des fonctions implicites, version R3) Soit Q un ouvert de R® et f :

Q — R une fonction de classe C*, k € N* U {oo}. Soit (z9,v0, 20) un point de 2 tel que

0
f(20,Y0,20) =0 et a—i(iﬁoayo,zo) # 0.

Alors, il existe un ouvert U C R? contenant (xg,10), un intervalle ouvert J contenant z, et

une fonction o : U — J de classe C* tels que :

i) Ux.JcCQ,
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ii) Pour (x,y,z) € U x J, on a l’équivalence :
flz,y,2) =0 <= 2z = op(x,y).

Autrement dit, pour tout (z,y) € U, 'équation en z : f(x,y,z) = 0 admet dans 'intervalle

J une unique solution z = p(x,y).
En particulier, on a f(z,y,o(x,y)) =0 pour tout (z,y) € U.

En outre, on peut choisir U et J de sorte que la dérivée partielle % ne s’annule pas sur

U x J et alors

o 9 (z,y, o(z, 1)) 9, L.y, o(z,y))
V(z,y) € U: _890(1:7y) = — gfc ; _@@(x’y) == g? :
x (2, y, o(r,y)) Yy 5 (T, y,0(,9))

Remarque 18 Pour obtenir les dérivées partielles de la fonction implicite ¢, il suffit de

dériver par rapport a x et par rapport a y lidentité f(z,y,¢(x,y)) = 0 dans U, ce qui

donne :
of of dp B
%(Jf,f%(,@(l’,y))‘i‘&(Zﬂ,y,gﬁ(fﬁ,y))%(l’,y) - Oa
of of i B
ay (l’,y7§0(l’,y)) + 02’ (mava(xay))ay (m7y) - Oa
ot Ion tire 22 O
d’ou l'on tire e (x,y) et 3y (x,y).

Remarque 19 Le théoréeme des fonctions implicites se généralise aux cas des fonctions de

plus de trois variables.

4.3 Formules de Taylor

Définition 14 FEtant donné deux points x ety de R, on appelle segment d’extrémités x et

y (dans cet ordre), l’ensemble noté |x,y] :

[z,y] = {z+tly—x)eR"; te]0,1]}
= {1—-t)zr+tyeR"; te[0,1]}.

4.3.1 Formules de Taylor du premier ordre

Pour k£ =1, les formules de Taylor se réduisent aux théorémes de la valeur moyenne.
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Théoréme 26 (de la valeur moyenne) Soit f : Q — R une fonction de classe C*. Soient

a€QetheR" avec h # 0 tels que le segment [a,a + h] soit contenu dans Q. Alors

i) Théoréme de la valeur moyenne : Il existe un nombre réel s € 10, 1] tel que

fla+h)= f(a) +Z gi(a—l—sh)hi = f(a) + Vf(a+ sh) - h.

ii) Théoréme de la valeur moyenne intégrale :

fla+h)= +Z</O 8% +th)dt)hi:f(a)+/1Vf(a+th)-hdt.

0

4.3.2 Formules de Taylor de second ordre
Pour k£ = 2, on obtient :

Théoréme 27 (Formules de Taylor de second ordre) Soit f : QQ — R une fonction de
classe C?. Soient a € Q et h € R™ avec h # 0 tels que le segment [a, a+ h| soit contenu dans

Q. Alors

i) Formule de Taylor avec reste de Lagrange : Il existe un nombre réel s € |0, 1] tel que

fla+h) = 3 85-28fx (at sh)hib 29
- f(a)+Vf(a)-h+§th(a+sh) ht. (25)

ou Hy(a + sh) est la matrice hessienne de la fonction f au point a + sh et h* est le

vecteur transposé de h.

ii) Formule de Taylor avec reste intégral :

fla+h) = fla)+Vi(a) h+/1—t [hHy(a+ th) h'] dt (26)

= fla)+Vf(a) h+2(/ 1—tafgx‘(a+th)dt)hihj. (27)

i,7=1

iii) Formule de Taylor avec reste de Young :

flath) = f(@)+Vi(a)-h+ shHya) b +o (Ih])

B 1 — O%*f 2
= f(a)+Vf(a) h+ 52]2_:1 e, (a)hihj + o (||h[%) lorsque h — 0.
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Exemple 29 Si n = 2 et f est de classe C? au voisinage de a € (), on obtient pour

h = (hy, hy) voisin de (0,0) :

of ., 0f
o (@) + ha (@)

2 82 82
vy (8520 + e @+ 185 L@ ) o ().

fla+h) = fla)+hi>-

4.3.3 Formule de Taylor d’ordre 3

Pour k£ = 3, on obtient la formule de Taylor-Lagrange d’ordre 3 :

Théoréme 28 (Formule de Taylor-Lagrange d’ordre 3) Soit f : Q@ — R une fonction
de classe C3. Soient a € 2 et h € R™ avec h # 0 tels que le segment [a,a + h] soit contenu
dans ). Alors,

1 <& Bf

1 t
flatny =@yt Vi) bt o hBrlah 4 51 2 5 da,0m

((I + Sh)hihjhl,

pour un certain s € |0, 1].
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