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Analyse 4 Licence 2 - Mathématiques
FEUILLE DE TD N°3 - Calcul différentiel

Exercice 1

1. Montrer que la fonction f : (x,y) € R? — sin(x + y) est dérivable selon les deux vecteurs

. of of
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u=(—1,1) et v=(1,1) en tout point a € R* et calculer (9u(a) et 8V(a).

2. Soient g une fonction de R dans R dérivable sur R et f la fonction f : (z,y) € R? —
g(z +y). Déterminer les dérivées de f dans toutes les directions v € R? \. {(0,0)} et en
tout a € R2.

Exercice 2 Calculer la différentielle de la fonction f : (x,y) — 3z%y —4xy au point a = (1,2).
En déduire la dérivée directionnelle de f au point a = (1,2) le long de la direction v = ‘/75 ) .
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Exercice 3 Considérons la fonction f : R? — R définie par

X
flz,y) = Yy

1. Calculer les dérivées partielles premiéres de f.

2. Déterminer la matrice jacobienne de f au point (1,1) puis en déduire I'expression de la
différentielle de f en (1,1).

Exercice 4  Soit f : R> — R définie par
.2?2 3 .
fag) = { Sl si (@) #(0.0),

0 sinon.

~

. Expliquer pourquoi f est de classe C*° sur R? \. {(0,0)}.
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. f est-elle continue sur R* ? (On pourra passer en coordonnées polaires)

. f admet-elle des dérivées partielles d’ordre 1 sur R? ?

Co

. [ est-elle de classe C* sur R* ? (On pourra passer en coordonnées polaires)
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. f est-elle différentiable sur R? ?
Exercice 5 Considérons la fonction f de R? dans R définie par

s . [ .
y“sin | — siy #0,
flz,y) = (y>
0 siy =0.



1. Montrer que f est de classe C* sur l'ouvert U = {(z,y) € R? ; y # 0}.
2. Montrer que f est continue sur R?.

3. Montrer que f est différentiable sur R?.

4. Calculer les deux dérivées partielles g—f et ? surR?. En déduire que f n'est pas de classe
T Y
C* sur R2.
o0 f 0*f
5. Calcul 0,0) et 0,0).
alculer 8y83:( ,0) e 8.7;83/( ,0)

Exercice 6 Soit f : R® — R la fonction définie par :
flz,y,2) = 2%y + 2% —¢® —a* 4+ 25
Aprés vérification de la validité du théoréme de Schwarz, calculer la matrice hessienne de f.
Exercice 7 Soit f : R? — R définie par
f(z,y) = ze™.

Est-elle différentiable au point (1,0) 7 Si oui, linéariser f au voisinage de (1,0) et approcher la
valeur f(1.1,—0.1).

Exercice 8 Considérons la fonction f définie sur R? par :

_ sin(ay) (o _
f(x7y)_’l“+‘y| S ( ?y)#(()?()) et f(070) 0

1. Expliquer pourquoi f est de classe C* sur I'ouvert R* x R*.
2. Etudier la dérivabilité en O de la fonction
g:R—=R, z+— g(x) = f(x,z).

En déduire que la fonction f n'est pas de classe C* sur R?.

a0
Exercice 9 Soit § : R* — R une fonction différentiable qui satisfait —(1,2) = —1 et

Ox
g(l, 2) = 3. On définit la fonction f : R — R par f(t) := 0(t*,3t — 1). Calculer f'(1).
Y

Exercice 10 A /'aide de la régle de la chaine, calculer la dérivée de la fonction w : R — R, ou



Exercice 11 Soit f : R?® — R? une fonction de classe C! et g : R? — R? la fonction
g(u,v) = f(cosu + sinv,sinu + cosv,e""").

1. Montrer que g est de classe C.

2. On suppose que la matrice jacobienne de f au point a = (1,1,1) est

w541

Déterminer la différentielle de g au point b= (%, %).
Exercice 12 (Coordonnées sphériques) Soit la fonction f : R® — R? définie par
f(p,0,0) = (pcosBsinp, psinfsin p, pcos p) .

1. Calculer les dérivées partielles de f par rapport aux variables p, 0 et ¢.

2. Déterminer la matrice jacobienne ainsi que le jacobien de f.

3. Soit g : R® — R une fonction différentiable sur R®. Calculer les dérivées partielles de la

fonction composée 1) = g o f en fonction des dérivées partielles de la fonction g.
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Illustration du passage en coordonnées

sphériques

Exercice 13 Soit f une fonction de classe C* sur R?. Calculer les dérivées (éventuellement

partielles) des fonctions suivantes :

1. g(z,y) = f(y,),



2. g(z) = f(z,2),
3. g(ar,y) = f(ya f($ax))>
4. 9(@) = f(z, f(z,2)).

Exercice 14 Montrer que la fonction f : R? — R? (z,y) — (2 + 3xweY,y — 2%) est un
O —difféomorphisme de R? sur R?.

Exercice 15 On note U = |0, +oo[* et ¢ : (z,y) — (x3y2, x%y)
Montrer que ¢ est un C*—difféomorphisme de U sur U.
Exercice 16 Soit la fonction ® : R? — R? définie par
O(r,0) = (rcosf,rsinf).
1. Montrer que ® n'est pas un C'—difféomorphisme sur R?.

2. Montrer que si on restreint la fonction ® a I'ouvert U = ]0, 4+00| x |0, 27[, alors on obtient
une application injective.

3. En déduire que ® est un C'—difféomorphisme de U sur V =R?~ {(x,0) e R? ; z > 0}.
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Exercice 17 Soit f : R?> — R la fonction définie par :

f(x,y) =sinzxsiny.
Ecrire le développement de Taylor-Young a I'ordre 2 de f au voisinage du point (0,0).

Exercice 18 Soit f :]—1,1[> — R la fonction définie par

1+2x

f(l‘7y) = _((1 —|—SL’)2 +y2)3/2'

Ecrire le développement de Taylor-Young a I'ordre 2 de f au voisinage de (0,0).



