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Analyse 4 Licence 2 - Mathématiques

FEUILLE DE TD N�1

Exercice 1 Soit k�k une norme sur un espace vectoriel E. Montrer que pour tous x; y 2 E,
on a l�inégalité

j kxk � kyk j � kx� yk :

Exercice 2 Rappelons les normes usuelles k�k1 ; k�k2 et k�k1 sur Rn :

kxk1 =
nX
i=1

jxij ; kxk2 =
 

nX
i=1

x2i

!1=2
; kxk1 = max

1�i�n
jxij ; pour x = (x1; :::; xn) 2 Rn;

et utilisons les notations B1, B2 et B1 pour désigner les boules dans Rn correspondant à chacune
de ces normes.

1. Montrer que pour tout x 2 Rn, on a les inégalités

kxk1 � kxk2 � kxk1 � n kxk1 :

Qu�en déduit-on ?

2. Montrer que pour tout r > 0 et tout a 2 Rn, on a les inclusions suivantes :

B1 (a; r=n) � B1(a; r) � B2(a; r) � B1(a; r):

Exercice 3 Montrer que l�ensemble Q des nombres rationnels est une partie de R qui n�est
ni ouverte, ni fermée.

Exercice 4 Représenter graphiquement les parties suivantes de R2 et pour chacune d�elles,
dire si elle est ouverte, fermée, ou bien ni ouverte ni fermée.

A1 = f(x; y) 2 R2 ; jxj = 1 et jyj 6= 1g A2 = f(x; y) 2 R2 ; x+ y � 0 et x > 0g

A3 = f(x; y) 2 R2 ; x � 0 et y = 0g A4 = f(x; y) 2 R2 ; 1� xy > 0g

A5 = f(x; y) 2 R2 ; jxj 6= 1 et jyj 6= 1g

Exercice 5 Déterminer si chacune des parties suivantes de R2 est bornée ou non, compacte
ou non :

A1 =
�
(x; y) 2 R2 ; x2 + y4 = 1

	
; A2 =

�
(x; y) 2 R2 ; x2 + y3 = 1

	
:

1


