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On considére, pour I’équation de la chaleur sur tout R (o > 0 est donné)
%y—aaa—;y =0 Ve e RVt >0
y(I,O) = Y ('T) VZL‘GR,
le schéma d’approximation par différences finies sur un maillage régulier de pas Az en
espace et At en temps (schéma de Gear) :
3Yij+1 — Wi+ Yij1 Yttt Yic141 — 2Yij+1 _ 0
2At (Az)?

20At
(Az)®

Note on pourra poser r =
1. (4pts) Dessiner le stencil du schéma, de quel type de schéma s’agit-il ?

2. (4pts) Analyser la stabilité du schéma par la méthode de Von Neumann.
3. (4pts) Quel est 'ordre du schéma ?
4

. (4pts) On considére dans cette question ce méme schéma pour le probléme posé sur
[0, 1] avec des conditions aux limites de Dirichlet :

dy—aly = 0 Vo €0,1[,Vt >0
0,1

[
y(:L‘,O) = y[)(:U) VI‘E], [
y(0,t) = B,y(1,t) =,Vt > 0,

ol [ et v sont des constantes données.

En prenant x; = iAx, avec Ax = n+r1, former le systéme a résoudre a chaque

pas de temps et la matrice associée. Discuter de I’existence et de 'unicité
de sa solution.

5. (4pts) On considére maintenant 1'équation de la chaleur sur [0, 1] avec des conditions
aux limites de Dirichlet Neumann :
dy—aZy = 0 Yz €]0,1[,Vt > 0
y(z,0) = wyo(x) Voell1]
%(0,t) = 6,y(1,t) = 7,Vt > 0,

ou ¢ et v sont des constantes données.

En prenant z; = (z — %) Ax, avec Ax = ﬁ, adapter le schéma pour prendre en
compte la condition de Neumann, former le systéme a résoudre a chaque
pas de temps et la matrice associée. Discuter de ’existence et de 'unicité

de sa solution.
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Solution 1 1. Le stencil :......... ..o (2 pts)

. —— e —— .
| | |
0 —_— L ] _— (o]
| | |
0 —_— L ] _— (o]
Le schéma est tmplicite. .. ..........ou (2 pts)

2. La stabilité du schéma par la méthode de von Neumann :

Ypg = NP = \* — ﬁ + }% =0 avec jp = 3 + 4rsin? (g) .................. (1.5 pts)
A S L= > 3, (1.5 pts)
toutes conditions qui sont réalisées, le schéma est donc inconditionnellement stable

3. La consistance : Pour évaluer 'ordre on doit faire le développement de l’erreur locale
de troncature &; ; qui est définie par :
3y (vi,tjp1) — 4y (@i, t;) +y (w5, t-1) Y (@ig1, tis1) +y (o1, tr) — 2y (T3, 1)

bii = DAL - (Az)?

pour y une solution suffisamment réquliere de I’équation de la chaleur.

Le schéma étant manifestement écrit au tempstji 1 et au point x;, faisons des développe-
ments limités autour de ces valeurs

.......................................................................... (0.5 pts)

y(fﬂi+1ij+1)+y(ﬂﬂ(iA—;;gj+1)—2y(Ii¢j+1) — %y (xh tj+1) +0 (sz) :

3y(x;,t; —4y(x;,t; Tyt

vosti) et etin) — By (0, 14,) + O (AR,

Ainsi, £ j = O (AZ?) + O (A oo (1 pt)

Eij — 0 lorsque Ax — 0 et At — 0. Donc, le schéma est d’ordre 2 en temps et en

L (1.5 pts)
4. Le schéma numérique :

(B3427) Yiju1 — Yir1jr1 — TWi—1j41 = Wiy — Yij-1,1 = 1,--- ,n.
............................................................................ (1 pt)



Systéme matricielle :

3+2r  —r 0 0
-r  342r —r
0 —r 0
3+2r  —r
0 0 -r 34 2r

Discuter la solution :

Comme r > 0 la matrice est strictement diagonalement dominante et donc inversible
quels que soient x et t.

Symétrique, a diagonale positive strictement dominante, la matrice est définie positive,
le systéme étant tridiagonal,

il peut alors étre résolu en O(n) opérations par décomposition de Choleski de la matrice

............................................................................ (2 pts)
Le schéma numérique : on a x,.1 =1 et %(mo,th) =0 <= Yo,j+1 = Y1,j+1 — 0AZ,
............................................................................ (1 pt)
donc
(B+7)y1j41 — Y241 = —T0AT + 4y — Y1 -1,0 =1
Systéme matricielle :
3+r —r 0 0
-r 3+2r —r
0 —r 0
3+2r —r
0 0 —r  3+42r e
............................................................................ (1 pt)

Discuter la solution :

Pour les mémes raisons que dans la question précédente la matrice est symétrique, a
diagonale positive strictement dominante, la matrice est définie positive ; le systéme
étant tridiagonal, il peut alors étre résolu en O(N) opérations par décomposition de
Choleski de la MALTICE. . ... ... e et (2 pts)



