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Département des Mathématiques et Informatique-L.M.D
Méthodes Numériques (Master 1. Semestre 1. 2020-2021)

Correction de la deuxiéme partie

Exercice 1 Soit le probléme elliptique donné par l’équation de Laplace:

a +a—y 0 dans €,

y (0,1) —20 y(L,t)=10,
y(z,0) =
S (2,1) = 0

Résoudre le probléeme avec 2 un domaine rectangulaire régulier (don-
nées : Ax = At = lem, L = 3em, | = 2cm). Par la méthode de
différence finie.

Solution d’exercice N°1

1. Maillage :

Ax = At = 1 donc le maillage est formé de 4 x 3 points, le nombre
de points pivots (inconnue) est égal a 4.

Plaque rectangulaire soumise & une condition de Neumann sur la
frontiere “cd”.

2. Le schéma numérique et Equations algébriques :

Yie1; — 4ij + Yiv1; + Yij—1 + Yij+1 =0

Pour les points internes (2,2);(3,2)
Point (2,2) : y12—4y22+Ys2+ Y21+ Y23 = 0 donc —20 — 4y, 2+
Y32 + 30 + y23 = 0 donc

—4y29 + Y32 + Y23 = —10.



Point (3, 2) tY22—4yso+Ys2+ys1+ys3 =0 donc Y22 —4yz 2+
10+ 30 + Y33 = 0 donc

Y22 — 4ys o + y3 3 = —40.

Points de frontiére cd : (2,3);(3,3)
L’équation est: Yi-1,5 — 43/1,] + Yit+1,j + 2%‘,3’—1 =0.
Point (2,3) : y1,3 — 4y23 + Y33 + 2y22 = 0 donc —20 — 4y 3 +

Y33 + 2y22 = 0 donc
2y20 — 4y23 + Y33 = 20.

Point (3,3) : Y23 —4ys 3+ ya3+2y32 = 0 donc yo 3 —4ys 3+ 10+

2y32 = 0 donc
2y32 + Y23 — 4ys 3 = —10.

Donc :
—41 1 0 Y22 —10
1 40 1 » Y32 . —40
2 041 Y2,3 20
0 2 1 -4 Y33 —10

Donc : K x y = y. (donc, résoudre le systéme d’équations et trouver
y)-

Exercice 2 Soit a résoudre le probleme :

) 92
% — 0,012,
0 <z <L =10cm,

t >0,

y(0,t) =y (L,t) =0 pourt >0,

y (x,0) =7y = 300.

On choisit les données suivantes : Az = 0.1, At = 0.05

Solution d’exercice N°2
La solution exacte est donnée par :

27 = 1 — cos (A, L
y(z,t) = fy Z %e‘a’\it sin (A\,x) .
n=1 n

Les pas du maillage Az = 0.1, At = 0.05 donc

@At 0.01 x 0.05

= =0.05
(Az)? 0.01

r =



On forme le systéme d’équations a I’étape de temps t = At quand la
molécule parcourt la ligne j =1 avec ¢ = 2,m — 1.
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Molécule implicite en j = 1

y11 = 300 (condition initiale).

Y12 = 0 (condition frontiere).

Au point (2,1) I’équation implicite s’écrit pour j =1 et i=2:

Yo1 = —Ty12+ (1 +2r)yso —1Ys2 = ryc + 7Y, on pose 1 +2r =7
Au point (3,1) I’équation implicite s’écrit pour j =1 et i=3:

ys1 = —TYa2+ (1 +27r)Yso — Tyso = —TY22 +TYs2 — TYa2 =T

—r T
—r

—-r .

!

-Tr .

—r r —r .

—-r v —r

—-r T

On résout le systéme pour obtenir

Y2,2
Ys,2
Ya,2
Ys,2
Ye,2
Yr.2
Ys,2
Y9,2

Y10,2 |

| 7Yp + V|
les températures au niveau j = 2.
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Pour déterminer les températures & j = 3, on répéte le méme processus

de I'étape j = 2,3, 4.

Exercice 3 (Equation de Poisson)

Résoudre le probléeme suivant

0%y
Ox?

1, Q =[0,1] avecy (0)

y (1)

1. En appliquant un schéma de différences finies centrées, déterminer
la molécule de l’équation différentielle.
2. En choisissant un maillage avec un pas de h = 0,25. Calculer la

distribution de températures. Comparer avec la solution exacte y (x)

—az?4x
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Solution d’exercice N°3
Le schéma de différences finies centrées de la dérivée seconde est
donné par :

Py yii1 =2y + yin 9
or?2 h2 +0 (h ) :
Donc ;1 —2y;+yi11+h? = 0 “I'équation aux différences de I’équation
de Poisson”.
e La molécule correspondante est donnée par :

|lo—=> =@ .%] -0

e Pour un pas h = 0.025, on a m = 5 points, donc le systéme
d’équations :
1=1: Yy = 0

i=2:y1 —2y2+ys +h* =0= —2yp +y3 = —h?
i=3:y2—2ys +ys+h*=0=ys — 2y3 + ys = —I?
i=4:ys—2ys+ys+h?=0=y3 — 2y +ys = —h?

1=25: Yy = 0
Donc
21 0\ [ K2
121 ||y | =[-n2
01 -2/ \y _p2
Donc Ay =b
Donc y = A71b telle que h? = 0.0625
—3 -1 —1
o[ A4
=1 -1=3
i 2 4
x y(z) | Solution exacte

0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.2500 | 0.0937 | 0.0938
0.5000 | 0.1250 | 0.1250
0.7500 | 0.0938 | 0.0938
1.0000 | 0.0000 | 0.0000

Exercice 4 (Probléme Elliptique)

Une plagque mince est soumise aux températures de frontiéres comme
lindique la figure 1. Sachant que le probléme est régi par I’équation de
Laplace, calculer la distribution de température dans la plaque. Prendre



un maillage uniforme pour les cas suivants Ax = bem, Ax = 2.50cm
puis Ax = lem. Comparer avec la solution exacte.

Fig 1. Plaque avec conditions aux limites de Dirichlet.

Solution d’exercice N°4
Cas Az = At = 5cm
e Le maillage (voir Fig 2).

L 2 z
M= 1= l=dt1=5n=—1=3

Az 5 At

Fig 2. Maillage pour Az = At = 5cm.
e Molécule de I’équation de Laplace r = (%)2 = 12 = 1. L’équation
de Laplace correspondante est

Yi-1 — Wi + Yir1j + Yij—1 + Yij1 = 0.
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Molécule au point pivot (2,2).

e Le systéme d’équations :
Point (2,2) : y12 —4y22+ ys2 + Y21 + Y23 =0—4y20 + 432 +0+0

=0



Point (3,2) : Yoo —4yso+Ya2+ys1 + Y33 = Yoo —4Ys2+ys2+0+0
=0
Point (4,2) : y32 — 4ys2 + Ys2 + Ya1 + Ya3 = ys2 — 4ya2 +0+04+0

=0
—4 1 0 Y2,2 0
1 41 X Y32 = 0 .
0 1 —4 Ya,2 —100

Donc on obtient le systéeme d’équations algébriques Ay = b donc

y = A71b. Telle que A~! = (%%E _—% %)
t(cm) || 0] 5.0000 | 10.000 || 15.0000 || 20.00 |
10 | |- ] 0.0000 | 0.0000 [ 0.00000 [ - |
15 | |]0] 17863 | 7.1441 || 26.7849 || 100.0 |
110 | |- [ 0.0000 | 0.0000 | 0.00000 [ - |

Température dans la plaque avec Az = 5em.
Cas Ax = At = 2.5cm
On a le nombre de points du maillage m = 9,n = 5.
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Température dans la plaque avec Az = 2.5¢m.

Exercice 5 (Probléme de Neumann)
0%y

Résoudre le probléeme suivant :

plaque rectangulaire 8cm x 2cm. Avec
y(0,t) = 20°, y (8,t) = 20°c.

(W—l—%) = 1 dans 0 = une
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Conditions aux limites de Neumann et Dirichlet.
Donner la température dans une plaque §2. Prendre un pas uniforme

h = Ax = At = 2cm.

Solution d’exercice N°5

1. Le maillage: pour un pas Az = At =2cm. Onam = ﬁ +1=
§4+1=5 n=4+1=2+1=2.

e Le nombre des points inconnues a (m —2) x n =3 x 2 = 6.

Le maillage correspondant est alors donné par :

Y 9‘ 9 sy |4) .
44 A; (29)  1B4)  [[w4) 6 abeh C oes
5 : . . . points fietifs
! | : : X netessanres pour
o to__ _4“"_’{’/;/_. Lo alsodution olu
: a- b c pw\-&‘mc oe Newmann

Maillage pour la condition aux limites de Neumann.

2. Discrétisation de I’équation de Poisson: Utilisant I’équation
un schéma de différences finies centrées, on a:

Y1y — 25+ Yir1; | Yij—1 — 2Yij + Vij+1 -1

_'_
(Ax)® (At)?
Donc
Vi1 — Yij + Yixrj T Vij+1 T Yij—1 L1—o0.
h2
Sous forme moléculaire
@



Molécule de I’équation de Poisson.

e Aux points de la frontiere AB, donc j = 1:

Yic11 — 4Yi1 + Yir11 + Yio + Vi

o W= BEU2 = 15 <= yg = gy — 30AL
Donc A N ) S0As
Yi-1,1 Yix T Yir11 + 2y 2 L1—0.
72
Donc

Vi1 — 4Yi1 + Yig11 + 2y;2 — 60+ 4 = 0.

Qui s’écrit sous forme moléculaire
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Molécule aux points de la frontiere AB avec h = Az = At = 2cm.

3. Equations algébriques:

e Point (2,1) : y11 — 4y21 + Y31 + 2y22 — 56 = 0 donc 20 — 4ys; +
Y31+ 2y22 — 56 = 0 donc —4ys 1 + ys1 + 2y22 = 36.

e Point (3, 1) Y21 — 4y3,1 + Ya1 + 2y3,2 — 56 = 0 donc Y21 — 4y3,1 +
Ya1 + 2y32 = 56.

e Point (4, 1) “Ys1 — 4y471 + Ys1 + 2y472 — 56 = 0 donc Y31 — 4y4,1 +
20 4 2y4 2 = 56 donc y31 — 4ys1 + 2ys 0 = 36.

Onay 1, —4ij + Yir1j + Yij+1 + Yij—1 +4 = 0. Donc

e Aux points de la frontiere C'D, donc j = 2. Alors y;_12 — 4y;2 +
Yir12 t¥i1 +yiz+4=0.

Et 5
Y Yi1 — Yi3
—= |i9= » = — —15 i3 = Ui 60
825”2 1 Y3 =Yi1+
Donc

Yie12 — 4i2 + Yig12 + 2y;1 = —64

e Point (2,2) : y10—4y22+ Y32+ 2y21 = —64 donc 20 —4ys o + Y32 +
2yp1 = —64 donc —4ys 5 + Y32 + 2y21 = —84.

o Point (3,2) : Y22 — 4ys2 + ya2 + 2y = —64.

e Point (4,2) : Y32 —4ys2+ Y52 +2ys1 = —64 donc ys3» —4ys2 +20 +
2ys1 = —64 donc y3 9 — 4yso + 2ys = —84.

Donc,



41020 07 T[] [36 ]
1410 2 0 Y31 56
01 -40 0 2 < Yaa1 | 36
2 0 0-41 0 Y22 —84
0 2 0 1-41 Y32 —64
0 0 2 0 1-4 Ya,2 | —384 |

Donc sous forme matricielle A X y = b.

Exercice 6 (Probléme de Neumann)
Soit le probléme :

Py %y
- <ﬁ+ @) =1 dans Q= [0,6] X [0,2]
Avec y (0,t) = 20°¢, y (6,t) = 20°¢, % (x,0) = % (x,2) = —15°¢/cm.

Donner la température dans une plaque ). Prendre un pas uniforme
Az = At = 2cm [donner le maillage, la discrétisation “par un schéma
de différences finies centrées” et les équations algébriques de l’équation
de Poisson “sous forme A x y =1b"].

Solution d’exercice N°6

Indication

Déterminer y.

e Point (2,1) : y1.1 — 4y21 + Y31 + 2y22 — 56 = 0 donc 20 — 4yo ;1 +
Y31 + 2y22 — 56 = 0 donc —4ys 1 + Y31 + 2y22 = 36.

e Point (3, 1) Y21 — 4y371 + Ya1 + 2y372 — 56 = 0 donc Y21 — 4y3,1 +
20 + 2y3 2 = 56 donc yz1 — 4yz 1 + 2y32 = 36.

e Point (2, 2) tU12 — 4y2,2 + Y32 + 2y2,1 = —64 donc 20 — 4y272 + Y32 +
2yp1 = —64 donc —4ys 2 + Y32 + 2y21 = —84.

e Point (3,2) : y20 —4ys 2+ ya2+2ys1 = —64 donc ya 2 —4ys 2 +20+
2y31 = —64 donc yo 5 — 4yz 2 + 2y31 = —84.

Donc,
41 2 0 Y21 36
L =40 2| lysa| _ |36
2 0-41 Y2,2 —84
0 2 1 -4 Y32 —84

Exercice 7 Soit l’équation :
0 0
2 + a—y =
ot ox
le schéma d’approximation par différences finies sur un maillage régulier
de pas Az en espace et At en temps:

0 (a>0)

Yij+1 — Yij Yi+1,j+1 — Yi—1,5+1
=0.
Ar @ Az




_ aAt
Note on pourra poser r = 5.

1. Dessinez le stencil du schéma, de quel type de schéma s’agit-il 2.
2. Analysez la stabilité du schéma par la méthode de Van Neumann.
3. Quel est l'ordre du schéma ?.

Solution d’exercice N°7
Le modéle : % + a% =0,a >0 --- I’équation d’advection.
Schéma numérique :

Yij+1 — Yij Yi+1,j+1 — Yi—1,5+1
+ o =0.
At 2Ax
On pose r = ;TA;.
1.
alt

Yij+1 — Yij + _2Ax [yi+1,j+1 - Z/Fl,jﬂ] = 0.

’ —TYi—1,j41 T Yij+1 + Y1541 — Yij = 0. ‘

Le stencil :

tigr o [1] === [1] = = =[]
I

+—— valeurs inconnues
I

tiee =0

+—— wvaleur connue

Ti—1 X Tit1

Type de schéma : ’Schéma Implicite‘
2. L’ordre du schéma :
L’erreur de troncature est :

e Y (@i, tj1) — y (@i, t5) Lo (@ir1, 1) — ¥ (@i, L)
” At 2Ax '

D’apres Taylor :

At)?
y (@i tipr) =y (z,t) + Aty (x,t5) + %y” (,8):t; <& <tjp.

Donc

Y (w5, t41) —y (24, 15)

’ At ’
Al =Yy (mi,tj)—i—o (At) ;O (At) = —y/ (I’,g) ,tj < f < tj+1.

2
(1)

Et

2 3
AZ‘) "

6

Ax)
2

Y (Tig1 tjgr) =y (@5, tj) +Azy (25, tj+1)+( y" (z, tj+1)+<

10

y" (nt. 1)z <nt < i



Am)z (Ax)g n

y (@it tjs1) =y (xi, tjm)—Azy (iUi,th)‘l'( Y (zitjn)— Yy (777775) JTio1 <M < @

2 6
Donc
Y (i1, tjn) —y(wia,tia) 5
AL =y (@i, tj41) + O (Az)”. (2)
Avec )
O (Az)* = @ym (,8) 3 2i1 <1 < Tisr.
Alors

Y (Tit1,tj41) — Yy (@ic1, tis1)
2Ax

= [ (z:,t;) + O (At)] + O (Az)*.  (3)

Avec )

9y

Donc

i)t‘ - ivt' 7 7t‘ - i—vt'
&j:y(x ]H)Aty(x ])—i—ay(xﬂ ]H)QAxy(x 1,641 (4)

;=0 (At) + O (Ax)®.

Avec

Ax ? mn
@) (Ax)z = a%% (M t)5mimy <1 < Ty
2

9]
O (At)=At (%yg’ (x,€)+ (%ai (z, 5)) it <& <tjy.

& ;j — 0 quand At,Az —— 0; donc le schéma est consistant
d’ordre 1 en temps et 2 en espace.
3. La stabilité :

Pour la stabilité L2, I'analyse de Fourier conduit a:
)\q-i-l [_,r,ez‘(p—l)G + ez‘pe + Tei(p—&-l)@} _ )\qeipel (5)

Tgs. (A, 0) € R? et (p,q) point d’un maillage.
Donc

1=A [—re_ie + 1+ reipe}
=A[1 + 2irsinf)].

11



Donc

. —— R VA 6
1+ 2irsin@ [1+ 2ir sin 0] (6)

A =[1+ 2rsing ™ (7)

On vérifie alors que le module du facteur d’amplification est toujours
plus petit que 1.
AP = [1+ (2rsing)?] ' < 1. (8)

Le schéma est inconditionnellement stable. La convergence d’obtient
alors par le théoreme de Lax.

Exercice 8 On considére le probléme suivant :

6_?_%:0 x pOUT(.T,t) < [_Ll] X [07 1]7
y (z,0) =51 (E@ pourzx € [—1,1], ()
y(—1,t)=—exp _TWQt pourt € [0,1],
B_z (1,t)=0 pourt € [0,1],
ouy=y(x,t).

1. Donner le type du probléeme (9).

2. Donner la solution exacte du probléme (9).

3. On construit un schéma aux différences finies sur un maillage
uniforme de longueur Ax = 1 en espace et At = i en temps. On note
yi.; Uapproximation de y (iAx, jAt).

- Ecrire le schéma explicite pour le probléme (9).

- Etudier la consistance et Uerreur de troncature de ce schéma.

- Par le critére de Fourier-Von Neumann, montrer que ce schéma
est L?2—stable sous une condition sur At & préciser.

- Donner un résultat de convergence pour ce schéma.

- Tracer le maillage du pavé [—1,1] x [0, 1].

- Trouver la solution approchée' en t = %.

- Comparer la solution approchée avec la solution exacte® en
t =

AN,

Solution d’exercice N°8

1. Le probléme (9) est 'équation de la chaleur avec condi-
tion initiale non homogéne et des conditions aux limites de type
Dirichlet.

2. Solution exacte :

1On donne les résultats a 10~2 pres.

%]a solution exacte du probléme (1) est donnée par y (z,t) = sin (gx) exp (*Tﬂt) )

12



Pour montrer que y(x,t) = sin (%x) exp (—%Qt) est une solution

exacte, il suffit que y vérifie le probleme (9).

On a:
0? w2 T 2
gL (x,t) = 1 sin <§x> exp <_Zt> :
iy
Et on a aussi

0 LY 2
5 (x,t) = — sin (§x> exp <_Zt> :

En injectant ses valeurs de dérivées dans I’équation du probléme (9),
on déduit que vérifie notre équation

0 02 2 2 2 2
5 (a:,t)—@y (x,t) = — sin <§x> exp (—Zt)—l—z sin (ga:) exp <_Zt) = 0.

Maintenant, il reste & vérifiés la condition initiale et les conditions
aux limites. Il est clair que

y (x,0) = sin (ggg) :

Et avec un calcul simple on trouve :

y(~1,4) = sin (—g) exp <—%2t> — _exp (_%Zt) _

On a a%y (w,t) = F cos (gx) exp <_%2t) , donc

0 T T w2
p (1,t) = 5 Cos <§) exp <_Zt) = 0.

3. Le schéma explicite pour le probléme (9) :

On a :

@ | _ Yigr1 — Vi
ot @it At
Et

%y _ Yim1j — 205 + Yit1j

@ |(Ii7tj) (AfE)z

On écrit le schéma d’Euler explicite correspondant au probléme (9)
comme suit

y

ot

02y
(zist;) — o2

_ Yigl — Y Y1 — 2Yij + Yirn
(xivtj) At <A$)2 :

13



On pose r = (5)2. Alors on a :
Yij+1 = TYi-15 + (1 = 2r) yij + ryit1; avec r = (AA;)2

- Pour évaluer I'ordre on doit faire le développement de Taylor de
Perreur de troncature en (z;,t;), qui est définie par :

Eij =07y (i, ty) — 0oy (wit)) .

Donc

2

0
Eij = 7,y (@i tj) +o(At) — 972

ot (@i, ;) + 0 ((Ax)?) .

Donc
(C/‘i’j =0 (At) +o0 ((Al’)z) .

Et & ; — 0 lorsque At,Ax — 0. Alors le schéma explicite est
consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace.

Comme le schéma est consistant donc d’apres le théoréme du Lax la
stabilité est une condition nécessaire est suffisante pour la convergence.

- La stabilité :

On a le schéma explicite suivante :

Yijr1 = 1Yi-15+ (1= 2r) yij + r¥ir1

Donc on utilise ’analyse de Von Neumann. Pour cela, on se place
avec des conditions périodiques. On a :

AN exp (ipf) = M [rexp (i (p — 1) 0) + (1 — 2r) exp (ipd) +rexp (i (p + 1) 0)] .

Donc
A=2rcosf+1—2r.

Comme —1 < cosf# < 1. Donc, on a :
1—4r<A<1 (10)

La partie droite de l'inégalité (10) est satisfaite pour toutes les valeurs
possibles de 6.

Mais la partie gauche donne |A| < 1 si est seulement si At < 2 |Az)?.

Dong, le schéma est stable sous la condition

1
At < = |Azl.
2
- Le Maillage :

14
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- Solutions approchées en t = 0.25

On a
1 1

1
Yigtl = gYi-1; + 3 Yii + pYini
Premiérement, on a :
1o = — exp (—%20.25) — 054
Et

dy _ o Yya1—y21
Or ‘(:1:3,151)_ 20x 0

Donc ¥4,1 = V2.1

On fixe j =1etona:

Pour 1= 2:
B 1 i 1 . 1
Y22 = 4y1,1 2y2,1 43/371
_1 . ( 7r)+1 . (0)+1 . (7r>
=1 sin 5 5 sin 1 sin 5
=0.
Pour i = 3 :
B 1 . 1 n 1
Yz 2= 43/2,1 2y3,1 494,1
B 1 L 1
= 2?/2,1 2y:s,1
1 1
=5 sin (0) + 3 sin (g)
=0.5.

15



- Comparaison entre la solution exacte et approchée :

(24;0.25) (—1;0.25) [ (0;0.25) | (1;0.25)
solution exacte —0.54 0 0.5
solution approchée (explicite) —0.54 0 0.54

Exercice 9 On considére le probléme suivant :

%_1_162%:% pour(x,t) € 10,1 x |0, 1,
y (z,0) =cos (47x) + x (1 — x) pourz € [0,1], (1)
y (0,t) =exp (—7m°t) pourt € [0,1],
y(1,t) =exp (—7?t) pourt € [0,1],

1. Donner le type (le nom) du probléeme (11).

2. Donner la solution exacte du probléme (11).

3. Le but est de résoudre le probléme (11) numériquement par la
méthode de différences finies, on donne Ax = }l en espace et At = i en
temps. On note y; ; Uapprozimation de y (iAx, jAt) .

- Ecrire les deux schémas explicite et implicite pour le probléme
(11).

- Etudier la consistance et Uerreur de troncature pour les deuz
schémas.

- Par le critére de Fourier-Von Neumann, montrer que le schéma
explicite est L?—stable sous une condition sur At & préciser et le schéma
implicite est inconditionnellement stable.

- Donner un résultat de convergence pour les deux schémas.

- Tracer le maillage du pavé [—1,1] x [0, 1].

- Trouver la solution approchée® pour les deux schémas ent = }1.

- Comparer la solution approchée pour les deux schémas avec la

solution exacte* en t = }1.

Solution d’exercice N°9

1. Le probléme (11) est ’équation de la chaleur avec condi-
tion initiale non homogeéne et des conditions aux limites de type
Dirichlet.

2. Solution exacte :

Pour montrer que y(z,t) = sin (

iy

2
exacte, il suffit que y vérifie le probléme (11).

x) exp <—§t> est une solution

o~ %, on donne les résultats a 1072 preés.
‘la  solution exacte du probléme (1) est donnée par y(z,t) =
exp (—w2t) cos (4mz) + z (1 — z).

< . . _ 2
3Prenons l'approximation : exp (%) o~
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9? w2 T 2
727 (x,t) = 1 sin <§x) exp <_Zt> :
x
Et on a aussi
2

0 T . T w2
T (x,t) = — sin <§m> exp <_Zt> :

En injectant ses valeurs de dérivées dans 1’équation du probléme (11),
on déduit que vérifie notre équation

0 (2, 1) 0? (5.1) . <7r ) 7T2t +7r2 . (7T ) 7r2t 0

—y(r,t)——=y(r,t) = ——sin ( —x ) exp | —— —sin(—-xz)exp | ——1 | =

at? T g2\ g )P T ) T ) P Ty
Maintenant, il reste & vérifiés la condition initiale et les conditions

aux limites. Il est clair que

y (z,0) = sin <g:c)

Et avec un calcul simple on trouve :

y(—1.1) = sin (_g) exp <_%2t> = —exp <—%2t>

2

On a 2y (z,t) = Zcos (3z) exp (—%t) ; donc

0 T T 2
% (1,t) = 5 COS (5) exp <—Zt> =0

3. Le schéma explicite pour le probléme (11) :

On a:

@ ‘ _ Yij+1 — Yij
ot ') At
Et

@ | _ Yim — 2+ Vi
12 (zi,t5) = (AJJ)2 .

On écrit le schéma d’Euler explicite correspondant au probléme (11)
comme suit

@ _@ _ Y T Yy Yim1 T 25 + Yit1,j
Bt @it T g2 lwits) A7 (Ao .
On pose 1 = (AA—;)Q. Alors on a :

Yijr1 = TYi-15 + (1 = 2r) yij + ryiz1; avec r = (AA;)?

17



- Pour évaluer l'ordre on doit faire le développement de Taylor de
'erreur de troncature en (x;,;), qui est définie par : & ; = 8y (x;,t;) —

Donc & ; = 2y (2, t;) + o (At) — %y (i t;) +o ((A:L‘)2) :

Donc &;j = o(At) 4+ o ((Aaj)2) :

Et & ; — 0 lorsque At,Ax — 0. Alors le schéma explicite est
consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace.

Comme le schéma est consistant donc d’apres le théoréme du Lax la
stabilité est une condition nécessaire est suffisante pour la convergence.

- La stabilité :

On a le schéma explicite suivante :

Yijr1 = TYi1; + (1= 2r) yij + TYir1,

Donc on utilise 'analyse de Von Neumann. Pour cela, on se place
avec des conditions périodiques. On a :

At exp (ipf) = N [rexp (i (p — 1) 0) + (1 — 2r) exp (ipf) + rexp (i (p+ 1) 0)] .

Donc
A=2rcosf +1—2r.

Comme —1 < cosf < 1. Donc, on a :
1—4r < A<1 (12)

La partie droite de I'inégalité (12) est satisfaite pour toutes les valeurs
possibles de 6.

Mais la partie gauche donne |A| < 1 si est seulement si At < 1 |Az|?.

Donc, le schéma est stable sous la condition

1
At < §|A:r|2

- Le Maillage :
m=4+1=3%4+1=3donci=1,2,3
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+1=5doncj=1,5

3
I
|<\
_|_
—
I
IS

- Solutions approchées en ¢t = 0.25

On a
1 1

1
Yij+1 = Zyi—l,j + §yi,j + Zy”l’j'
Premiérement, on a :
Y12 = —€xp (—%20.25> = —0.54

Et
oy _ Ya1—Y2,1 __
o |($37t1)_ 2Ax =0

Donc 41 = 92,1

On fixe j=1etona:

Pour 7= 2:
1 n 1 n 1
Y22 = 4yl,1 23/2,1 421/3,1
1 1 1
=1 sin (—g) + 3 sin (0) + 1 sin
=0.
Pour 7= 3:
1 n 1 n 1
Yz o= 4y2,1 2y3,1 4?J4,1
1 n 1
= 292,1 2y3,1
1 1
=5 sin (0) + 5 sin <g>
=0.5.
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- Comparaison entre la solution exacte et approchée :

(7:;0.25) (—1;0.25) | (0;0.25) | (1;0.25)
solution exacte —0.54 0 0.5
solution approchée (explicite) —0.54 0 0.54

Exercice 10 Montrer que, si la condition CFL
la| At < Ax. (13)
n’est pas satisfaite, le schéma décentré amont
?Jz‘,j+1A; Yij X ayi,j _Aii—l,j
pour l’équation d’advection est instable pour la donnée initiale y; o =
(-1)".
Solution d’exercice N°10
Le schéma décentré amont est défini par
Yij+1 — Yij Yij — Yi-1,5

At ta Az

Yij+1 = (1 — am) Yij + OéAAztyz 15 ‘

—0, (14)

=0.

Donc

On a:

o = (1) = (1=2339)" (-1)". | |

i = (1= vio + Ko = (1-%) (-1 = (=)' =
(1— 22801 (1) psq (—1)"' = — (~1)".

On montre par récurrence que
vy = (1288 (-1)".

. Pour j=0:y;0= (122" (—1)' = (-1)". v

. Supposons que: y; j = (1 — 2‘”“) (—1)". Alors d’pres (14),

Ax
1 aAt n aAt
Al’ yz,] A.’ﬂ yz—l,g

<

()0 ) ()
( 2aAt) { aAt alAt
<
<

1= 50 s (07 == )
L 2aAt) ( ZaAt)
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Ainsi, la suite y; reste bornée si et seulement si

20t
h— At <.

Ax

ou encore si la condition CFL

la] At 1
Ar —

est vérifiée.

Exercice 11 Soit 2 = R". Montrer que y (t) = exp (ik.t) est une solu-
tion de
—Ay = Ay,

si |/-<:|2 = \. Une telle solution est appelée onde plane.

Solution d’exercice N°11
Rappels :

v Vy(t) = (%yT(lt),... 83/_@)).

) OtN
/DY) = div (Ty(t) = div (%0, PO) = 200 4y

oty oty Ot1
o dy) _ ZN %y(t)
Oty Oty 1=1 Bt? :

Soit y(t) = exp (ik.t), on a

Vy (t) = ikexp (ik.t),

et

Ay = div (Vy(t)) = — |k|* exp (ik.t) .

Ainsi, y est solution de I'équation (2) dés que |k]2 =\

PAy = V.Vy(t)
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