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Introduction

Les techniques de Runge-Kutta sont des schémas numériques 4 un pas qui permettent de résoudre les
équations différentielles ordinaires. Elles font parties des méthodes les plus populaires de part leur facilité de
mise en oeuvre et leur précision. C’est Carle Runge et Martin Kutta qui au début du 20éme siecle, ont inventé
ces méthodes.

Dans ce nombreux cas, les systemes d’équations différentielles que ’on rencontre en science peuvent se mettre
sous la forme d’une équation différentielle ordinaire du premier ordre du type :

{vo=1(tv®) 0<to<t,  ylt) =

avec y(t) : fonction recherchée , yo : valeur initial.
En intégrant I'équation différetielle (??) entre ¢, et t,41 :

Y(tng1) - y(tn) = ftt:M f(t,y(t))dt tel que : €41 -1, =h

Rappel d’Euler

Euler Explicite

I'intégrale j;t"“ f (t, y(t))dt peut s’approcher par la méthode du rectangle 4 gauche :

[ (o) nx st

n

D’ot :

Yn+1 = Yn + h x f(tnayn)a y(tO) = Yo-

0.0.1 Euler Implicite

On aurait également pu approcher l'intégrale f;"*h f (t, y(t))dt par la méthode du rectangle a droite :

/t:fn+1 f(t,y(t)>dt ~ h X f(tnst, Ynt1)

donc :
Ynt1 = Yn + A X f(tnti, Ynt1)s y(to) = yo.
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FIGURE 1 — Euler explicite
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FIGURE 2 — FEuler implicite

Les améliorations de RUNGE-KUTTA :

RUNGE-KUTTA D’ORDRE 2
Méthode du Trapeze

On voit immédiatement que 'on peut améliorer 'estimation de l'intégrale en calculant I'aire du trapeze au
lieu de celui d'un rectange. La méthode du trapeze consiste en I’approximation suivante :

b b—a
[ o= 200 (@) + 16

Appliquée & lintégrale |, tt:“‘ f (t, y(t))dt ,cela donne :

[ ()t = 5 x ) + Fltsr.y(tnsa)

donc par Trapeze ,I'intégrale devient :

s = Un 5 X [Fltnsy(tn) + Fltnsa,yltns))]
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FIGURE 3 — Méthode du Trapéze

Utilisant la méthode d’Euler explicite :  y(tnt1) = Yn +h X f(tn,Yn)
alors :

Ynt+1 = Yn + g X [f(tnvy(tn> + f(tn+1’yn +h x f(tnayn)))]

on pose f(tn,y(tn)) =k et f(tng1,y(tns1)) = k2
donc: ko= f(tn+1,yn + hk1)

D’ou la relation RK2 :

Ynt1 = Yn + 2 X [k + ko]




RUNGE-KUTTA D’ORDRE 4

Au lieu d’utiliser la méthode du trapeze, On utilise la méthode de Simpson qui consiste & remplacer la
fonction intégrée par une parabole passant par les points extrémes et le point milieu.

! (r( ; f))

[
|
|
e

b oa i+ h

b

FIGURE 4 — la méthode de Simpson

Ona:
a+b

2

)+ £0)]

/ " oo = =0 x [fa) + 41

Appliquée & 'intégrale f:"*" f(t, y(t))dt ,cela donne :

L (100 = B [tnsvtta) + 45000 0Cy) + Sl vt

n

d’ou la relation :

Yn+1 = Yn + % X |:f(tna y(tn) + 4f(tn+%)a y(tn+%) + f(tn+la y(tn+1)>]

Ici, On a une difficulté apparait car I'’équation présente deux inconnues : y(t,, , 1 ) et y(tny1) -
Donc il faut estimer 4f(t, 1), y(t, 1) et ftns1,y(tngr)) & partir de gy, t, et h.
On commenge par le terme 4 (¢, 1),y(t,, 1) : On le décompose en deux termes identiques

——— ——
(a) ()

yf::z% =yYn + % X f(tn,yn) : Euler explicite

b . ..
ny)_% =y, -|-% X f(tn+%,yn+%) : Euler implicite

Donc on obtient :

b)

h h
y,(LJr% :yn+§ X f(tn+%ayn+§ X f(tn;Yn))

(a)
n+i

D’ou :

>

h h h
Yn+1 = Ynt =X [f(tmyn)Jer(tn—&-%vyn+§xf(tnayn))+2f(tn+%ayn+§Xf(tn-i-%ayn+§xf(tn7yn))+f(tn+layn+l))}

(=)

_tnttnyr _ tptitn+h
= 2 = 2 =tn +

(S

Puisque : ¢,

D’ou la relation :

h
Yntl = Yn + = X {kl + 2ko + 2k3 + f(t’ﬂ+17yn+1)}

6



kl - f(tn,yn)
Telque k2 = f(tn + %7 Yn + %kl)
ks = f(tn+§7yn+ 2k2)

En estimation de f(t,41,Yn+1) , par la méthode du rectangle au milieu :

Yn+1 = Yn + h x f(thr%aynJr%)

b
Donc

h h
Ynt+1 = Yn + h X f(tn-i-%ayn + 2 X f(t7z+%vyn =+ b X f(tnayn))
Finalement on obtient la relation explicite de RUNGE-KUTTA d’ordre 4 :

h
Unil = Un + ¥ x [kl + 2%y + ks +k4]

6
kl - f(}fvmyn) h
ke = f(tn+ 2,yn+ 2k1)
WEEN by = Fltn + 5y + bhy)
k4 == f(tn + hayn —+ hk3)
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