1.4 Exercices

Exercice 1.1. Justifier lexistence de l'unique solution locale pour le probléme suivant

2N — A 1 g ()
) \ / A

(=41 40
o ¢ /0 (17)
iu(O) = 1.

Calculer explicitement cette solution et donner son domaine de définition.

Exercice 1.2. Méme questions de lexercice 1.1 pour le probleme
y(1) = (y ()3
. . ? (1‘8)
u(0) = 1.

3
Exercice 1.3. Soit f : R — R donnée par f(t,z) = 4t4t+—$2 si (t,z) # (0,0) et f(0,0) =0. On
&

s’intéresse a l’équation différentielle
2/(t) = f(1,2(t)) (1.9)

1. L’application f, est-elle continue ? est-elle localement lipschitzienne par rapport a sa se-
conde variable ?.

2. Soil ¢ unc solution de (1.9) qui est définic sur un intervalle I ne contenant pas 0. On
définit une application 1 par (t) = t>4,t € 1. Déterminer une équation différentielle (F)

telle que o(t) soit solution de cette équation, puis résoudre cette équation (E),
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2.14 Exercices

Exercice 2.1. On considére le probleme suivant :

" e
'+ =z, x€]0,1], (2.29)
u(0) = a,u(1l) =b.

éthode de différences finies. Soit N € N, et
0,...,N+1. On

On cherche & approcher cette solution par la m
h= Tv% On note u; la valeur approchée recherchée de u au point th pour i =
utilise les approzimations cenirées les plus simples de 1 et u" au point ih,i=1,...,N. On pose
Uh = (ul,uz,..,,uN).

1. Domner une discrétisation par différences finies de ce probléme.

9. Ecrire le systéme obtenu sous la forme matricielle ApUp, = br. Donner Ap et by.

7 - - - 2
3. Montrer que le schéma obtenu est consistant et donner une majoration de Uerreur de

consistance si u est suffisamment réqulicre .
Exercice 2.2. On s’intéresse au probléme elliptique unidimensionnel suwant :

— " (z) + 2 (@) = =, 7 €]0,1],
v (0) =1, (1) +u(1) =0.

(2.30)

 Donner une discrétisation de ce probléme par différences finies pour un masillage uniforme

e~

en utilisant les approzimations centrées auz points x; =ih, i=1.... N.
2. Prouver que ce systéme s’écrit sous la forme : AyU = F.

. Bludier la consistance de ce schéma el donner une majoration de Uerreur de consistunce.

W

Exercice 2.3. On considére le probléme suivant :

1
TT xu(L) = [(z), z €]0,1], o

u(0) =a,u(l)=0b.

— (@) +

On admelttra qu’il existe une unique solution u € C*(0,1) a ce probléme. On cherche & approcher

cette solution par une méthode de différences finies. Soit N € N, et h = N%ﬁ On note u; la

valeur approchée recherchée de u au point th pouri=0,...,N + 1.
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. p T ;
On utilise les approzimations cenirées les plus simples de u et v au point th, i=1,..., N. On

pose Up = (u1, U2, - - - JUN)-

1. Montrer que up €st solution d’un systeme linéaire de la forme ApUn = bn, donner Ap et

by, -

5 P ) T Y
9. Montrer que le schéma obtenu est consistant et donmer une majoration de Verreur de

consistance (on rappelle que l'on a supposé u € Cc*(0,1)).
2« Soit v € RN, montrer que Apw >0, v > 0.

4. On défini 0 par :
1 2 2,9 9 ,
0(L) = —5(1 + «)?In(1 + ) + g(w +22)In2, x €10,1].
(a) Montrer qu’il existe C' > 0, indépendante de h telque

1 1 \
max h2 ( 01’__1 + 201 91,_*_1) + 2h (1 . ) ( +1 _]_)

anec 0; = 0 (x;) -
(b) On pose Oy = (01,02, ..,0N), montrer que (Anbp); 2 1 — Ch2.
(c) Montrer qu’il existe M 20 ne dépend pas de h telque A7 oo £ M.

5. Montrer la convergence, en un sens a définir, de uy, vers u.

Exercice 2.4. On s’intéresse au probléme elliptique unidimensionnel suivant :

—u' (z) + (1—|—m2)>u(:c) = f(x), = €]0,1],

u (0) +u(0)=0, u(l)=1

(2.32)

On cherche une solution de (2.82) par la méthode de différences finies. Soit NeN, h= I—V%‘_l-

1. Donner une discrétisation par différences finies en utilisant les approzimations centrées

aux points x;, i=1,...,N.
9. Etudier la consistance de ce schéma et déterminer son ordre si f € C*([0,1]).
3. Prouver que ce systéme s’écrit sous la forme : AU = F.

4. Montrer que la matrice Ay est inversible.
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Exercice 2.5. Soit le probleme suivant :

du ou 8?u
— —— —e—=(z,t) =0, x €]0,1 ,1 €1]0,T],
0% (1) + o (m,8) — 57 (@) 10,1

u(z,0) = up (z), z €]0, 1]
u(0,%) = u‘(l,t) =0,t€]0,7T].

(2.33)

Ot ug et € sont donnés (= > 0).

1. Donner un schéma d’approzimation de (2.33) par différences finies centrées a pas constant
en espace et Fuler explicite en temps.

2. Ecrire la forme matricielle de ce schéma.

8. Montrer que Verreur de consistance est majorée par C(k + h?), avec C dépendent de la
solution exacte de (2.33).

4. Sous qu’elle condition sur k et h a-t’on ||[u™||e < ||u|leo, VR =1,..., M.

5. Donner un résultat de convergence pour ce schéma.

Exercice 2.6. Considérons le schéma suivani

qntl _ omn ntl _ , nitl ,ntl o, n+l n+1
U, e I v L il 2 i Usyy — 2" +uty g
At 20z (Az)? ’

F=1 s N;n=0,..,M.
* _ 1 2 4 ki .
Pour N e N*, h = ni1 ¢t u; la valeur approchée de u au point xzj = jh pour j=0,... N+ 1.
1. Btudier la consistance de ce schéma avec un, probléme & déterminer.

2. Dans la suite on va montrer que le schéma implicite vérifie le principe du mazimum discret
avec V = 0.
On impose des conditions auz limites de Dirichlet, c’est-a-dire que la formule est valable
pour 1 < j < N et on fire upf = Uy = 0 pour tout n € N*. Soit deuz constantes
m <0< M telles que m < ud < M pour1<j < N.
(a) Ecrire le systéme sous lo forme matricielle AU = [n,
(b) Monirer que la matrice A est symétrique définie positive.
c M : LY -y 2
(c) Montrer que pour tous les temps n > 0 on a encore les mégalités m < ur < M pour

1< <N (par récurrence).
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Exercice 2.7. Monter que ce schéma est consistant avec un probléeme a déterminer.

6 + 2A: § 6 — 2A\:
)+ S S =0, =1, Ny n=0,.., M

A 4(Ax)? 2(Ax)? 4(Az)?

ug = Uy = 0; U? = ug(x4), j=1,...,N;n=0,... M — 1.
(2.34)

Exercice 2.8. Nous reprendrons le méme probleme dans I'exercice 2.5
1. Donmer une discretisation par différences finies en wtilisant un schéma d’Euler wmplicite,
puis donner la forme matricielle associée.

2. Ftudier la consistance de ce schéma.

G e
8. Monter que le schéma est stable sous la condition — <

oh A2’
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Exercice 3.1. Soit le probléme suivant

ou du 2 2 2
Gu _ Ou_ a2, 2 z,7) € 1 =10,1F,
yax Tay Z Yy ('Ey) ] [

u=0. sur JS2.
1. Donner une discrétisation par différences finis centré de ce probleme en utilisant un maillage
uniforme.

2. Ecrire le systémne obtenu pour N = 3, puis donner la forme matricielle.

Exercice 3.2. On considére le probléme en dimension deux suivant
ou
— Au(z,y) + 5-(z,9) = f:y), (@) €]0,L{x 10, L[,
u(z,0) = u(z, L) = v(0,y) = u(L,y) = 0.

On suppose que la solution u(z,y) est suffisamment réguliére. On cherche & approcher cette solution

par une méthode de différences finies. Soient N € N* et h = N'}'Fi' On note u;; la valeur approchée

recherchée de u au point (ih,jh) pouri,j =0,...,N + 1.
1. Donner une discrétisation par différences finies de ce probléme en utilisant le schéma centré.
2. Donner lordre de consistance de ce schéma.

3. Quel est le principe du mazimum de ce schéma.
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4. Montrer que p(z,y) = 3y* est une solution czacte de Uéquation
du
—Au(m,a) + 55(.’17,3}) = -L
5. Montrer que le schéma est stable au sens |[ulloo < C||f|loo s0us la condition 75 — 75 > 0.

Exercice 3.3. On considére le probléme en dimension 2 suwivant. :

(0T
ot
AT, 7)) =Tz, 0) =T, Liy) =Ttz 1) =0,

LT(O: T, y) = Tﬂ(ma y)

- AT =0, sur ]0,1[x]0,1[x]0,T7,

On suppose que la solution T(t,z,y) est suffisamnent réguli¢re. On cherche a approcher cette solution
par une méthode de différences finics. Soit N,M € (N*)%, h = iy et k = L. On note T7; la valeur

approchée recherchée de T au point (nk,ih, jh) pouri,j=0,...,N+1;k=0,...,M.
1. Donner une discrétisation par différences finies en utilisant le schéma d’Euler ezplicite en temps.
2. Ecrire la forme matricielle pour N = 3.
3. Monirer gue le schéma obtenu est consistant et donner une majoration de Uerreur de consistance.

4. Montrer que ce schéma est stable et sous quelle condition.
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