Exercice 1 On consideére, pour I’équation d’advection :

dy dy

- — =0 >0

ot + “or (o )
le schéma d’approximation par différences finies sur un maillage réqulier
de pas Az en espace et At en temps :

Yij+1 — Yij Yit1,541 — Yi-1,541
+ =0.
At “ 2z

__ aAt
Note on pourra poser r = gx—.

1. Dessinez le stencil du schéma, de quel type de schéma s’agit-il 2.
2. Analysez la stabilité du schéma par la méthode de Van Neumann.
3. Quel est l'ordre du schéma ?.

Solution
Le modele : % + a% =0,a >0 --- I’équation d’advection.
Schéma numérique : LI o L IELIEL — ()
_ oAt
On pose 1 = 55
1.
aAt

Yij+1 — Yij + m [yi-i-l,j-‘rl - yz‘—1,j+1] =0

’ —TYi1,41 T Yijr1 + TYir1,541 — Yij = 0‘

Le stencil:

tiy e (1] === [1] = = =[]
I

+— valeurs inconnues
|

ti- =0

«—— valeur connue

Ti—1 X Tit1

Type de schéma: ’Schéma Implicite‘
2. L’ordre du schéma:
L’erreur de troncature est:

Y (vs,tj01) —y (24, 15) i ay(%ﬂatﬂl) =y (Ti—1,tj41)

Eij=
7 At 2Ax
D’aprées Taylor: y (z;,tj41) = y (2, t;)+ Aty (:cl-,tj)—i—%y” (x,6):t; <
§ <t
Donc

Ii,t‘ — I‘i,t‘ ’ At "
y( j+1)At y( ]) =y (Ii,tj)—i—o (At) ;0 (At) = 7y (Z)’J,f) ,tj < 5 < tj+1.
(1)




2
?t Y (Tip1,tjen) = y (wi,tj) + Axy' (2, t511) + (A;) Y (25, t5401) +

Ax

( 6) y" () s <t <@g

Y @i ti) =y (@0 i) - Aay (istyan) + ALy (a, tj+1)—(A§>3y’” ()20 <
" Done
ACESE tj“é;;j (@1, b1) =y (21, tj11) + o (Ax). (2)
Avec o (Az)? = %y’” (1) ;2im1 <M < Tiyq.
Alors
vt Vb)) _ o) o (A0)] 4o (A0 (3
Avec o (At) = AtZE (2,€) 1 < € < tji1.

Donc
Yy (@ntin) —y (s t) Y (Tiv1, i) —y (i1, t541)

b= At o Az )

Ei,j = O (At) + (e) (A:C)2.

Avec

Agp)?
o (Ax)? :a%yg’ (M, t)5mim1 < < Ty
2

1 0
o(8) =8t (0 (0.9 + - (5.6) )ity <€ <t

& ;i — 0 quand At,Az —— 0; donc le schéma est consistant
d’ordre 1 en temps et 2 en espace.
3. La stabilité:

Pour la stabilité L?, I'analyse de Fourier conduit a:
/\q—i-l [_Tei(p—l)ﬁ + eipH + Tez‘(p-i—l)e] _ )\qeipe (5)

Tags. (), 0) € R? et (p, q) point d’un maillage.

Donc
1=A [—re_w +1+ Teipe}
=\ [1 4+ 2irsinf)]
Donc
—;—[1—1—2' ing] " (6)
1+ 2irsing o0 ‘
A =[14 2irsing] ™" (7)
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On vérifie alors que le module du facteur d’amplification est toujours
plus petit que 1.
—1
A®=[1+ (2rsing)’] <1 (8)

Le schéma est inconditionnellement stable. La convergence d’obtient
alors par le théoreme de Lax.

Exercice 2 Appliquer la méthode des différences finies au probléeme de
Dirichlet :

—y" = f dans 10,1[,

Yy (0) =0, (9)

y (1)=0.
Vérifier qu’avec un schéma centré d’ordre deux, on obtient un systéme
linéaire & résoudre avec la méme matrice K; (a un coefficient multi-
plicatif prés) que celle issue de la méthode des éléments finis P; mais
avec un second membre by, différent. Méme question pour le probléme de

Neumann :
—y" +ay=f dans 10,1],

¥ (0)=q,
y (1)=0.

Solution

La méthode des différences finies, basée sur un schéma centré d’ordre
2, nous conduit a résoudre, dans le cas du Laplacien avec conditions de
Dirichlet, le systéme :

_yi+1—2hy2i+yz‘—1 =f (Iz) Ni=1,---,n,
y0:O7
Yn+1=0.

On doit donc résoudre le systeme K,Uj, = b, ot Uy, = (¥i){<icp, » Kn
est la matrice d’ordre n.

2-10-- 0 f(z1)
12 -10 : [ (22)
Kpn=2%5x| 01" "0 |etby= :
D02 1 f (@)
0...0 —12 f (wn)

La matrice K difféere de la matrice obtenue par la méthode des
éléments finis a un facteur multiplicatif % pres.

La méthode des éléments finis conduit ¢ une expression différente du
second membre

T4 _ i Ti+1 . _
bEF = / f(x)wdaz—l—/ Flo) B "L gy .
T h T h 1<i<n
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En pratique, on utilise une formule de quadrature pour évaluer les
intégrales définissant bFY . Si on utilise la formule de trapézes, on obtient
tbyt =h(f (@i))1<i<n -

Avec un tel choix, les deux méthodes conduisent au méme systéme
linéaire.

Conditions aux limites de Neumann :

Pour le probléme de Neumann, le systéme obtenu, suite a la discréti-
sation par différences finies, consiste & déterminer (y;)_,;.,., tel que

flz),¥Vi=1---'n
L —q,
Yn+2 yn_
n+2h /8

yz+1 2y7, +Yi_ ( )
Yi—Y-1
T2n

Ou les noeuds fictifs x_; et x, 12 ont été introduit afin que les condi-
tions aux limites soient discrétisées a 1'ordre 2. Si on élimine du systéme
linéaire final les degrés de liberté artificiellement introduits, on obtient
les expressions suivantes :

1 -10--0 o) g0 -0
-12-10 : 0 a(xy) 0 0 :
Kp=%x|lo-1-. .0 |+] 0o 0o . . 0 et
0 .2 —1 : 0 "a(x,) O
0...0—-11 0 ... 0 0 o

f(z) —Q
St
f (1)

S
>
I

. f (fgn)
T B
ety

Exercice 3 Montrer que, si la condition CFL
la| At < Ax. (10)
n’est pas satisfaite, le schéma décentré amont

Yij+1 — Yij Yig — Yi-1,5
+ o
At Az

pour l’équation d’advection est instable pour la donnée initiale y;p =
(=1)".

Solution
Le schéma décentré amont est défini par

~0 (11)

Yij+1 — Yij Yig — Yi—1,5
J Iy o2 J

At Ax =0



Donc A A
oAt aAt
Yij+1 = <1 — E) Yij T Ag Jiti (12)

On a:

Yyio=(-1)"=(1- 23?)“(—1)1' | |

Yil = (1_aAt)y10+ Axyz 1,0 :( _%)< 1)1_QA_A;( 1)Z -
(1—22ﬁt) (—1)" psq (=1)' 7" = = (=1)’

On montre par récurrence que
7 ,
yig = (1-%3)" (="

. NIY. i ,
. Pour j =0:y,0=(1-22)"(-1)'=(-1)". v

. Supposons que: y; j = (1 — 2Z—f)j (—1)i. Alors d’pres (12),

Ay ) YT Ay Vi

- —> (<1 : zzi%—lf) (e en)
aAt B O;_it} psq (1) = — (—1)'

ozAt) aAt
Yij

—_
|
DO
Q
l>
~
\_/
/\ l—|
[\
Q
l>
~
N——

Ainsi, la suite y; reste bornée si et seulement si

‘ 2 At
1- <

Az

ou encore si la condition CFL
la] At
Az

<1
est vérifiée.

Exercice 4 Soit Q = RY. Montrer que y(t) = exp (ik.t) est une solution
de
—Ay = \y (13)

s1 |/€|2 = \. Une telle solution est appelée onde plane.
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Solution
Rappels:

v Vy(t) = (8y(t> /)

oty ) OtN
/DY) = div (Ty(t) = div (%0, PO) = 200 4y

ot 7 Otn oty Ot1
o ) _ N %yt
Aty Oty _Zizl A

Soit y(t) = exp (ik.t), on a

N——

Vy (t) = ik exp (ik.t)

et

Ay = div (Vy(t)) = — |k|” exp (ik.t) .

Ainsi, y est solution de I'équation (2) dés que |k]2 =\

Dr. Rezzoug I

Ay = V.Vy(t)



