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Exercice 1 (10pts) 1. Soit le probléme :
y'=f(ty) et ylto) = yo. (1)

1. La méthode de Taylor d’ordre 2 est donné par :

s =t () + o (OG0 A bed g )Y

Quelle est l'inconvénient de la méthode de Taylor d’ordre 2 ?

2. Le but est de remplacer cette derniére relation par une expression équivalente possédant
le méme ordre de précision O(h3). On propose la forme :

Yn+1 = Yn + alhf<tm yn) + a2hf (tn + a3h7 Yn + (l4h) . (3)

Déterminer une relation entre les paramétres a,, ao, as et aq de telle sorte que les
expressions (2) et (3) aient toutes deuz une erreur en O(h?).

I1. Soit le probléeme :
y' =—y,y(0) =1L (4)

On prend dans la forme (3) a1 = as = 5, a3 =1 et ag = f(tn,yn) (c’est la méthode de
Heun appelée aussi méthode d’Euler améliorée).

3. Appliquer la méthode de Heun avec un pas h au probléme (4).

4. Montrer que les approximations fournies par la méthode de Heun peuvent s’écrire :
Yo = (1 — h+ 3h%)".

5. Pour quelles valeurs de h la suite (y,)n>0 est bornée ?

6. Calculer une valeur approchée de y(1) par la méthode de Heun en prenant h = 0.1.

Exercice 2 (10 pts) 1. On considére I’ équation aux dérivées partielles :

0y 0% 0%y 0y dy
252 T o Tawer o o TV (5)




. Déterminer le type de l’équation (5).
. Ecrire (5) sous forme canonique.

. Déterminer toutes les solutions de (5) de classe C* sur R?.
II. On considére l’équation des ondes sur R suivant :
Py _ ,0%

w:C@, $€R,t>0, (6)

avec les conditions initiales

y(x,0) = g(x), % (x,0) =h(z), ,ze€R. (7)

On construit un schéma aux différences finies sur un maillage uniforme de longueur
Az en espace et At en temps. On note y,; ; Uapproximation de y(iAx, jAt), et on

] — cAt
suppose par la suite que r = N, est constant.

. Ecrire le schéma explicite pour le probléme (6 et 7) et donner son ordre (sans calcul).

. Par le critére de Fourier-Von Neumann, montrer que ce schéma est L?>—stable sous
une condition sur At a préciser.



Solution 1 1.

1. La méthode de Taylor est simple mais devient rapidement laborieuse.
De plus, 3°ar montré que le développement de Taylor pouvait converger trés lentement.

En conséquence, cette méthode ne s’emploie que localement: pour calculer y,.1 @ partir
de 1y, ou pour calculer, a l’aide des conditions initiales, les premiéres valeurs de y dont
certains algorithmes ont besoin pour démarrer et calculer la suite des yy. .. (1.5 pts)

2. Le développement de Taylor du terme f(t, + ash,y, + ash) autour du point (t,,y,)
donne :

Of (tn, yn) Of (tn, yn)

f(tn + aSha Yn + a4h> = f(tna yn) + aSh 8t + a4h 8y + O(hg)
La relation (2) devient alors :
a tnv n a tn? n
Yn+1 = Yn + (a1 + a2)hf (tn, yn) + azaghQ% + a2a4h2% +O(1?).

On woit immédiatement que les expressions (2) et (3) sont du méme ordre. Pour
déterminer les coefficients a;, il suffit de comparer ces deux expressions terme a terme

on trouve :
h = ((11 + ag)h,
h? __ 2
o5 = Cbgagh s
h2

= [ (tn, yn) = agash®.

On obtient ainst un systéme non linéaire de 3 équations comprenant 4 inconnues :
a] + as = 1,
ao03 = %, (8)
A2Gy4 = %f(tn7yn)

Le systéme (8) est sous-déterminé en ce sens qu’il y a moins d’équations que d’inconnues
et qu’il n’a donc pas de SOIULION UNIQUE. . ... ... .o (2 pts)

II. Soit le probléeme (4) : y = —y,y(0) = 1.
3. On prend dans la forme (2) a1 =as = 3, ag =1 et ag = f(tn, Yn)
On obtient )

Appliquons la méthode de Heun avec un pas h au probléme (4) on trouve :

1

1



1
Ynt1 = (1—=h+ §h2)yn

1 1
= (1-h+ §h2)(1 —h+ §h2)yn_1

1 1
= (1 —h + 5}12)2(1 —h + §h2)yn_2

1
= == hd Ry,

de la condition initiale on a : yo = y(0) = 1, on a donc :

1
Yn+1 = (1 —h + —h2)n+1.

2
......................................................................... (1.5 pts)
5. La suite (yn)n>o est bornée si et seulement si |1 —h+ih?| <1=0<h<2carh#0
.......................................................................... (1.5 pts)
1
6. t,=1=nh=n= % =01 10, donc y(1) =~ y10, on calcul y19 par la formule

1
Yo = (1_h+§h2)10

1
= (1-0.1+ §(0.1)2)10 = 0.368541.

Solution 2 I.

Exercice 3 1. A =9 >0, l’équation est donc hyperbolique................... (1.5 pts)
2. La forme canonique de (5) est
Pv v
acon I’
oty (z,t) =v(((x,t),n(z,t) =v(@+t,20 —1t). .o (1.5 pts)
3 y(x,t) = AQRx —t)e @) 4 B(x+1t), ot A et B désignent des fonctions de classe
C? SUr R GIDITAITES. « ..o v s ettt e (1.5 pts)

11.

4. Le schéma explicite pour l’équation (6) sans les conditions initiales (7) est donné par
I’expression suivantes :

c

Yij+1 = ~Yij-1t 7”2%‘—1,]' +(2 - 27“2)%‘,]' + T2yi+1,j7 avecr = N 9)
......................................................................... (1.5 pts)
son ordre O (A2 + AT?) o oo (1.5 pts)



5. Le schéma (9) est L*—stable sous la condition v < 1. Donc, At < % puisque ¢ est un
nombre réel positif donné. ............. ... (1.5 pts)

2 pts pour tous les étudiants




