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Questions de cours
Donnez une définition de la méthode de Runge-Kutta, puis écrivez I’algorithme
de Runge-Kutta d’ordre 2 et 4 et quels sont ses avantages et ses inconvénients.

Exercise 1 Soit a > 0,b € R et yo € R. On considére le probléeme de Cauchy
sutvant :

y(0) =yo et (VtERL,y'(t) =—ay(t) +0), (1)

(a) Donner explicitement y "la solution exacte”.
b) Quel est le comportement de y(t) quand t — +o0?

( p y(t) ¢

2. Soit h > 0 un pas de temps.

(a) Ecrire explicitement le schéma d’Euler explicite & pas constant h pour
(1).

On notera (tn), ey = (nh), oy la suite des temps d’approximation, et (y,)
la suite des valeurs approchées correspondantes.

(b) Donner explicitement (yn),cy -

(¢) Quelle condition doit satisfaire h pour que, quel que soit yo, y, tende
quand n — 400 vers tlim y(t)?

—00

neN

(d) On suppose cette condition satisfaite.

Ezxprimer en fonction de a le nombre minimal de temps d’approximation
impliqués dans un calcul approché de y |jo10] - (la discrétisation de [0,10] avec
N points)

e Quel est ce nombre lorsque a = 1007
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Correction

Questions de cours

- Les techniques de Runge-Kutta sont des schémas numériques a un pas qui
permettent de résoudre les équations différentielles ordinaires. Elles font parties
des méthodes les plus populaires de part leur facilité de mise en ceuvre et leur
précision. C’est Carle Runge et Martin Kutta qui, au début du XX siécle, ont
inventé ces méthodes.

Nous décrivons ici deux algorithmes assez utilisés : celles de Runge-Kutta
d’ordre 2 et 4.

Algorithme de (RK),

1. Initialisation du pas h, de la durée T'.

2. Initialisation des conditions initiales : t = 0 et y = y(0).

3. Définition de la fonction f(¢,y).

4. Tant que t < T faire :

a. Calcul de k1 = f(t,y).

b. Calcul de ky = f(t + h,y + hkq).
cy=y+hki+k);t=t+h.
d. Enregistrement des données.

Algorithme de (RK),

1. Initialisation du pas h, de la durée T'.

2. Initialisation des conditions initiales : t = 0 et y = y(0).

3. Définition de la fonction f(¢,y).

4. Tant que t < T faire :

a. Calcul de k1 = f(t,y).

b. Calcul de ky = f(t+ &,y + 2ki).

c. Caleul de kg = f(t+ &,y + Lky).

d. Calcul de ky = f(t + h,y + hks).

e y=y-+ B(ky +2ky +2ks+ky) ;t=1t+h.
f. Enregistrement des données.

- Les techniques de Runge-Kutta, d’ordre 2 ou 4, ont I’avantage d’étre sim-
ples & mettre en ocuvre, précises et assez stables pour les fonctions courantes
rencontrées en physique. C’est ce qui explique leur grande popularité. De nom-
breux logiciels de calcul utilisent par défaut la méthode RK4 dans sa version
adaptative “le pas h est alors variable et s’adapte pour optimiser précision et
temps de calcul”.

Bien entendu ces méthodes ont aussi leurs défauts : elles sont assez gour-
mandes en temps de calcul et ne sont pas adaptés aux systémes conservatifs aux
temps longs (par exemple la Méthode de Verlet).

Solution d’exercice N°1

Soit a > 0,b € R et yg € R. On considére le probléme de Cauchy suivant :

y(0) =yo et (Vt€RL, Y (t)=—ay(t) +b),



(a) Les solutions du probléme homogene sont données par, pour tout
teRT,
y(t) = k.exp (—at) , k € R.

Les solutions du probléme non homogeéne sont données par, pour tout
teRT,
b
y(t) = o +c.exp(—at),ceR.

Comme y (0) = yo donc ¢ = yog — g.

La solution de (1) est donc donnée par, pour tout t € R,

a

y(t) = g + exp (—at) (yo - b> :

(b) On a, pour tout ¢t € RT,

()= 2 +exp (~at) (9o — :
=—+exp(—a - - — -
Yy a p Yo a) t—+oo a
2. Notons (t,),cy = (nh), cy la suite des temps d’approximation.
Le schéma d’Euler explicite définit une suite (y;) d’approximation
aux temps (t,),cy Par

neN

Ynt1 = Yn+h(—ay,+0b),¥n € Navec y(0) =y
= (1—ah)y, + hb.

(b) Pour tout n € N, on a y,+1 = (1 — ah) y,, + hb. Alors

yo = (1—ah)’yo
y1 = (L—ah)yo+hb=(1—ah) yo+ (1 —ah)’hb
ys = (L—ah)ys +hb=(1—ah)’yo+ (1 —ah) hb+ (1 —ah)’ hb

On a par récurrence, pour tout n € N,

=(1—ah)"yo+>_ (1—ah)" " hb,

k=1
Donc
Yn = (1L —ah)" y()—i-Zl—ah”k hb
-1
n 1—(1—ah)"
= (1—ah hb——m——
(1= ah)"yo +hb3— 3035

— (1—ah)" (yo—b>+b



car 1 — ah # 1 puisque ah > 0. (a > 0 et h > 0)
On en déduit, Pour tout n € N,

n b b
o = (1 - ah) (y—> 2

a

(©) (Y90, (W)en — Jim y()) = 2) = (((1=ah)" (yo = ), — 0)

t— o0

Vérifions par ailleurs que

b
A4 li 1—ah)" ——]=0) < li 1—ah)"=0]).
( Yo, lim  (1—ah) (yo a) > (n;qoo( ah) >
. L’implication <= est directe.
. L’'implication = s’obtient en choisissant yg = 1 + g.
On en déduit que

(Vyo7 lirr_sl_ Yn = tlim y(t)) 1 —ah| <1

=
<— —-1<l-ah<l1
— —-2<-ah<0

2
<= 0<h<5'

(d) Discrétisation [0, 10] avec N points. Alors la taille du pas est b = 2.
Pour que la condition soit satisfaite, on doit avoir }V—O < % soit N > ba.

. Il faut donc au moins 5a pas en temps.

. Lorsque a = 100, on doit effectuer au moins 500 pas.



