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Exercice 1 On considère le problème suivant :8>>><>>>:
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(x; t) 2 [�1; 1]� [0; 1] ;
x 2 [�1; 1] ;
t 2 [0; 1] ;
t 2 [0; 1] ;

(1)

où y = y (x; t) :
1. Donner le nom du problème (1).
2. Montrer que la solution exacte du problème (1) est donnée par

y (x; t) = sin
��
2
x
�
exp

�
��2
4
t

�
:

3. On construit un schéma aux di¤érences �nies sur un maillage uniforme
de longueur �x = 1 en espace et �t = 1

4 en temps. On note yi;j l�approximation
de y (i�x; j�t) :

- Écrire le schéma explicite pour le problème (1) et donner son ordre
(sans calcul).

- Par le critère de Fourier-Von Neumann, montrer que ce schéma est
L2�stable sous une condition sur �t à préciser.

- Tracer le maillage du pavé [�1; 1]� [0; 1] :
- Trouver la solution approchée1 en t = 1

4 :
- Comparer la solution approchée avec la solution exacte en t = 1

4 :

Bon courage

1On donne les résultats à 10�2 près.
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Corrigé type de l�examen
1. Le problème (1) est l�équation de la chaleur (01p) avec condition

initiale non homogène (0.5p) et des conditions aux limites de type
Dirichlet (0.5p).
2. Solution exacte :
Pour montrer que y (x; t) = sin

�
�
2x
�
exp

�
��2

4 t
�
est une solution exacte, il

su¢ t que y véri�e le problème (1).
On a :
@2

@x2 y (x; t) = �
�2

4 sin
�
�
2x
�
exp

�
��2

4 t
�

(0.75p).
Et on a aussi
@
@ty (x; t) = �

�2

4 sin
�
�
2x
�
exp

�
��2

4 t
�

(0.75p).

En injectant ses valeurs de dérivées dans l�équation du problème (1), on
déduit que véri�e notre équation

@
@ty (x; t)�

@2

@x2 y (x; t) = �
�2

4 sin
�
�
2x
�
exp

�
��2

4 t
�
+�2

4 sin
�
�
2x
�
exp

�
��2

4 t
�
=

0 (0.5p).
Maintenant, il reste à véri�és la condition initiale et les conditions aux lim-

ites. Il est clair que
y (x; 0) = sin

�
�
2x
�
(0.5p).

Et avec un calcul simple on trouve :

y (�1; t) = sin
�
��
2

�
exp

�
��2

4 t
�
= � exp

�
��2

4 t
�

(0.5p).

On a @
@xy (x; t) =

�
2 cos

�
�
2x
�
exp

�
��2

4 t
�
; donc

@
@xy (1; t) =

�
2 cos

�
�
2

�
exp

�
��2

4 t
�
= 0 (0.5p).

3. Le schéma explicite pour le problème (1) :
On a :
@y
@t j(xi;tj)=

yi;j+1�yi;j
�t (01p).

Et
@2y
@x2 j(xi;tj)=

yi�1;j�2yi;j+yi+1;j
(�x)2

(01p).

On écrit le schéma d�Euler explicite correspondant au problème (1) comme
suit

@y
@t j(xi;tj) �

@2y
@x2 j(xi;tj)=

yi;j+1�yi;j
�t � yi�1;j�2yi;j+yi+1;j

(�x)2

On pose r = �t
(�x)2

(0.5p). Alors on a :

yi;j+1 = ryi�1;j + (1� 2r) yi;j + ryi+1;j avec r = �t
(�x)2 (01p).

- Pour évaluer l�ordre on doit faire le développement de Taylor de l�erreur
de troncature en (xi; tj) ; qui est dé�nie par : Ei;j = �+t y (xi; tj)� �2xy (xi; tj) :
Donc Ei;j = @

@ty (xi; tj) + o (�t)�
@2

@x2 y (xi; tj) + o
�
(�x)

2
�
:

Donc Ei;j = o (�t) + o
�
(�x)

2
�
:

Et Ei;j �! 0 lorsque �t;�x �! 0. Alors le schéma explicite est consistant
d�ordre 1 en temps et d�ordre 2 en espace (01p).
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Comme le schéma est consistant donc d�après le théorème du Lax la stabilité
est une condition nécessaire est su¢ sante pour la convergence.
- La stabilité :
On a le schéma explicite suivante :

yi;j+1 = ryi�1;j + (1� 2r) yi;j + ryi+1;j

Donc on utilise l�analyse de Von Neumann. Pour cela, on se place avec des
conditions périodiques. On a :
�q+1 exp (ip�) = �q [r exp (i (p� 1) �) + (1� 2r) exp (ip�) + r exp (i (p+ 1) �)] :
Donc � = 2r cos � + 1� 2r:
Comme �1 � cos � � 1: Donc, on a :

1� 4r � � � 1 (2)

La partie droite de l�inégalité (2) est satisfaite pour toutes les valeurs possi-
bles de �:
Mais la partie gauche donne j�j � 1 si est seulement si �t � 1

2 j�xj
2
:

Donc, le schéma est stable sous la condition �t � 1
2 j�xj

2 (03p).
- Le Maillage :
m = L

�x + 1 =
2
1 + 1 = 3 donc i = 1; 2; 3 (0.5p).

n = l
�t + 1 =

1
1
4

+ 1 = 5 donc j = 1; 5 (0.5p).

(01p).

- Solutions approchées en t = 0:25
On a

yi;j+1 =
1

4
yi�1;j +

1

2
yi;j +

1

4
yi+1;j :

Premièrement, on a :

y1;2 = � exp
�
��2

4 0:25
�
= �0:54

(0.5p).
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Et
@y
@x j(x3;t1)=

y4;1�y2;1
2�x = 0

Donc y4;1 = y2;1 (01p).
On �xe j = 1 et on a :
Pour i = 2 :

y2;2 =
1

4
y1;1 +

1

2
y2;1 +

1

4
y3;1

=
1

4
sin
�
��
2

�
+
1

2
sin (0) +

1

4
sin
��
2

�
= 0 (01p).

Pour i = 3 :

y3;2 =
1

4
y2;1 +

1

2
y3;1 +

1

4
y4;1

=
1

2
y2;1 +

1

2
y3;1

=
1

2
sin (0) +

1

2
sin
��
2

�
= 0:5 (01p).

- Comparaison entre la solution exacte et approchée :

(xi; 0:25) (�1; 0:25) (0; 0:25) (1; 0:25)
solution exacte �0:54 0 0:5

solution approchée (explicite) �0:54 0 0:54
(02p).
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