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Introdiction

Les systémes dynamiques sont les concepts mathématiques qui permettent d’étu-
dier des phénoménes qui se développent au fil du temps, Cette évolution peut étre
exprimée par un ensemble limité d’équations qui peuvent étre des équations diffé-
rentielles ordinaires, des équations aux dérivées partielles ou des applications, ces
phénoménes proviennent de la physique, de la chimie, de la mécanique, de la biologie
ou de lienvironnement, ce systéme se compose d’un espace de phases, ’espace des
états possibles du phénoméne convenablement paramétré, muni d’une loi d’évolution
qui d’écrit la variation temporelle de I’état du systéme.

C’est le mathématicien Henri Poincaré qui, dés la fin du 19éme siécle, a mis en
évidence 'imprévisibilité d’un systéme de trois corps en interaction. Maintenant la
théorie du chaos est utilisée dans de trés nombreux domaines : géophysique, météo-
rologie, astronomie, turbulence, économie, sociologie, biologie... Le chaos n’est pas
aussi chaotique’ que sa dénomination le faisse entendre ; son désordre n’est qu’ap-
parent. Un systéme chaotique est imprévisible, mais il est parfaitement décrit par
des équations simples et déterministes. Un systéme est dit déterministe lorsqu’il
est possible de prédire (de calculer) son évolution au cours du temps : la connais-
sance exacte de I’état du systéme a un instant donné, l'instant initial, permet le
calcul précis de I'état du systéme & n’importe quel autre moment. Le lien entre
ces deux notions paradoxales, déterminisme et imprévisibilité, se manifeste par la
sensibilité aux conditions initiales : deux conditions initiales quasiment semblables

peuvent conduire a des états trés différents du systéeme. Cette impossibilité pratique

11
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a calculer I'évolution de systémes déterministes est la principale caractéristique des

systémes chaotiques.

12



Chapitre 1

Rappels de calcul différentiel

1.1 Dérivation
f(x) — f(a)

Définition 1.1 (Dérivabilité) f: 1 — R est dérivable ena € I silim,_,,
T—a

existe.
On notera D(I,R) I'ensemble des applications dérivables de I dans R.

Théoréme 1.1 Une application est dérivable si seulment si elle admet un dévelop-
pement limité d’ordre 1 au voisinage de a :
f dérivable < 3l tel que f(x) = f(a)+ (x —a)l + (v — a)e(x)

T—a

Alors, | est la dérivée en a de f

Proposition 1.1 Continuité f dérivable = [ continue
Linéarité (f +ag) = f' +ag
Dérivées usuelles
Application linéaire u lincaire, f dérivable; (uo f) (x) = uo f'(x)
Application multi-l/inéaire @ une application n-linéaire ;
(bt o)) ) = Sop((Aoheos fiao) 0. fenlo). -+ o))

. : u\’ u'v—ur
Quotient wu et v dérivables; <—> -
v

02
Composition f et g dérivables; (fog) = f' ¢'(f)

13
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Définition 1.2 (Application C') f € C'(E,F) si Uapplication f' : a — f'(a)

existe et est continue.
Définition 1.3 (Dérivée k-iéme) On définit récursivement la dérivée k-ieme f*) :
FO = (fr=D) (1.1)

Définition 1.4 (Application de classe C*) f est C* si f est k fois dérivable et

si f*) est continue.

Théoréme 1.2 (LEIBNI1Z) Soit ¢ une application bilinéaire, alors :

P (f9) = (n> o(f®), gm=h) (Leibniz)

k=0 k

1.2 Intégration

Théoréme 1.3 (Inégalité de la moyenne : cas réel) Si f est continue sur un

intervalle [a,b] et qu’il existe m et M tels que :
m< f(r) <M
Alors

b
m(b—a) < /f(x)dx < M(b—a) (1.2)
Théoréme 1.4 (Somme de RIEMANN) Soit f : [a,b]. Si f est intégrable, alors :

b
b— a — b—a .
Sn="— ];f<a+k - )nEIEOOSn:/f(t)]f (1.3)

1.3 Primitive
Définition 1.5 (Primitive) F' est une primitive de f si Va, F'(x) = f(x).

Théoréme 1.5 Si F' est une primitive de f,

/f(t)dt = F(z) — F(a) (1.4)

14
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1.4 Accroissements finis

1.4.1 Cas réel

Théoréme 1.6 (Accroissements finis) f € D(Ja,b],), alors

¢ €la,b| tel que | f(b) — f(a) = (b—a)f'(c) (1.5)

1.4.2 Cas vectoriel

Théoréme 1.7 (Accroissements finis) f € C(Ja,b[,)
Si 3N tel que Yt €]a,b[, N(f'(t)) < A, alors

N(f(b) = f(a)) < A((b—a)) (1.6)

15
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1.5 Formules de Taylor

Théoréme 1.8 (Formules de Taylor) f € C"" (I, E), avec (a,b) € I*

" (x—a)k
Taylor-Young f(x) = Z %f(k)(a) + o((x—a)")

r—a

T (@) Reste intigral Ry (z)
- —t
Taylor-Laplace f(x) = %f(k)(a) + /Mf(”ﬂ)(t)dt
! n!

-1 (1 — U)k
k!

(x—a)* S (1= w)a + ur) du

|b— a|n+1
(n+1)!

Taylor-Lagrange N (f(b) — fla) — NP (pny

3
=
|
S
S~—
=
-y
=
—~
S}
~—
N——
|

1.6 Fonctions différentiables

1.6.1 Différentiabilité

Définition 1.6 Soient E et F deux espaces de Banach. U un ouvert de E et f une
fonction de U dans F'. On dit que [ est différentiable en un point a de U s’il existe

une application linéaire continue T € L(E, F) telle que:
f(@) = fla) = T(x —a) = o(z —a),
quand x tend vers a.
Proposition 1.2 Si f est différentiable en a, alors y = f(x) est continue.

Définition 1.7 Si la fonction f est différentiable en a, on appelle différentielle
de [ au point a l'unique application linéaire T € L(E, F) telle que:

f(x) = fla) =T(z — a) = o(x — a).

16
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1.6.2 Matrice Jacobienne

Théoréme 1.9 St U est un ouvert de R™ et f une application de U dans RP, dif-
férentiable en o € U, et si (fi1, f2,..., fp) sont les fonctions coordonnées de f, la

matrice Jacobienne de f en xy s’écrit:

on of  of
Oxry Oxy ~ Oxp
on of o
Je(xo) = ox1 Oxo ox,,
) Ofp
Oxry Oxy Oz

Théoréme 1.10 Soient U un ouvert de R™, V' un ouvert de R?, f une application
de U dans RP et g une application de' V dansR1. Si f(U) C V, si f est différentiable

en xg et g en yo = f(xo), on a:

Jgor = Jo(40)-J5(0).

17



Chapitre 2

Systémes dynamiques linéaires

2.1 Introduction

Un systeme dynamique est un ensemble mécanique, physique, économique, envi-
ronnemental ou de tout autre domaine dont ’état (ensemble de grandeurs suffisant
a qualifier le systéme) évolue en fonction du temps. L’étude de I'évolution d’un
systéme nécessite donc la connaissance :

— de son état initial, c’est-a-dire son état a l'instant g ;

— de sa loi d’évolution.

2.2 Les systémes dynamique

Définition 2.1 Un systeme dynamique sur R™ est une application p : R x R — R"

tel que

Exemple 2.1 Soit le systéeme différentiel

18
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T = Ax
2.1
{ x(0) = o, (21)

ot A est une matrice constante, x € R™. la solution du systéme précédent est x(t) =

ey,

A

Le systéeme (2.1) engendre un systéme dynamique (t,x) — p(t,x) = etxy.

(1) Soit z,y € R"

|t z) —p(ty) | = letzy— eyl = |le]].||zo — vol|
S e“A”lt‘”l-O — yOH
lim [|p (, 2) — (L, y) || < lim el 41|z — yo|| — 0,
Ty Ty
Ay At|)"
car et = 1A% < WA bl qgomtin Jlu (t,2) — o () | = O done
n! n! Ty

w(.,x) est continue.
(2) Soitt,s € R

ln(t+s.2) —pta) | = [[eX)amg — e
< [le®]l- e zg — o

< el Al | eA® — 1],

alors hH(l) llpe (t+ s,2) — p(t,x) || =0 done u(t,.) est continue.
s—

(3)

0.A

p(0,2) =e"r=1x=ux.

(4)

m (t + S,l’) _ €(t+s)AZL‘ — 6tA+SA$ _ 6tA68AZL‘,

alors

plt+s,x)=epu(s,z) = p(tp(s ).

2.2.1 Systéme dynamique a temps continu et discret

Un systéme peut étre :
— a temps continu : représentée par une équation différentielle ordinaire.
On définit un systéme dynamique a temps continu avec le systéme suivant:

dx(t)
e F(x(t)), (2.2)

19
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ou I une application de D dans D, et D C R"

— a temps discret : ’étude théorique de ces modéles discrets est fondamentale,
car elle permet de mettre en évidence des résultats importants, qui se généra-
lisent souvent aux évolutions dynamiques continues. Elle est représentée par
le modéle général des équations aux différences finie.

On définit un systéme dynamique a temps discret avec la relation de réccurence

donnée comme suivante:
x(k+1) = F(x(k)), (2.3)
ot F' une application de D x N dans D, (2, k) € (D,N) et D C R” satisfaite:
F(z) =z, F}(2) = F(x), F*(x) = F(F(z)), ..., F*(x) = F(F*(x)),

et

zo, 11 = F(x0), 22 = F*(20), ..., xx = F*(x0).

il peut étre aussi
Un systéme dynamique est une structure qui évolue au cours du temps de fagon
a la fois :
— Causale, ol son avenir ne dépend que de phénoménes du passé ou du présent
— Déterministe, c’est-a-dire qu’a partir d’une condition initiale donnée a l'ins-
tant présent va correspondre & chaque instant ultérieur un et un seul état futur

possible.

2.3 Systémes linéaires

Définition 2.2 Le systéme différentiel (1) est linéaire s’il écrit sous la forme :

dx(t)
dt

= Az(t) + a, (2.4)

ot A une matrce et b un vecteur.

St b =0 alors le systeme correspandant est dit linéaire homogene.

20
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2.4 Trajectoires et orbites

Définition 2.3 Soit © = F(t,z) un systéme déterministe défini sur un ouvert
A C R™™. Chaque solution x(t,ty, ) de cette équation, défini pourt € I, ou I
est intervalle contenant t, est représentée par une courbe de ’espace R"!, conte-
nue dans A, dont chaque point (t,x(t)) donne l’état du systéme a l'instant t.
L’ensemble de ces points est appelé une trajectoire (ou courbe intégrale).

On peut considérer les n fonctions x;(t), coordonnées de x(t), comme la représenta-

tion paramétrique d’une courbe dans l’espace R™ appelé espace des phases du systeme.

Définition 2.4 L’orbite (positive) d’une solution x(t,ty, xo) de l’équation & = F(t,x)
est est l’ensemble { f™(z)tel quen > 0}. pour t € I, dans ’espace des phases .

Si f est bijective, [’orbite de x est { f"(x)tel quen € Z}.

Chaque orbite est orientée dans le sens du déplacement de x(t) pour t croissant.

On appelle portrait de phase du systéme différentiel I’ensemble des orbites des solu-

tion de ce systéme.

La théorie des systémes dynamiques s’intéresse particuliérement au comporte-
ment des orbites. Il est souvent utile de considérer aussi des «pseudo-orbites» au

sens de la définition suivante.

Définition 2.5 (d-pseudo-orbite) Soit § > 0. Une suite (xy,)nen (0U (Ty)nez) est
une 6-pseudo-orbite siVi € N (ou Z), d(f(z;), xi+1) < 0.

Par exemple, une orbite simulée numériquement est une d-pseudo-orbite, puisque

les calculs sont effectués avec une précision limitée.

Dans la suite, on supposera X métrique compact.

La notion de conjugaison topologique est extrémement importantes. Elle traduit

I'idée que deux systémes dynamiques sont topologiquement équivalents.

Définition 2.6 (Conjugaison topologique) Soit r > 0. Deux applications C”
f:X = Xetg:Y — Y sont topologiquement conjuguées lorsqu’il existe un

homéomorphisme h : X —Y tel que f =h"logoh.
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Lorsque h est un C™ difféomorphisme (m < r), on parle de conjugaison lisse.
Parfois, on peut seulement trouver h : X — Y continue surjective telle que ho f =
g o h. On parle alors de semi-conjugaison.

Nous pouvons désormais définir la stabilité structurelle d’'un systéme dynamique.

Définition 2.7 (Stabilité structurelle) Une application f de C" est C™ struc-
turellement stable (1 < m < r < o0) s’ existe un voisinage U de f pour la C™
topologie telle que toute application g € U est topologiquement conjuguée a f.

Si de plus on peut choisir h = h, dans la conjugaison de f et g tel que hy, et h;l
convergent uniformément vers l'identité lorsque g converge vers f pour la topologie

C™, alors on dit que f est C"™ fortement structurellement stable.

2.5 Point d’équilibre

Définition 2.8 Cas continu : On appelle point d’équilibre, point critique ou point
singulier du systéme différentiel non linéaire & = F(x), x € R", le point xy € R"

tel que F(zo) = 0.

Définition 2.9 Cas discret : On dit que x* € D est un point fixe de F' si

Définition 2.10 On dit que x* est un point périodique sin > 1, tel que F"(x*) =

x*. La période d’un point périodique x* est le plus petit entier n > 1 tel que:
Fn(x*) — .ZU*,

Uensemble {xo,z1,...,xp_1} forme une orbite périodique d’ordre p ou un cycle

d’ordre p, st
F(z;) =241 pour i =0,1,2,...,p—2 et F(z,—1) = .

Autrement dit, chaque point d’une orbite périodique d’ordre p est un point fixe pour

FP: FP(z;) = x; pouri = 0,1,2,....,p— 1 et n’est pas un point five pour F* si k < p.
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2.6 Fonction définie positive ou négative

Définition 2.11 Soit V : B, — R une fonction continue ot B, la boule unité
ouverte de rayon p de R".

V' est dite défnie positive si :

1) V(0) =0 et

2) V(x) > 0 pour tout x # 0 de B,.

Définition 2.12 V est dite défnie négative si —V est défnie positive.

2.6.1 Fonction semi-définie positive ou semi-définie négative

Définition 2.13 V est dite semi-défnie positive si :
1) V(0) =0 et
2) V(z) > 0 pour tout x € B, pour un p > 0.

Définition 2.14 V est dite semi-défnie négative si —V est semi-défnie positive.

2.7 Flot d’une équation différentielle
Définition 2.15 Soit systeme non linéaire
i = ()
et le probleme a valeurs initiales
T = f(x),z(0) = xg

avec v € R", E un sous ensemble ouvert de R" et f € C'(E). Pour zy € E et ¢(t,x0)

la solution de probléeme a valeurs initiales, [’ensemble des applications ¢y défini par

¢1(x0) = ¢(t, 20)

est appelé le flot du systeme différentiel.
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2.8 Espace des phases

L’espace des phases (ou espace d’états) est un espace abstrait dont les coordon-

nées sont les variables dynamiques du systéme étudié.

Théoréme 2.1 (Brouwer) Soit F' une application continue de B" dans lui-méme
ol
Br = {z € R"/||z|| < 1}, alors Iéquation F(x) = x admet une solution dans B"

c’est-a-dire F' admet un point fize.

Théoréme 2.2 (Contraction de Banach) Soit F' une application continue de

B2 dans lui-méme, on suppose que:
[F(z1) = F(@2)]| < Azt — a2,

pour tout vecteur z;; € B? et un certain A € (0,1). Alors il existe un point five
unique x* € B2. De plus on a:

lim F"(z) =2, Va2 B2

n—o0

2.9 Section de Poincaré

La section de Poincaré est un outil mathématique simple permettant de transfor-
mer un systéme dynamique continu en un systéme dynamique discret. Cette transfor-
mation s’opére via une réduction d’une unité de l'ordre du systéme. Soit un systéme
dynamique continu, décrit dans un espace d’état de dimension n et une surface de
dimension (n — 1) définie dans cet espace. L’application de Poincaré est le systéme
dynamique en temps discret dont la suite des itérés correspond aux coordonnées des
points d’intersection successifs de la trajectoire avec cette surface.

L’ensemble des points d’intersections, situés sur la surface représente la section de
Poincaré. Dans un espace euclidien, le plan de la section doit étre choisi de maniére
a garantir ’existence d’intersections avec la trajectoire ¢ et de telle sorte que celle-ci

le traverse alternativement dans un sens puis dans ’autre.
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FIGURE 2.1 — La section de Poincaré.

2.9.1 Stabilité des systémes linéaires

% Cas continu
Le cas linéaire se définit par la situation particuliére ot F' est un endomorphisme

de R™ d’ou
dx(t)
dt

ou A est une matrice a coefficients constants appartenant a R™*".

= Az(t) (2.5)

L’origine est toujours un point d’équilibre de (2.5) (mais il peut y en avoir

d’autres : tout élément de ker A est un point d’équilibre).

— L’origine est un point d’équilibre asymptotiquement stable de (2.5) si et seule-
ment si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement néga-
tive.

— Si A a au moins une valeur propre de partie réelle strictement positive, alors

l'origine n’est pas un point d’équilibre stable de (2.5).
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% Cas discret Soit le systéme linéaire

ou A est une matrice a coefficients constants appartenant a R™*".
— L’origine est un point fixe asymptotiquement stable de (2.6) si et seulement si
toutes les valeurs propres de A sont inférieur strictement 1 avec valeur absolue
A < 1.
— Si A a au moins une valeur propre de partie superieur strictement 1 avec valeur

absolue, alors I'origine n’est pas un point fixe stable de (2.6) |A| > 1.

2.9.2 Point limite

Définition 2.16 Pour tout point x, on note w(x) (ensemble w-limite de z) ’en-
semble des points d’accumulation de (f"(x)),>0 et a(x) (ensemble a-limite de x )’ensemble
des points d’accumulation de (f"(x))n<o. On définit alors [’ensemble w-limite L™ (f) =

U,ex w(z), ensemble a-limite L™(f) = U,cx @(z) et I'ensemble limite L(f) =
LT(f)UL=(f).

Un point de w(z) est un point dont 'orbite issue de z visite le voisinage une infinité

de fois. On a les propriétés suivantes :

RT(f) C LT(f) et B~(f) C L™(f)
FILT() =L (f) et f(L7(f)) = L7(f)

2.9.3 Attracteur et Bassin d’attraction

Les définitions suivantes précisent les notions intuitives d’attracteur et de bassin

d’attraction.

Définition 2.17 (Attracteur) Une partie compacte A C X est un attracteur pour
f s’il existe un voisinage V de A et un entier N € N tel que fN(V) C V et

A= ﬂneN fn(v)

Définition 2.18 (Bassin d’attraction) Soit A un attracteur. Le bassin d’attrac-

tion de A, noté B(A), est ’ensemble des points x € X tels que w(x) C A.
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Chapitre 3

Systémes dynamiques non linéaires

3.1 Systémes autonomes et non autonomes

— On dit que le systéme différeniel est autonome, si sa loi d’évolution ne dépend
pas du temps (la loi est alors dite stationnaire) ;

dx(t)
dt

= F(z(t)), (3.1)

— On dit que le systéme différeniel est non autonome ; sa loi d’évolution dépend

alors du temps.

= F(x(t),1), (3.2)

3.2 Systémes conservatifs et dissipatifs

Chez les physiciens, un systéme conservatif est un systéme qui conserve ’énergie
totale, par contre un systéme dissipatif est un systéme qui dissipe de I’énergie. Donc
le premier posséde une intégrale premiére (ou constante) du mouvement, et 'autre

posséde au moins un terme dépendant de la vitesse.

Définition 3.1 Soit (I', F,dr) un systeme dynamique. Pour Q C ' une région de
lespace de phase, on définit ¢ro(Q) = {pro(z),z € Q} le flot de cette région.

— Le systeme dynamique est dit conservatif, s’il conserve les volumes d’espace de
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phase :

vQ CI,vt >0, / dT:/dT

?¢,0(92) Q
— Le systéme dynamique est dit dissipatif, s’il contracte les volumes d’espace de
phase :

VQ C IVt >s >0, / dr < / dr
b1,0() $5,0(2)

3.3 Etude de la stabilité du point fixe

Soient F un ensemble et A C F,

On dit que A est invariant par F'si FI(A) C A.

On dit que A est un attractif (ou attracteur) si A compact fermé et invariant par
F'; et §’il existe un voisinage V' de A tel que pour xy € V, 'orbite de xg est une
suite qui converge vers A. Le voisinage V est appelé le bassin d’attraction

de A et on a:

A= ﬁ F*(V).

On dit que A est instable (ou répulsif) s’il existe un voisinage V' de A tel que
pour tout zo € V, Porbite de zq s’éloigne de A (ou de maniére équivalente: si

A est un attracteur pour F1).

On dit que A est un attracteur étrange si l'orbite de z est dense dans A, Vx € A

et est sensible aux conditions initiales.

L’attracteur le plus simple est le point fixe, il peut étre attractif ou répulsif.

3.3.1 stable au sens de Lyapunov

Soit le systéme dynamique & temps continu :

40 = Fla(t)
3.3
{ " (5.3

=125 Condition initiales,

ou F une application de R"™ dans R" , et x € R"™.
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Et soit le systéme dynamique & temps discret :

Tp1 = F(z
Ty, = xo  Condition initiales,

ou F une application de R™ dans R" , et x € R™.

Définition 3.2 Le sytéme dynamique (3.3) est dit stable au sens de Lyapu-
nov par rapport au point d’équilibre x* si suffisament proches du point fize pour la

condition initiales z(ty), et nous écrivons:
Ve > 0,30 > 0: [|z(ty) — 2| < I = [|F(t,tg,x(t)) — ™| <&,V > 1.

En dimension un, F': R — R c’est la pente m = F'(z*) de la tangente au point fize

x* qui détermine le type de point d’équilibre.

Définition 3.3 Le sytéme dynamique (3.4) est dit stable au sens de Lyapunov
par rapport au point fire x* si suffisament proches du point fize pour la condition

initiales x(ko), et nous écrivons:
Ve > 0,30 > 0: ||x(ko) — x| < 0 = || F(k, ko, x(ko)) — 2*|| < e,Vk > k.

En dimension un, F': R — R c’est la pente m = F'(x*) de la tangente au point fize

x* qui détermine le type de point fize.

3.3.2 Point attractif
Définition 3.4 Le point d’équilibre x* du systéme (3.3) est attractif si:

Vto € R;3do(to), tel que |z(to) — 27| < do(to) = Jm E(t,to, z(to)) = 7,
lorsque do(ty) = +00; on dit que le point d’équilibre x* est globalement attractif.
Définition 3.5 Le point fivze x* du systéme (3.4) est attractif si:

Vko € N;30(ko), tel que [[z(ko) — 27| < do(ko) = kggloo F(k, ko, x(ko)) = a,
lorsque do(ko) = 400 ; on dit que le point fize x* est globalement attractif.

Définition 3.6 Le point five x* est dit asymptotiquement (respectivement globale-
ment asymptotiquement) stable lorsqu’il est a la fois stable au sen de Lyapunov et

attractif (respectivement globalement asymptotiquement).

29



Dr Kamel Djeddi Chapitre 3 — Systémes dynamiques non linéaires

3.3.3 Méthode de linéarisation

Soit le systéme dynamique non linéaire

T = F(a(t),

x(to) = (0), Condition initiales.

La linéarisation au tour du point d’équilibre x* revient a poser :
xr=az"+x.

Alors
T ="+ oz.
On obtient donc :
T+ 01 = F(2* 4 0%).

Par le développement de Taylor du premier ordre de F(z), on obtient
F(z* 4+ 0&) = F(a*) + F'(z*)(x — 2¥).

D’ou
0t = DF(z")0x, 6x(0) = dxg

DF(x) représente la matrice jacobienne de F'(z) par rapport a x , tel que

oF 0Fy 0Fy
ox1 drs " Oxn
ofy  Ofh Sk
DF() — ox1 dxo Oxn
6& 5& 6Fn1
ox1 dxo o 0xn

3.3.4 Meéthode de Lyapunov
Méthode indirecte de Lyapunov

La méthode indirecte, aussi appelée premiére méthode de Lyapunov, considre &
linéairiser le systéme dynamique autour d’un point fixe z* et & tester la stabilité du

systéme.

30



Dr Kamel Djeddi Chapitre 3 — Systémes dynamiques non linéaires

Théoréme 3.1 Soit le systéme non lénaire (3.3), et soient A\;, i = 0,1,...,n, les
valeur propres de la matrice jacobienne de F(.) au point d’équilibre x* du systéme

(3.3) est:

1. Asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres de la

matrice jacobienne sont de partie réelle strictement négative.

2. Instable (ou répulsif) si la matrice jacobienne admet au moins une valeur

propre au moins une valeur propre de partie réelle strictement positive

3. On ne peut pas conclure la stabilté locale du point fixe si certaines valeurs

propres de la matrice jacobienne sont nuls

Théoréme 3.2 Soit le systéme non lénaire (3.4), et soient A\;, i = 0,1,...,n, les
valeur propres de la matrice jacobienne de F(.) au point fize x* du systéme (3.4)

est:
1. Asymptotiquement stable si Vi € {0,1,...,n}, tel que | N;]| < 1.

2. Instable (ou répulsif) si la matrice A admet au moins une valeur propre de

module strictement supérieur a Uunité. i € {0,1,...,n}, tel que || \;|| > 1.

3. On ne peut pas conclure la stabilté locale du point fixe si certaines valeurs
propres de la matrice A sont sur le cercle du rayon de l'unité et les autres a

Uintérieur.

Méthode directe de Lyapunov

Dans la méthode directe de Lyapunov, on cherche une fonction scalaire (de type
énergétique), que admet une différence négative. Cette fonction est appelée fonction

de Lyapunov.

Définition 3.7 Soit le systeme (3.3), la fonction de Lyapunov est une fonction

scalaire V : R™ — R, continue en x(t), tel que:
1. V(0) =0,
2. V(z(t)) >0, Vx(t) #0,
3. V(x(t)) = +oo si||z(t)] — +oo.
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Exemple 3.1 Soit le systéme différentiel

{ T = —ZL‘S . y2
y=zy -y’
Nous étudions la stabilité en point d’équilibre (0,0) avec une fonction de Lyapunov,

supposons V (z,y) = ax?® + by? o a > 0,b > 0,

alors

V(z,y) = 2axi + 2byy
V(:L‘, y) = 2ax(—x3 - yz) + 2byxy — o°

donc

V(z,y) = —2az — 2axy® + 2bay® — 2by™.

On pose a = b =1 alors
V(z,y) = —22" — 29" = —2(a* +y*)

Vi(z,y) =2 +y* > 0,¥(z,y) # (0,0)
V(0,0) =0
— .
V(r,y) = =2(a" +y*) < 0,¥(z,y) =# (0,0)
lim”(x,y)”ﬁ_koo V(I, y) = +00.

\

Alors (0,0) est asymptotiquement stable.

Théoréme 3.3 Le principe de la deuziéme méthode de Lyapunov consiste a rempla-
cer létude de convergence de x(t) vers z* = 0, c’est-a-dire le point d’équilibre x* = 0

est asymptotiquement stable s’il existe une fonction de Lyapunov V : R™ — R, telle

que:
V(x(t) <0, Va(t) #0. (3.6)
C’est-a-dire la fonction de Lyapunov est strictement décroissante ou V (x(t)) = 8V

. dz
etﬁ—dt.

Remarque 3.1 Si le point d’équilibre x* # 0, on s’y ramene par un changement de

variable du type ©'(t) = x(t) — z*.

Définition 3.8 Soit le systeme (3.4), la fonction de Lyapunov est une fonction

scalaire V : R™ — R, continue en xy, tel que:

32



Dr Kamel Djeddi Chapitre 3 — Systémes dynamiques non linéaires

~
<

(0) =0,
2. V(.’ﬂk) > 0, Vi 7é 0,

3. V(xy) — +00 si ||zg]| — +oo.

Théoréme 3.4 Le principe de la deuxiéme méthode de Lyapunov consiste a rem-
placer ’étude de convergence de xjy vers x* = 0, c’est-a-dire le point fize x* = 0 est

asymptotiquement stable s’il existe une fonction de LyapunovV : R" — R, telle que:
AV(:L‘]H_l, :L‘k) = V(l'k+1) — V($k> < 0, VQTk 7é 0. (37)

Remarque 3.2 Si le point fize x* # 0, on s’y rameéne par un changement de va-

riable du type x| = v — x*.
Exemple 3.2 Soit le systeme différentiel de Lorenz suivant :

& =2y — =)
y=-—zz+3ir—y (3.8)

z=uxy — 3z.

En étude la stabilité de point d’équilibre (0,0,0) de ce systéme
Posons

1
V@%@Zg@£+@“Mﬁ)

V(z,y,2) = axi + Pyy + vz2

1
V(@,y,2) = 202y — ) + By(—oz + 5o — y) + y3(ay — 32)

alors

1
V(w,y,2) = 202y — 200" = Bayz + 5 fry — By* + yoyz — 327,

on pose 3 = alors

1
V(z,y,2) = 20y — 2ax” + éﬁxy — By* — 3522,

1

on pose =~ =2 et a =3 alors

V(z,y, 2) = —2® + 2xy — 2% — 62°

V(l’,y, Z) = —(ZE - y)2 - y2 - 622
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donc

V(m,y, 2) = —[(x —y)? +3* +62% <0 si (z,9,2) # (0,0,0)

La fonction de Lyapunov est

1
—x? + 2% + 227)

Vie2) = 505

2
V' est satisfaite les conditions de définition (3.7) alors le point d’équilibre (0,0,0)

est asymptotiquement stable.

3.3.5 Stabilité des points périodiques

Comme les points périodiques sont des points fixes de F?, alors:

Théoréme 3.5 Soit x le point périodique d’un cycle d’ordre p: Si les valeurs propres
de la matrice DFP(x) sont des modules strictement inférieurs a ['unité, le cycle est
stable ; si la matrice DFP(z) admet au moins une valeur propre de module stricte-

ment supérieur a 'unité, le cycle est instable.

En dimension un, F': R — R, est m, = F?(z*) alors:

Théoréme 3.6 Cas discret :Pour F': R — R le cycle {x¢, x1,...,2p_1 }:
1. Stable (ou attractif) si: |m,| < 1.
2. Instable (ou répulsif) si: |m,| > 1.
3. Indiférent si: |m,| = 1.
4. Super stable (ou super attractif) si: |m,| = 0.

m, s appelle le multiplicateur de F du cycle {xg, 21, ...,xp 1} etm, = [[ =" F'(z;),

OQZF’:E

dr’

3.4 Nature des points fixes et cycles

Pour caractériser la nature des points fixes et les cycles nous supposons que:
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a) Si la dimension de systéme (3.2) est égal a un, le multiplicateur d’un point fixe
x* est m = F'(z*) on F' = o et le multiplicateur d’'un cycle d’ordre p,
{0, 21, .y xp 1} est my, = [[.25 F'().

Un point fixe ou un cycle est dit stable (ou attractif) si |[m| < 1 (Jm,| < 1

respectivement), et instable (ou répulsif) si [m| > 1 (|m,| > 1 respectivement).

b) Sila dimension de systéme (3.2) supérieur un, les multiplicateurs d’un point fixe
x* ou d’un cycle d’ordre p sont les valeurs propres de la matrice Jacobienne
de F(z*) ou de FP(x;).

Lorsque la dimension de systéme (2) est égal a deux, il existe deux valeurs propres
A1 et Ag alors la nature de point fixe ou cycle donnée comme suivante:

Cas continu
1) Col: Si A\; et Ay sont réels: A\; < 0 < Ag.
Un col est un point instable:
2) Noeud: Si A\; et Ay sont réels
a- stable si Ay < Ay <0,
b- instable si 0 < Ay < As.
3) Foyer: Si \; et Ay sont complexes conjuguées et \; o = a+if, B # 0,

a

stable si @ < 0,
b- instable si a > 0,

c- centre si o = 0.

Cas discret
1) Col: Si A\; et Ay sont réels: |\| < 1et [Ag] > 1.
Un col est un point instable:
a- de type 1si Ay > 0et Ay >0,
b- de type 2 si A\ <0,
c- de type 3si Ay <0 et Ay <O0.
2) Noeud: Si A\; et Ay sont réels

a- stablesi |\ < 1,1=1,2,
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b- instable si |\;| > 1,7 =1,2.

3) Foyer: Si A et Ay sont complexes conjuguées et r = |\;|, i = 1,2,

a- stable sir < 1,

b- instable si r > 1.

Noeud dégénéré stable

foyer stable

det A

A=0: det A= i (Tr A)?

|

foyer instable

Noeud dégénéré instable

Origine

®

centre

Noeud stable

Noeud instabIeTr A

4

il

ligne de points fixes stables

Col

4

Ligne de points fixes instables

FIGURE 3.1 — Classification des portraits de phases dans le plan (det A, Tr A) .

3.5 Exposants de Lyapunov

En régime chaotique, la distance entre deux trajectoires initialement proches tend

a augmenter a une vitesse exponentielle, puis a se stabiliser lorsque la distance atteint

une valeur limite de 'ordre du diameétre de l'attracteur. tant donné une précision

sur les mesures, le temps que mettent deux conditions initiales dont la distance a

I'origine est de l'ordre de cette précision constitue ’horizon prédictif du systéme.

Les exposants dits de Lyapunov permettent de mesurer ce taux de divergence.

La mesure du plus grand exposant de Lyapunov nécessite d’itérer la dynamique du

modeéle pour deux conditions initiales trés proches, et de mesurer au bout d’un temps

fini la distance entre ces deux trajectoires. Pour que ce calcul soit valable, il faut
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bien stir que ces deux conditions initiales soient situées a proximité de 'attracteur.

Une erreur ¢y > 0 sur la condition initiale va évoluer exponentiellement et 1’erreur,
a un instant ¢, aura 'expression suivante : |¢(t)| = ege*. On peut calculer la valeur
de A, appelé exposant de Lyapunov, grace aux méthodes développees par Alexandre

Lyapunov.

3.5.1 Exposant de Lyapunov pour un systéme de dimension

égale a un

Soit un systéme dynamique de dimension égal un. donné par une application

discréte f: R — R telle que
Tt1 = f(l'k), k= 0, 1, 2, (39)

Soit xy une condition initiale zo, un accroissement dzg, (avec dxy — 0) afin d’obtenir

une seconde initiale proche xj, telle que:
Ty = xo + 0xp.
On utilise les deux premiers termes d'un développement en séries de Taylor on a;
f(xo) = f(zo + dmo) = f(0) + f'(20)-60. (3.10)
En remplagant dans (3.10) on obtient
dx1 = f'(x).0x tel que dxy = 2| — 21, (3.11)

ou x1 = f(xg) et } = f(xp). Nous prenons a nouveau l'image par f des deux

membres de (3.11) on obtient

F@h) = flf (o + 0xo)] = f1f (wo)] + F'[f (0)]-00, (3.12)

donc
F(@h) = f2 (o) + f'[f (wo)].0o, (3.13)

donc le premier itéré de f sur zf, il vient

f(@y) = f(21) + f'(z1).021. (3.14)
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En introduisant (3.10) dans (3.14), nous obtenons 1'équation suivante:

f(@y) = f(z1) + f'(21).f (20).00. (3.15)
On suppose ainsi
dxo = f'(x1).f'(xg).00, (3.16)
alors I’équation (3.15) est équivalent I’équation suivante

f(@)) = f(21) + 02, (3.17)

Nous généralisons ’équation (3.16) a une étape d’itération quelconque k en écrivant

dxp, = ( ﬁ f’(wm)) 0Tg. (3.18)

En supposant |dzy| &~ (7)*|0x0|, I'évolution est obtenue par un taux effectif v par

pas d’itération, qui est donné par 1’équation (3.18) avec 1'équation ( 3.19 ).

1 m=k—1 %
) 0xg \ * ) ,
kEI-Poo (|5_xo ) N kEE-noo ( H f (xm)]> ' (3.19)

m=0

Apreés logarithme de 1'équation ( 3.19 ), nous obtenons l'exposant de de Lyapunov,

m=k—1
A=log(r) = lim 2 > Toa(|f(x), (3.20)

1=0

1m:k—1
A=log(y) = lim > log(|f'(z:)])- (3.21)

1=0

Pour )\ < 0 la trajectoire de I’évolution du systéme peut tendre vers un point
fixe, avoir un comportement périodique (ou quasi-périodique).
Pour X\ > 0 le systéeme est chaotique.

Pour X\ — oo le systéme devient aléatoire.

3.5.2 Exposants de Lyapunov pour un systéme de dimension

supérieure strictement a un

Soit le systéme dynamique de dimension n défini par:

=F k=0,1,2, ...
{$k+1 ($k)7 5 Ly 4y (322)

o est la condition initiale,
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ou F' une application de R™ dans R". Pour le calcul des exposants de Lyapunov,
la méthode est la suivante. On remarque la trajectoire du point initial g et celui
de un point trés proche, xy + € (xg et xg + €o sont des vecteurs d’espace d’état).
L’évolution du systéme est décrite par 'application F'. D’abord, la distance entre
les deux points est déterminée par la norme de £¢. Aprés itération, la distance entre

les deux points de trajectoires est donnée comme suivante:
lex]l = [[F(zo + €0) — F(wo)[| = || (o)eol], (3.23)

ot J(z) est la matrice jacobienne de F' évaluée en x.
Aprés généraliser I’équation (3.23) une étape d’itération quelconque k, nous écri-

vons
lexll ~ HJ(:Ck 1) (h—2)...J (xo)e0l|

el (3.24)
~ || J (@) lleoll;
=0

ou [TZh " J(w:) = J(wh1) T (2h_2)...J ().

On définit alors les n exposants de Lyapunov avec la limite suivante:

k—l>+oo 501—>0 k 08 (||50” k_lH_oo 501_>Oz k ||6Z 1” (3 5)

Puisque I'application F' n’est pas connue, la procédure de calculer les exposants de
Lyapunov sera composé a estimer les matrices jacobiennes & partir des données. Ce
n’est pas possible pour des problémes d’instabilité numérique et une autre procé-
dure doit étre appliquée. Wolf et al. [1985] ainsi que Eckmann et Ruelle [1985] ont

présentés des algorithmes performants pour les séries temporelles.

3.5.3 Meéthode de Wolf

Soit un systéme dynamique discret de dimension n défini par (3.22).

On définit la suite de vecteurs:
vi(k+1) = J(k)vi(k), k=0,1,2,... n. (3.26)

ou J(k) est la Jacobienne de F' au point xy.
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Alors aprés n itération le systéme (3.26) devient:
vilk +1) = J(k)J(k — 1)...J(0)v;(0), k=0,1,2,....n (3.27)

dans le systéme (3.26), la longueur du premier axe principal augmente comme e(Ak),
la zone définie par les deux premiers axes principaux augmente comme e((A;+A2)k),
le volume défini par les trois premiers axes principaux augmente comme e((A; + Az +

A3)k)... ect, et immédiatement:

1
A~ lim —1og(”“1H.”“2”... v ] ) (3.28)
looll [loall ™ [lox—1]]

Pour k = 0, les vecteurs v;, i = 1,2, ..., n sont définis par:

v = (1,0,0,0, ..., 0)
vy = (0,1,0,0,...,0)

v, = (0,0,1,0,...,0).

Pour éviter la divergence, a chaque itération les vecteurs v;(k), vo(k), ..., v, (k) seront
orthonormés par le procédé de Gram-Schmidt.

Alors, le i-éme approximation de ’exposant de Lyapunov est défini en application
du taux de croissance du i-éme axe principal v; par la formule:

1wl
)‘i ~ | —1 s
Notoo N8 ]

ott i=1,2..n. (3.29)

En conséquence, ils peuvent, en temps fini, étre supérieurs en valeur absolue & leur
valeur en temps infini qui est utilisée habituellement et qui est obtenu avec la mé-
thode de alan Wolf.

Remarque 3.3 Pour un systéme non chaotique, les exposants de Lyapunov sont
tous inférieurs ou égaux a zéro et leur somme est négative. Un attracteur étrange
possédera toujours au moins trois exposants de Lyapunov, existe au moins un expo-

sant positif.
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Chapitre 4

Systémes dynamiques chaotiques

4.1 Deéfinition mathématique du chaos

Il existe plusieurs définitions possibles du chaos, allant de la théorie ergodique, a
I’approche topologique. Nous choisirons cette derniére car elle a le mérite de mettre
en exergue trois concepts véritablement clés dans un comportement chaotique : im-

prédictibilité, irréductibilité et un élément de régularité.

L’évolution de systéme dynamique est imprédictible en ce sens qu’elle est sensible
aux conditions initiales. Il est en particulier clair que la moindre erreur ou simple
imprécision sur la condition initiale interdit de décider & tout temps quelle sera la
trajectoire effectivement suivie et, en conséquence, de faire une prédiction autre que
statistique sur le devenir a long terme du systéme. Ainsi, bien que 'on traite de sys-
téemes déterministes, il est impossible de prévoir a long terme leurs comportements
s’ils sont chaotiques. La seule maniére est d’opérer effectivement I’évolution du sys-
téme. Si cette simulation se fait numériquement, un probléme de précision sur les
conditions initiales se pose alors de petites erreurs d’arrondis dues a la précision du
type de la variable codant ces conditions initiales peuvent exponentiellement s’am-
plifier de telle sorte que la trajectoire de phases obtenue n’est pas représentative de
la réalité.

Exemple
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Soit le systéme dynamique suivant :

dz
% = f(l’,t)
I(to) = 29

(4.1)

ou z € R", est le variable d’état, et f une application a deux variables z et ¢, et

soit ¢(xo) la solution de I’équation (2.1) qui passe par xy quand t = t.

4.1.1 Point limite positif

Définition 4.1 Un point y € R"™ et dit appartenant au point limite positif d’un
point x € R™, si pour tout voisinage U de y on a,pi(xo), tend vers U quand t tend

vers linfini.

4.1.2 Ensemble limite positif

Définition 4.2 L’ensemble L(z) de tous les points limites positifs de x est appelé :
l’ensemble limite positif de x.

Une autre définition de L(x) est donnée par :

L(z) ={y € R",Ve > 0,Vty € Ry, 3t > ty, tel que |f(x,t) —y| < e} (4.2)

4.1.3 Ensemble limite attractif

Définition 4.3 Un ensemble limite L est dit attractif, s’il existe un voisinage ouvert

U de L tel que : L(x) = L, pour tous x € U.

4.1.4 Bassin d’attraction

Définition 4.4 On appelle bassin d’attraction d’un ensemble A C R™, ’ensemble
défini par : B(A) = {x € R"/A tel que : L(z) C A}.
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4.1.5 Ensemble limite positif non-stable

Définition 4.5 On dit qu’un ensemble limite positif L est non stable, s’il existe au
moins une trajectoire qui n’appartient pas a L, qui est attiré par L, et il existe au

moins une trajectoire dans le voisinage L de qui n’est pas attirée par L.

4.1.6 Ensemble invariant

Définition 4.6 Un ensemble A est invariant dans R"™ sous ’action du flot ¢, si et

seulement si ¢y(x) € A : pour tout x € A.

4.1.7 Ensemble indécomposable

Définition 4.7 Un ensemble A fermé et invariant de R™ est indécomposable si :
pour tout couple de points (z,y) € A?, et pour tout € > 0, il existe une suite de
points (Tg)k—om tel que : xg = x et xy, =y, et une suite de temps (tg)k=om, tn > 1
tel que : | f(xp—1,tx) — x| < €.

Cette série de définition nous permet de donner des définitions assez claires sur le

phénomene du chaos.

Définition 4.8 L’application F : J — J posséde une sensibilité aux conditions
initiales s’il existe & > 0 tel que, pour un certain x € J et un certain voisinage
V CJ dex, il existey € V tel que || f"(z) — f™(y) ||> 9.

Avant d’entamer la notion d’irréductibilité, il est nécessaire d’introduire la notion

d’ensemble dense.

4.1.8 Ensemble dense

Définition 4.9 Supposons que X est un ensemble et Y un sous-ensemble de X.Y
est dense dans X si, pour nimporte quel élément x € X, il existe un élément y dans
le sous-ensemble Y arbitrairement proche de x, c’est-a-dire si la fermeture de Y est
égale o X Y = X. Ce qui revient & dire que Y est dense dans X si pour tout
x € X on peut trouver une séquence {y,} € Y de points {y,} € Y qui convergent
vers x. Pour exemple, [’ensemble des nombres rationnels et [’ensemble des nombres

1rrationnels sont denses dans l'ensemble des nombres réels.
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o Lirréductibilité empéche le systeme chaotique d’étre décomposé en sous-systémes
(sous-ensembles ouverts invariants) qui n’interagissent pas sous l'application. Cette
propriété s’appelle la transitivité topologique. Autrement dit, une application transi-
tive topologiquement posséde des points qui €voluent d’un petit voisinage arbitraire

vers n’importe quel autre.

e Notons qu’une application possédant une orbite dense est transitive topologique-

ment et que l'inverse est également vrai.

Définition 4.10 L’application f : J — J est dite transitive topologiquement si
pour toute paire d’ensembles ouverts U,V C J, il existe k > 0 tel que f*(U)NV # 0.

o Contrairement aux comportements purement aléatoires, les systemes chaotiques
possédent une certaine réqularité qui se traduit par le fait que les points périodiques
sont denses. La densité des points périodiques exprime ['infinité des comportements
dynamiques que prodigue le chaos. Nous sommes maintenant prés pour donner une

définition, ou plutot une caractérisation du chaos :

Définition 4.11 Soit un ensemble V', 'application f : J — J est dite chaotique
sur V' si

1. f possede une sensibilité aux conditions initiales,

2. f est topologiquement transitive,

3. les points périodiques sont denses dans V.

o (ette définition est certainement la plus intéressante car les concepts sur les-
quels elle repose sont facilement observables. De plus, elle s’applique a un trés grand
nombre de systémes dynamiques chaotiques et dans certains cas elle est méme faci-

lement vérifiable.

En générale il n’y a pas de définition rigoureuse du chaos, car ce phénomene est plus

une notion philosophique qu’une notion scientifique. On peut observer le phénoméne
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du chaos dans plusieurs domaines, mais comment le formaliser ?. La réponse est
- - . N ;] - ] . . . , ~ -
négative car jusqu’a U'heure actuelle, il n’existe pas une théorie générale qui donne
une explication ou une caractérisation finale de ce phénomene. Tout ce qu’il est pos-
sible de dire est qu’il existe plusieurs critéres physiques qui permettent de confirmer

qu’un systéeme est chaotique. Notons qu’il existe quelques définitions du chaos, mais

elles restent restrictives, la plus efficace du point de vue pratique est celle donnée
dans 66 : Le chaos se produit quand le comportement du systéme, n’est pas un point

d’équilibre, n’est pas périodique, n’est pas quasi-périodique.

4.1.9 Chaos

La notion de «chaos» en systémes dynamiques, contrairement a sa signification
usuelle de désordre total, se référe a une situation ou les orbites ne convergent pas
vers une orbite périodique ou quasi-périodique, et ou 1’évolution des orbites est
imprévisible a un certain point, ou leur comportement est sensible aux conditions
initiales. Les premiers exemples étudiés furent — entre autres — l'attracteur de

Lorenz, I'application logistique et ’application de Hénon.

Définition 4.12 (Orbite chaotique) L’orbite de z, {f™(x)/n > 0}, est sensible

(ou chaotique) s’il existe une constante C' > 0 telle que

Vq € (AJ(.Z'), Ve > 07 Elnbn?an > O/ d(fnl(m)’q) < €

(4.3)
A(f72(),q) < € et d(F (@), 4 () > C.

Une orbite asymptotique & une orbite périodique ou quasi-périodique n’est pas
chaotique au sens ou si f™(x) et f™(x) sont proches, alors f™"(x) et f"2"(x)
restent proches pour tout n > 0.

Une orbite sensible est également imprévisible dans la mesure ou savoir qu’un
point y de l'orbite est extrémement proche de ¢ € w(z) n’est pas suffisant pour

prédire le futur de y a une distance C' pres.

Définition 4.13 (Expansivité) Un homéomorphisme f: X — X est expansif sl

existe une constante dg > 0 telle que pour tous x,y € X, x # vy, il existe n € 7 tel

que d(f"(x), f"(y)) > do.
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Dans ’ensemble stable d’un attracteur hyperbolique non-trivial, de méme que 'on
a une forte sensibilité aux conditions initiales !, on peut montrer que I’ensemble des

points ayant une orbite chaotique a une mesure de Lebesgue totale.

Définition 4.14 (Dynamique chaotique) Un systéeme dynamique (X, f) est sen-
sible (ou a une dynamique chaotique) lorsque l’ensemble des points ayant une orbite

chaotique a une mesure de Lebesque non-nulle?.

Cependant, le chaos ainsi défini ne doit pas étre interprété comme une totale
imprédictibilité. En effet, on observe numériquement, pour certains systémes chao-
tiques, que pour toute condition initiale prise dans un certain ouvert, on obtient le

méme ensemble w-limite. Ceci conduit & la notion d’attracteur étrange.

Définition 4.15 (Attracteur étrange) Une partie compacte A de X est un at-
tracteur étrange s’il existe un ouvert U et N C U de mesure de Lebesque nulle tel

que Vx € U\N, w(x) = A et lorbite de x est chaotique.

Un exemple d’attracteur étrange est ’attracteur de Hénon. On appelle parfois
également attracteur étrange un attracteur A tel que f a une dépendance sensible
aux conditions initiales avec probabilité totale sur B(A) x B(A) (ou B(A) est le
bassin d’attraction de A.

Une derniére notion importante est celle de dynamique chaotique persistante,
qui traduit que de petites perturbations de f ont, avec une probabilité positive, une
dynamique chaotique. Cette définition a un sens lorsque par exemple f = f, est
paramétrée par a € R”, car alors on dispose de la mesure de Lebesgue sur I'espace
des paramétre «. De fagon plus restrictive, on peut demander la persistance d’une

dynamique chaotique dans un voisinage ouvert de f.

Chaos et simulations numériques Il est problématique de vouloir observer ou
méme caractériser un comportement chaotique lors d’une simulation numérique.
Comment en effet mettre en évidence un tel phénoméne malgré la précision finie

d’un ordinateur ? Celle-ci a plusieurs conséquences majeures.

1. Comme l'indique la propriété d’expansivité 77
2. Cette définition n’a de sens que lorsque X est une variété, pour que les ensembles de mesure

de Lebesgue nulle soient définis.
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Tout d’abord, les erreurs d’arrondi font que ’on n’observe que des pseudo-orbites.
Si le systéeme étudié posséde une propriéte de pistage, comme c’est le cas avec les sys-
témes uniformément hyperboliques, on a de quoi étre partiellement rassuré. Il reste
cependant des cas (par exemple le doublement de I’angle) ou les orbites quun ordi-
nateur peut pister ne sont pas des orbites typiques du systéme. De méme, lorsque les
orbites calculées sont bornées, toutes les pseudo-orbites observées sont périodiques
(méme si la période est trés longue), en raison du nombre fini de décimales que
I'on peut calculer. 11 faut donc fixer (arbitrairement) un seuil pour séparer orbites
périodiques et non-périodiques.

Un deuxiéme effet est que I'on ne peut observer que le comportement en temps
fini. Comment alors étre stirs qu’il s’agit bien du comportement stationnaire, et non
d’un régime transitoire trés long ? Il nous faut en effet fixer un seuil a partir duquel
on observe la dynamique «a l'infini». Le choix de ce seuil est crucial pour éviter des
erreurs, tout en limitant la durée des calculs.

Enfin, lorsque l'on étudie un systéme dépendant de paramétres réels, il faut
garder a l’esprit que 'on ne peut observer celui-ci que sur un ensemble de mesure
nul, 'ensemble des rationnels. C’est tout I'intérét de considérer la persistance de
la dynamique dans un voisinage ouvert, Q étant dense dans R. Ce probléme peut
cependant se ramener a celui du lien entre pseudo-orbites et vraies orbites si la famille
(fa)acr dépend continiiment de « pour la topologie de la convergence uniforme sur

X, car alors une orbite sous f,.. est une pseudo-orbite sous f, si € est assez petit.

4.2 Chaos au sens de L1 et Yorke

La premiére définition mathématique du chaos est donnée en 1975 par les ma-
thématiciens Li et Yorke. Voir [?] est donnée avec une application définie & temps

discret de dimension un comme suit:
T = fzg), z€R, k=0,1,2,.., (4.4)

ou f une application de R dans R
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4.2.1 Théoréme de Li et Yorke

Soit I C Ret f: I — I, une application continue. On suppose qu’il existe un

point a € I tel que:
b= f(a),c= f*(a),d= f(a),
d<a<b<ec,

ou

d>a>b>c.
Alors
1) Pour chaque k = 1,2, ..., il y & un point périodique de période k,

2) L’ensemble S C I ne contient pas de points périodiques qui satisfassent les

conditions suivantes:

i) Pour chaque p,q € S avec p # ¢,

limsup | f*(p) — f*(q)| >0,

k—o0
et
lim inf |f*(p) — f*(g)] = 0.
—00

ii) Pour chaque p € S et un point périodique q € I avec p # q,

limsup | f*(p) — f*(q)| > 0.

k—o0

Le cas de la dimension égale & un, le systéme dynamique (4.4) qui satisfait les
conditions ci-dessus est dit chaotique au sens de Li et Yorke.
Le théoréme peut étre généralisé par supposition que f : R — R, et que f(I) C 1.

De plus, la fonction f doit satisfaire:

F(NI#0, (4.5)

afin qu’il contienne les points a, b, ¢ et d.

48



Dr Kamel Djeddi Chapitre 4 — Systémes dynamiques chaotiques

4.3 Chaos au sens de Devaney

Soit f™ une fonction définie dans S vers S ou S C X, (X espace topologique)

satisfaite:
fm=f"Hm=12.., (4.6)

et
f° = Identiteé.

On appelé un point z* € S périodique d’une période m s’il satisfait:
¥ = f™(z*), mais 2* # fF(z*), pour 1<k <m, (4.7)

si m = 1, alors le point x* est appelé un point fixe de f.

4.3.1 Théoréme de Devaney

On dit que 'application f : S — S est de comportement chaotique si

i) L’application f est sensible aux conditions initiales, c’est-a-dire Vo € S et au

voisinage de x dans S, il existe un d > 0 tel que:

S () = [ ()] >0, (4.8)

pour y € S et pour m > 0.

ii) L’application f est topologiquement transitive, c’est-a-dire pour toute paire de

sous-ensembles ouverts U,V C S, il existe un nombre entier m > 0 tel que:
m™u)ynv £40Q. (4.9)

iii) Les points périodiques de I'application f sont denses dans S.

4.3.2 Exemples de systémes chaotiques au sens de Devaney

Notation 1 L’opération mod (modulo) est une relation binaire qui associe a deux
valeurs naturels le reste de la division euclidienne du premier par le second, le reste

de la division de a par n (n # 0) est noté a mod n.
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Exemple 4.1 .(Le doublement de l’angle). L’itérations de doublement de l’angle

est donnée avec l'opération modulo. Voir [?], comme suivante:

f:0,1[—[0,1]
x +— 2x(mod 1).

Le comportement de I'application de doublement de I’angle est chaotique au sens de
Devaney.
Les Figures de 'application doublement de I'angle, et des exemples d’itérations

d’application, sont données dans la Figure 4.1.

1.0 T T T T 1.0

o8t ] ogl

0.6 ] 06l

0.4r 1 0.4r

. . . . n n . I
0'%.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0'%.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.0,

0.8

0.6

0.4r

0.2r

0'%.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 4.1 — La fonction de doublement de ’angle.
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Exemple 4.2 .(Application tente). L’application tente. Voir [?] est définie sur
0,1] par:
T(x):{ 2z, st x€[0,3]
21 —x), si zel3,1].
Le systéme dynamique de I'application tente est un systéme chaotique au sens de
Devaney.
La courbe de I'application tente, et des exemples d’itérations du systéme dyna-

mique associé, sont données dans la Figure 4.2.

XO:O x0:0.2
1 1
0.8f 0.8f
0.6 0.6
- -
0.4f 0.4f
0.2 0.2
0 0
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
X X
X020.2001
1
08 s
ZZi I
0.6 WA
'_ = N
0.4
0.2 ﬁ
0 L L L
0 02 04 06 08 1
X

FIGURE 4.2 — La fonction tente.

Exemple 4.3 .(Le chat d’Arnold (1968)). L’application de chat d’Arnold (ar-

nold utilisait le mot cat comme abréviation de automorphismes continus du tore)
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Voir [?] est définie sur [0,1]* par:

(4.10)

Tpr1 = (T +yr) mod 1
Yk+1 = (%k + ka) mod 1.

Il est possible de montre que (4.10) est de comportement chaotique au sens de De-

vaney. Voir la Figure 4.3.

0.8f

0.6} . . . * 3

0.4f

0.2r

0'%.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 4.3 — Itérations du chat d’Arnold.

4.4 Chaos au sens de Marotto
Considérons le systéme dynamique discret de dimension égale a n défini par:
Tp = Flag), k=0,1,2, ..., (4.11)

ot x € R" et F: R™ — R™ une application continue. Soit B(x,r) la boule ouverte
de R" de centre z et de rayon r et B(x,r) est la boule fermée. Ensuite, si F est
différentiable en B(z*,r).

Notation: Nous présentons d’abord la notion de snap-back répulsif. Un snap-
back répulsif est un point fixe autour duquel se trouve une région telle que toute

trajectoire commengant & 'intérieur (méme arbitrairement proche du point fixe),
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"~

. ;
--@--T

FIGURE 4.4 — Diagramme d’un point snap-back (de retour) répulsif. Le point z* est

un snap-back répulsif.

s’éloigne d’abord du point fixe (c’est-a-dire qu’elle est repoussée par lui), mais aprés
avoir quitté la région saute sur le point fixe.

Marotto a affirmé que dans ce qui les suivantes:

Définition 4.16

(A) Soit F une application différentiable sur B(x*,r). Le point x* € R"™ est un
expansion du point fivze de F' sur B(x*,r), si F(z*) = x* et toutes les valeurs

propres de DF(y) sont supérieures a 1 en norme Yy € B(x*,r).

(B) Supposons que x* est un expansion du point fire de F sur B(xz*,r) pour un
certain v > 0. Alors, on dit que x* est snap-back répulsif de F s’il existe un
point xy € B(x*,r) avec xy # x*, tel que F™(xg) = x* et le déterminant

|DEF™(z0)| # 0 pour un entier m > 0.

4.4.1 Théoréme de Marotto 1978

Théoréme 4.1 Si F' posséde un point snap-back répulsif, alors, le systeme (4.11)

est chaotique. Voir [?]. Autrement dit, il existe

(1) Un entier positif N, tel que pour chaque entier p > N, F admet un point pério-
dique de période p.

23
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(ii) 1l existe un ensemble brouillé de F', a savoir un ensemble indénombrable S ne

contenant aucun point périodique de F', tel que
(a) F(S)cCSs.

(b) Pour chaque x,y € S avec x # vy,

lim ||F*(z) = F*(y)|| > 0.

k— 400

(c) Pour chaque x € S et n’importe quel point périodique y de F,

lim sup ||F*(z) — F*(y)| > 0.

k—+o0

(iii) Il existe un sous-ensemble indénombrable Sy, de S tel que pour chaque x,y €
SO;
lim sup ||F*(z) — F*(y)|| = 0.

k—>400

Dans le cas unidimensionnel, I'existence d’un snap-back répulsif dans F' est équiva-
lente & l'existence d’un point périodique de période 3 de F™ pour un certain entier
positif n, comme indiqué dans la Remarque 3.1 de la référence de Marotto |?].

Le théoreme de Marotto est le meilleur pour prédire et analyse de chaos discret
dans les systémes dynaniques multidimensionnels a ce jour, il existe une erreur
dans un condition du théoréme de Marotto original (Marotto 1978) donné dans

la référence [?]. comme les exemples suivantes.

Exemple 4.4 Soit p = (x,y) est un vecteur arbitraire sur un espace de dimension
égale a 2. Il est sir de trouver une carte linéaire, par lequel le vecteur p est utilisé
pour diminuer dans la norme euclidienne. Voir Figure 4.5.

Dans la Figure 4.5, on peut trouver qu’un vecteur arbitraire est réduit en norme
euclidienne par une carte linéaire dont les valeurs propres sont supérieures a 1 avec
valeurs absolues. En fait, étant donné un vecteur, nous pourrons construire un cercle
de centre Oet de rayan ||p||. Et il est facile de trouver deux vecteurs unitaires (y, (o
et l'angle entre eur comme sur la figure 4.5, p = ||OP||¢1 + ||OPs]|(2, nous pouvons
facilement choisir un vecteur q qui est au-dessus de la ligne APy et dans le cercle O.
Soient Ay = ||OQ1]|/||OP1]|| ethe = ||OQ2]|/||OP]|, ainsi, nous obtenons une carte
linéaire W = (¢F, F)diag{ )\, X2} (T, ¢F)~1. Evidemment, les deux valeurs de W
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FIGURE 4.5 — Un vecteur arbitraire réduit dans la norme euclidienne par une carte

linéaire

sont supérieures a 1, et |[W.p|l = |lql| < ||lpl|. Cela conduit au fait que toutes les
valeurs propres étant supérieures a 1 ne pouvaient pas garantir l’expansibilité d’une

carte linéaire au sens de la norme euclidienne.

Remarque 4.1 Chen et autres . donné une nouvelle norme différente de la norme
euclidienne pour garantir [’expansibilité de la carte F' au voisinage de son point fixe.

Et il a également modifié la définition du point réplisif snap-back [Chen 1998].

Sur la figure 4.6, S est un voisinage de z* au sens de la norme euclidienne et
IA(DF(x))| > 1 pour tout x € S. Sp désigne un voisinage de z* au sens de P-norme
donnée par Chen [1998], et elle dépend absolument du point fixe et de la P-norme
Si existe un point z € S, satisfaisant a la définition du point réplisif snap-back, nous
pourrions conclure que la carte non linéaire F' est chaoique au sens de Marotto.

Alors que, s'il existe un point Z € S, est itéré vers le point fixe 2* en temps fini,
nous remarquons par erreur Z comme un point réplisif snap-backr, cependant, ce
n’est pas vraiment le cas, parce que |A(DF(x))| > 1 (pour tout z € S) n’implique
pas que la carte non linéaire F' est satisfait la condition (A) de la définition 4.16 au

voisinage de S mais c’est dans le voisinage local de chaque point de S. L’exemple
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Réplisif snap-back
(deretour)

FIGURE 4.6 — Le voisinage local d’un point fixe instable z* et |A\(DF(x))| > 1.

suivant montre I'idée de construction d’une telle carte non linéaire dans des espaces

4 deux dimensions.

Exemple 4.5 Nous considérons de la transformation de deux dimensions suivante :

{ Tpy1 = f(xm yﬂ)

(4.12)
Yn+1 :g(l‘nayn)a nZO,].,....

suppospns (z*,y*) est le point fize de la transformation, c’est-a-dire x* = f(x*,y*)
et y* = g(z*,y*). On note S le voisinage de (x*,y*), et |N(DF(x))| > 1 pour tout
r €S ou F(zx) = (f,g9)r. Sur la figure 4.7, notons Cy la projection de la courbe
d’intersection entre l’espace z = x* et z = f(x,y), et on note Cy la projection de la
courbe d’intersection entre l'espace z = y* et z = g(x,y). Evidemment, l'intersection
de ces deuz projections Cy et Cy est le point fize (x*,y*). S’il existe autre point
d’intersection Z sur Cy et Cy au voisinage S, alors la transformation de F(x) n’est
pas satisfait la condition (A) de la définition 4.16 sur S. En fait, cela pourrait étre
accompli parce que nous pourrions définir arbitrairement et en continu la matrice

jacobienne DF(x) le long des courbes intersécantes.

(
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z
i=f(x )
Lmpyt /

i=8(%y)

§

FIGURE 4.7 — Une transformation 2-dimensionnelle non linéaire dans I’espace.

Remarque 4.2 Lin et al. [?7] a remplacé la condition (A) de Marotto par la condi-

tion suivante :

(C) Pour chaque v € B,(xy) avec la norme euclidienne ||.||o, toutes les valeurs

propres de (DF (z))TDF (z) est supérieur a 1.

Dans la prewve de référence. [?], proposition 1 de la section 2.3, pour montrer
que la condition (C) implique (B), c¢’est-a-dire que F est en expansion dans B, (o),

ils ont utilisé la formule de valeur moyenne suivante :
F(z) = F(y) = DF(y + 0(z — y))(z —y) pour x,y € By(xo),

ou 0 est une constante dans (0,1). Il est bien connu que la formule de valeur moyenne

ne satisfait pas en général pour de plusieurs variables. Un exemple simple est donné
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par F(zy,x0) = (23,23), z = (1,1)T, y = (0,0)T. Autrement, nous remarquons

que la condition (C) n’implique pas la condition (B) en général, comme le montre

l’exemple suivant.

Exemple 4.6 Considerons l’application non linéaire suivante :
F:R? — R? ,
(4.13)
F(x,y) = (e*®sin(2my) + 2, e** cos(2my) — )T
Il est clair que (zo,yo) = (2,0) est un point five de F'. Autrement, F' est contindment

différentiable sur R? et

DF(z.y) = 26 ( sin(2ry) 7 cos(27my) ) .

cos(2my) —msin(27y)
Alors

1 0
(DF(2))'DF (z) = 4e** :

0 =2
Par conséquence, toutes les valeurs propres de (DF (z))T DF (z) sont supérieures ou
égales a 4 pour tout (z,y)T € Ba(zo,yo) avec la norme ||.||o. Toutefois, en définissant
)T

('Tlayl) - (2a ]-); il est clair que (xlayl)T S §2($07?JO) et F(:L‘byl) = (x07y0 , C€ C]Ul

implique que
[ F'(x1,91) — F(20,90)[2 =0 < 1 = ||($1791)T - (xoyyo)TH%

Le théoréme de Marotto (1978) est a été corrigée récemment et une version
modifiée de ce théoréme important est donné par Shi et Chen (2004b). Voir [?],

comme suivante:

4.4.2 Une version modifiée du théoréme de Marotto

Théoréme 4.2 Voir [?].

Soit application F': R® — R" et 2* € R™ un point fixe, on suppose que:

(1) F(.) est continiment différentiable au voisinage de x* sur la boule B(z*,r), avec
le rayon r > 0, telle que toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne
DF(z*) sont strictement supérieures a 1 en valeurs absolues, ce qui implique
qu’il existe une constante positive r, telle que F est un expansion sur B(x*,r))

avec la norme ||.||, et
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(i) z* est un snap-back répulsif dans F avec F™(x¢) = x* pour un certain xy €
E(m*, r) ol xog # x*, et un certain entier positif m. De plus, F' est contindment
différentiable dans certains voisinages de xg, T, ..., Ty_1, respectivement, et le
déterminant |DF (z;)] # 0 pour 0 < j <m —1, ot z; = F(x;_1), 0 < j <

m — 1.

Si les conditions (i) et (ii) sont satisfaites alors Uapplication F' est chaotique.

A partir les Théorémes 4.1 et 4.2 ci-dessus, nous pouvons facilement conclure que le
résultat du Théoréme de Marotto (Théoréme 4.1) est valable si toutes les hypothéses
du Théoréme 4.2 sont satisfaites. Il peut étre considéré comme une nouvelle version

modifiée du théoréme de Marotto, qui se résume comme suivante:

Théoréme 4.3 (Une version modifiée du théoréme de Marotto. Voir [?])
Soit Uapplication F : R — R™ avec un point fixe x* € R™. Si les hypotheses (i)
et (ii) dans le théoréeme 4.2 sont satisfaites, alors le résultat dans le Théoreme 4.1

est valable, c’est-a-dire que le systéme (4.11) est chaotique dans le sens suivant:

(1) Un entier positif N, tel que pour chaque entier p > N, F' admet un point pério-
dique de période p.

(ii) Il existe un ensemble brouillé de F', a savoir un ensemble indénombrable S ne

contenant aucun point périodique de F', tel que
(a) F(S)cSs.

(b) Pour chaque x,y € S avec x # vy,

lim ||F*(z) = F*(y)|| > 0.

k—+o00

(c) Pour chaque x € S et n’importe quel point périodique y de F,

lim sup ||F*(z) — F*(y)| > 0.

k— 400

(iii) 1l existe un sous-ensemble indénombrable Sy, de S tel que pour chaque
T,y € SOJ
lim _sup | F¥(x) — F*(y)]| = 0.
k—+o00
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4.5 Caractérisation du chaos temporel

Ce paragraphe est consacré a quelques outils servant & rendre quantitatives les
observations faites sur des systémes chaotiques. L’extension au cas chaotique des
notions d’instabilité et de taux de divergence conduit a la définition du spectre d’ex-
posants de Lyapunov. La description déterministe des systémes chaotiques perdant
une bonne partie de son intérét du fait de I’absence de prédictibilité a long terme,
nous en profiterons pour introduire quelques éléments de description statistique des
attracteurs étranges. Ensuite nous traiterons de la caractérisation géométrique des
attracteurs, ce qui nécessitera 'introduction de dimensions fractionnaires ou frac-

tales.

4.5.1 Sensibilité aux conditions initiales

La plupart des systémes chaotiques exhibent la sensibilité aux conditions ini-
tiales ; pour deux conditions initiales arbitraires trés voisines initialement ; les deux
trajectoires correspondantes a ces données initiales divergent exponentiellement, par

suite les deux trajectoires sont incomparables

La sensibilité aux conditions initiales est trés pratique : il y a toujours une er-
reur dans la mesure de I’état du systéme. A cause de cette erreur le comportement
macroscopique du systéme chaotique est influencé par 'accumulation des erreurs

d’arrondis cela entraine qu'un systéme chaotique est imprédictible.

Les limites de précision numérique font que une valeur de ’exposant est légérement
sous-estimée. On peut d’ailleurs constater que plus la valeur du temps est élevée,
plus la valeur estimée en régime de cycle limite se rapproche de zéro. La transition
entre un cycle et un tore fait apparaitre une petite discontinuité sur la valeur de
I’exposant, méme si I'estimation donne toujours une valeur inférieure a zéro. L’ac-
crochage marque encore une petite rupture, et la traversée de l’abscisse marque
I’entrée dans un régime chaotique. L’augmentation rapide de la valeur de I’exposant

accompagne une complexification progressive de la dynamique.
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4.5.2 Exposants de Lyapunov

En régime chaotique, la distance entre deux trajectoires initialement proches tend
a augmenter a une vitesse exponentielle, puis a se stabiliser lorsque la distance atteint
une valeur limite de 'ordre du diameétre de l'attracteur. tant donné une précision
sur les mesures, le temps que mettent deux conditions initiales dont la distance a
I'origine est de l'ordre de cette précision constitue ’horizon prédictif du systéme.

Les exposants dits de Lyapunov permettent de mesurer ce taux de divergence.

La mesure du plus grand exposant de Lyapunov nécessite d’itérer la dynamique du
modéle pour deux conditions initiales trés proches, et de mesurer au bout d’un temps
fini la distance entre ces deux trajectoires. Pour que ce calcul soit valable, il faut

bien stir que ces deux conditions initiales soient situées a proximité de 'attracteur.

Une erreur ¢y > 0 sur la condition initiale va évoluer exponentiellement et 1’erreur,
a un instant ¢, aura 'expression suivante : |¢(t)| = ege*. On peut calculer la valeur
de \, appelé exposant de Lyapunov, grace aux méthodes développees par Alexandre

Lyapunov.

4.6 Signes des exposants de Lyapunov

4.6.1 Dimension de Kaplan-Yorke (ou de Lyapunov)

La dimension de Lyapunov est au maximum égale au dimension de systéme, alors
que pour les systémes de dimension infinie la dimension de Lyapunov tend vers de
grandes valeurs. Plus la dimension sera grande, plus la complexité du chaos sera
élevée.

Supposons S; = 2521 i, et on classant les exposants de Lyapunov \; > Ay >
N W

Soit S, la somme des exposants de Lyapunov ou p < n, alors il est évident que

pour un attracteur “étrange”, et il existe un entier p = j pour S; est positive et un
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Etat Attracteur | Dimension | Exposants de Lyapunov

Point fixe Point 0 <. .< )\ <0
courbe
Périodique fermée 1 AM=0,A<...< <0
. AM=X=0
Période d’ordre 2 tore 2
A< ... <XA3<0
)\1 = ... = >\K - O

Période d’ordre K K-Tore K
/\n <..< )‘K-‘rl <0

Chaotique Non entier | A, > 0,327\ <0

1=

Hyper chaotique Non entier | Ay > 0,X9 > 0,327\ <0

TABLEAU 4.1 — Propriétés des attracteurs par le signe des exposants de Lyapunov.

entier j + 1 pour S,y est négative. L’entier j est défini par les conditions:

J j+1
=1 =1

La dimension de Kaplan-Yorke (ou dimension de Lyapunov) D, est définie par:

S, DY
Drp=j+ - =Ji+5 "1 (4.15)
Al [Ajl

Remarque 4.3 Sila somme S; ne devient pas négatif a partir du X;, la dynamique
est divergente dans l’espace d’état choist et Dy est égal a la dimension d’espace

donné.

4.6.2 Dimension de Kolmogorov (ou de capacité) )

Considérons un segment de longueur L Voir [?]. Ce segment peut étre "recou-
vert" par 2 segments de longueur L/2 ou par 4 segments de longueur L/4 ou plus
généralement par :

L
N(e)=—
(€)==
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(a) N € (b) L N €
} L | 1 L
L 1 L
I f ! 2 L2
} f i I i 4 L/4
1 8 L/8 4 L2
1 I ]
! I [}
1 1 1
I I ]
1 ! I
Etape n n L/
16 L/4
! : |
: f 1
! | I
Etape n 220 /n

FIGURE 4.8 — Recouvrement d’un segment de longueur L (a) et d’un carré de coté

L (b).

petits segments de longueur €. De méme, un carré de coté L (Voir. figure 4.8[b])

peut étre recouvert par :

petits carrés de coté e.

Dans le cas général on a :

D’ot en prenant le logarithme des deux membres, on obtient
log N
d, = Og—L(E). (4.16)
log(2)
A la limite lorsque ¢ — 0, le terme logL devient négligeable devant log(%). La
dimension de Kolmogorov ou de capacité sera définie par :
log N
d. = lim oeE) ()

LR (4.17)
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4.6.3 Dimension de corrélation

La dimension de corrélation est proposée par Grassberger et Proccacia (1983),
version probabiliste (Renyi, 1970) Voir |?] est appliquée aux ensembles de points
(attracteurs notamment). Utilisée en théorie du chaos pour estimer la dimension

fractale d’attracteurs, en définie I'intégrale de corrélation comme suivante :

1l
Cn(©) =l 7z 37 By tile = =) (418)
1,]=

Ou H(:) est la fonction de Heaviside est égal & 1 pour des arguments positifs et
égal & 0 pour des arguments négatifs. est le nombre (normalisé) de points de 'espace
de phases reconstruit appartenant a une sphére de rayon. ’algorithme de la dimen-
sion de corrélation a ’avantage d’étre calculable trés efficacement. La dimension de
corrélation découle ainsi directement de I'intégrale de corrélation et s’exprime selon

la formule :

Définition 4.17 la dimension de corrélation est alors définie par :

oo = lim 2B

lim = 15 (4.19)

4.7 Exemples des systémes chaotiques & temps continu

4.7.1 Systéme de Lorenz

Le systéme de Lorenz est généré par le systéme d’équations suivant :

&= aly — )
y=uz(b—2z)—y (4.20)
z=2xy — CZ.
Cet exemple a été publié en 1963 dans un journal météorologique. Les variables z, y
et z représentent les états du systéme a chaque instant. a, b, ¢ sont les paramétres du

systéemes. Le systéme présente un comportement chaotique pour a = 10,0 = 28,¢ =

8/3 et xy = 15, yo = 20, z5 = 30 est présente un attracteur étrange.
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Attracteur de Lorenz

50

z(t)

X(t)

FIGURE 4.9 — Attracteur de Lorenz pour a = 10,b = 28,¢ = 8/3.

4.7.2 Systéme de Rossler
Le systéme de Rossler est donné par les équations suivantes :
T=—Yy—2
y =x+ ay (421)
Z=b+ (v —¢)z,

ol a, b et ¢ sont paramétres réels, et (x,y, z) € R3.
Le systéme présente un comportement chaotique pour a = 0.2,b = 0.2,¢ = 5.7 et

o= 1,99 = 1,29 = 1 est présente un attracteur étrange.
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25

FIGURE 4.10 — Attracteur de Rossler pour a = 0.2,b = 0.2,¢ = 5.7.

4.8 Exemples des systémes chaotiques a temps dis-

cret

4.8.1 Reécurrence logistique

Une récurrence logistique est un exemple simple de suite dont la récurrence n’est
pas linéaire, utilisée par le biologiste Robert May en 1976, décrit 1’évolution de
population d’une espéce. Souvent citée comme exemple de la complexité qui peut
résulter d’une simple relation non-linéaire.

La récurrence logistique donnée comme suivante:

Trp1 = fulzr) = par(l — ), (4.22)

ou z €]0, 1] représente la population a l’année k et p est une constante de I'intervalle
[0, 4] représente un facteur de croissance de la population.

Des exemples d’évolution de ce systéme sont données aux Figures 4.11.
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XO:O.Z, u=2.82 x0=0.2‘ 1=3.05
1r 1
0.8f 0.8
0.6f 0.6
»—1 _._1
0.4F 0.4
0.2f 0.2
0 : \ 0 s ‘
0 0.2 04 0.6 0 0.2 04 0.6
X X
%,702, =355 %,702, 14=3.8282
1r 1
0.8f 0.8 ARl
0.6f 0.6
2 2
0.4F 04
0.2f 0.2
0 : : 0 ‘ ‘
0 0.2 04 0.6 0 0.2 04 0.6

FIGURE 4.11 — Ttérations de la fonction logistique.

4.8.2 Récurrence de Hénon

La récurrence de Hénon est un systéme dynamique discret de dimension 2 dont

la représentation d’état est la suivante:

=1—azx?+
Tetl R (4.93)

Yp4+1 = bxy,

pour les valeurs a = 1.4 et b = 0.3 et son bassin d’attraction.
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Henon Map
0.4

03r

0.2

15

FIGURE 4.12 — Attracteur de Hénon pour les valeurs a = 1.4, b = 0.3 et 2y = yo = 0.

4.8.3 Reécurrence de Lozi

Dans le but de simplifier 'attracteur de Hénon, René Lozi, propose le systéme

suivant:

(4.24)

Tpr1 = 1 — al|zg| + yk
Ykt1 = bxy.

L’attracteur de Lozi présentée pour a = 0.7,b = 0.5 et g = yo = 0.

4.8.4 Récurrence d’Tkeda

L’attracteur d’Ikeda est un systéme dynamique a temps discret, caractérisé par

la relation de récurrence:
Zhs1 = A+ Be!P/(alP+)+C (4.25)

Il a été proposé en 1979 par le physicien japonais Kensuke Ikeda pour décrire la
propagation de la lumiére a travers une cavité optique non linéaire.

La relation de récurrence est souvent utilisée sous la forme suivante:
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Lozi Map
0.8 ‘

0.6

0.4F

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

FIGURE 4.13 — Attracteur de Lozi pour a = 0.7,b = 0.5 et g = yo = 0.

{ Tpy1 = 1+ p(xg cos(bx) — yx sin(bx)) (4.26)

Y1 = p(ysin(Br) + yx cos(6r))

6
2,2
1+z3 +y;,

Lorsque p > 0.6, le systéme a un comportement chaotique.

ol i € R est un parametre et 6, = 0.4 —
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lkeda Map
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FIGURE 4.14 — Attracteur d’Ikeda pour p = 0.9 et 29 = yo = 0.1.

4.9 Bifurcations

Considérons une famille de systémes dynamiques dépendant d'un ou plusieurs
parameétres. Méme si pour presque toutes les valeurs des paramétres, le systéme a un
comportement transverse (par exemple structurellement stable), il peut y avoir des
valeurs particuliéres de ceux-ci ou se produit une transition entre deux différents
types d’orbites. De tels changements sont appelés bifurcations. Leur étude — qui
est une branche a part entiére de la théorie des systémes dynamiques — est fonda-
mentale pour comprendre les propriétés d’'un systéme typique car les bifurcations
montrent comment différents comportements transverses peuvent apparaitre.

Nous ne parlons ici que de quelques cas simples de bifurcations, en petite dimen-
sion. Il en existe bien str beaucoup d’autres types. Nous nous limitons de plus & des
bifurcations locales, c¢’est-a-dire pouvant étre définies seulement au voisinage d’un
point, par opposition aux bifurcations globales. Nous considérons plus particuliére-
ment le cas des bifurcations structurellement stables, définies de la maniére suivante

dans le cas de systémes discrets.
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Définition 4.18 (Bifurcation structurellement stable) Une famille {f.} de C*
difféeomorphismes définis localement a une bifurcation structurellement stable a
T = Ty St fr, nest pas localement structurellement stable et si pour toute famille
{g,} de C* difféomorphismes définis localement suffisamment C*-proche de {f,},
il existe une reparamétrisation ¢(7) de {g.} et une famille continue {h,} d’homéo-

morphismes définis localement telle que
Jo(r) = h;l o f‘r o hT

partout ou cela est défini.

4.9.1 Diagramme de bifurcations

Il existe un moyen simple de visualiser une bifurcation, appelé diagramme de
bifurcation. On trace I'ensemble w-limite L*(f.) pour les différentes valeurs du pa-
rametre €, que 'on porte sur I’axe des abscisses. Un tel diagramme peut aisément
étre tracé numériquement, en prenant pour ensemble w-limite les valeurs de f!(x)
pour n «grand» et pour un ou plusieurs = choisis aléatoirement.

Il y a cependant une différence entre un diagramme obtenu par simulations et
un diagramme théorique : les objets instables, ou de «petit» bassin d’attraction,
n’apparaissent que dans le second cas. Il n’est ainsi pas forcément simple de déter-
miner la nature d’une bifurcation en comparant son diagramme empirique avec les

diagrammes théoriques des bifurcations classiques.

4.9.2 Cas discret, dimension 1

En dimension 1, on peut classifier les bifurcations structurellement stables autour
d'un point d’équilibre p. En effet, dans ce cas, la dérivée de f,, en p doit valoir
A=+l

Commencons par le cas A = 1. La famille (f(41)-)-er, définie par
Vo €R, fon.(z)=z+2°+7 (4.27)

a une bifurcation structurellement stable en 79 = 0, avec dérivée 1, et est caracté-

ristique de cette situation.
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FIGURE 4.15 — Bifurcation de la famille f(q)-(x).

Proposition 4.1 La bifurcation de la famille (4.27) en 19 = 0 est structurellement
stable, et toute bifurcation locale structurellement stable en dimension 1 ayant lieu
en un point fize avec dérivée 1 est (topologiquement) équivalente (aprés reparamé-

trisation) a cette bifurcation.

Ainsi, pour 7 < 79, f(4+1),r posséde un point fixe stable —/—7 et un point fixe
instable /—7 ; pour T = 79, ces deux points fixes sont confondus, et I’équilibre qui
en résulte est semi-stable; enfin, dés que 7 > 79, f41)> n'a plus de point fixe (fi-
gure 4.15). Le diagramme de bifurcation correspondant est représenté a la figure 4.16.

Dans le cas o A = —1, le point fixe p est transverse et donc persistent. La
valeur de la dérivée en p en supérieure & —1 pour 7 < 7y et inférieure & —1 pour
T > Ty, le point fixe restant isolé. Cela s’accompagne de la création d’une orbite
stable de période 2, tandis que le point fixe devient instable. On parle de bifurcation

par doublement de période, dont I'exemple typique est le suivant :
fy.(x) = -T2+ 2° (4.28)

au voisinage de g = 0, 79 = 1. On montre alors une proposition similaire a la
proposition 4.1, ce qui achéve la classification dans le cas de la dimension 1. Pour
visualiser cette bifurcation, on peut tracer f(_y), (figure 4.17), mais aussi f(271)7

(figure 4.18) pour mieux comprendre les orbites de période 2. Le diagramme de

cette bifurcation est représenté figure 4.19.
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Diagramme de bifurcation de f[+1]1{x) =x+x4T

1 3 T T T T T T T

- équilibre instable

—— équilibre stable
08 : —

04+ B

02 - i -

-1 -0.8 -06 -0.4 -02 0 02 04 06 0.8 1

FIGURE 4.16 — Diagramme de bifurcation de la famille f(,1)-(z), autour de 7o = 0.

f, (=-tx+x2;71=09 = - . =- 2.1=
(*‘1),r ‘ f(fn,-:(X)‘ EXEX =1 fHM(x) X+ X fw=11
06l \
06 \
osf
04
04 ]
04|
02
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FIGURE 4.17 — Bifurcation subie par f_y)(z).
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FIGURE 4.18 — Bifurcation subie par f({l)ﬁ(x).

Diagramme de bifurcation de ft_h I{x} =—tx+x°

I I
— équilibre stable
- équilibre instable -
0.8 — pénode 2, stable e g

04r e B

02+ /z £

FIGURE 4.19 — Diagramme de bifurcation de la famille f_q),(z), autour de 7y = 1.
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FIGURE 4.20 — Bifurcation selle-noeud : espace des phases de part et d’autre de

[LQZO.

4.9.3 Bifurcation selle-nceud ou col

En dimension supérieure, les bifurcations structurellement stables se produisent
lorsqu’une valeur propre vaut 41 et les autres sont en-dehors du cercle unité.

Un exemple classique, en dimension deux ou plus, est le suivant : deux point fixes,
un noeud (point fixe attractif) et une selle (attractif dans une direction, répulsif
dans une autre) se rencontrent. Aprés bifurcation, il n’y a plus aucun point fixe
(localement). Une telle bifurcation est appelée selle-naeud?.

Le systéme différentiel suivant donne un exemple de bifurcation selle-nceud :

dt 7
i (4.29)
a Y

Il ne s’agit en fait que d’une légére modification par rapport a la bifurcation 4.27,
qui se produit sur la premiére coordonnée de ce systéme. La deuxiéme coordonnée
est 1a pour que le point fixe instable devienne une selle (il ne peut pas y avoir de
selle en dimension 1). Le diagramme de bifurcation est donc exactement le méme
que celui de la figure 4.16. L’espace des phases de part et d’autre de la bifurcation

(1 = 0) est représenté figure 4.20.

3. saddle-node en anglais

75




Dr Kamel Djeddi

Chapitre 4 — Systémes dynamiques chaotiques
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€ = €

_________

> o
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FIGURE 4.21 — Bifurcation de Hopf : orbites de part et d’autre de ¢y = 0.

4.9.4 Bifurcation de Hopf

Etude d’un exemple dans R?

dynamiques continus suivante :
dx
dt
dy

—\y + ex — ax(2? + )

= \v + ey — ay(a® +17)

Considérons ’exemple de la famille de systeémes

(4.30)

ol A et a sont des constantes strictement positives. Pour tout ¢, (0, 0) est un équilibre

du systeme, les valeurs propres de la dérivée en 0 sont p. = i\ + € et .. L’équilibre

est donc stable si € < 0 et instable si € > 0.

En coordonnées «polaires» (un peu modifiées), R = z* + y* et 6 = arctan ¥,

(4.30) devient :

P oRe—aR)

df
=

(4.31)

Ce systéme se résout explicitement (voir des exemples d’orbites figure 4.21, dans

le cas a =1, A = 2m), d’ou

— si € < 0, toutes les solutions convergent vers 1’équilibre.

— si e > 0, toutes les solutions (sauf la solution constante nulle) convergent vers

I'orbite périodique

R_€
a

0=\
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Bifurcation de Hopf
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FIGURE 4.22 — Diagramme d’une bifurcation de Hopf.

La figure 4.22 représente le diagramme de bifurcations de cette famille de sys-

témes dynamiques en ¢y = 0.

Description du phénoméne général La bifurcation décrite au paragraphe pré-
cédent est une bifurcation de Hopf. Plus généralement, considérons la famille & un
paramétre d’équations différentielles dans RY

le—f = F.(z). (4.32)
Nous faisons 'hypotheése (Hg) : Fo(0) = 0 et Do(Fy) n’a que des valeurs propres
de partie réelle strictement négative, sauf deux qui sont imaginaires pures et non-

nulles : py =i\ et g = —iA, avec A > 0. Dans un voisinage de l'origine, le systéme

peut se réecrire (aprés changement de variable), a des termes négligeables prés :

)
% = —\1; — axo(z] + z7)
% = Ao — azy(7) + 23) (4.33)
dx’

\dt = A
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Nous supposerons désormais (Hy) : a > 0.

Nous avons enfin besoin d’une derniére hypothése relative a la dépendence en
€. Dans un voisinage de 0, on peut suivre ’équilibre et les valeurs propres p., e
proches de 'axe imaginaire. On suppose (Hz) : %Reue >(0ene=0.

Sous les hypothéses (Hyp), (H;) et (Hz), la dynamique de 1’équation (4.32) pré-
sente une bifurcation de Hopf au voisinage de l'origine en € = 0 :

— pour € < 0 petit, il y a un équilibre stable.

— pour € = 0, I’équilibre reste stable mais plus faiblement.

— pour € > 0 petit, I’équilibre est instable, mais une orbite périodique quasi-

circulaire de rayon ~ y/¢/a est stable.

Cas des difféeomorphismes Un phénoméne semblable peut se produire pour des

systémes dynamiques discrets z — f.(z), € RY. On fait les hypothéses suivantes :

1. fo(0) = 0, et les valeurs propres de Dy fy ont toutes un module strictement

inférieur & 1 sauf deux, g et 1ig pour lesquelles pg = 1.
2. Pour k =1,2,3,4, uk # 1, i.e. po ¢ {1, +i, +51}.
3. (H}) et (H5) comme dans le paragraphe précédent.

La dynamique pour € proche de 0 est alors la méme que dans le cas précédent.

Un exemple de tel difféomorphisme est donné par
f(2)=A1+¢€z—az|z|?, € C (4.34)

avec |[A\| = 1, A # £1, a > 0. L’équilibre 0 est stable pour € < 0, faiblement stable

1/2 . .
/ est Invariant et

pour € = ¢y = 0, instable pour € > 0 et alors le cercle |z| = (i)

attire toutes les orbites proches de 0 sauf 1’équilibre lui-méme.
Remarquons également que si la dynamique sur la courbe invariante est proche

d’une rotation, elle ne se comporte pas toujours comme une rotation. C’est le cas

pour presque tous les parameétres, mais pas nécessairement pour tous.

Cas des orbites périodiques On se raméne en fait aux difféfomorphismes via
Iapplication de retour de Poincaré. En effet, soit I’équation différentielle % = Foy(x)
dans RY possédant une solution périodique . Considérons une section ¥ transverse

a l'orbite zy en x¢ (). Une condition initiale suffisamment proche de z((to) retourne
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sur ¥ en un temps fini, ce qui définit (dans un voisinage de xo(ty)) un difféomor-
phisme fy de 2. La méme opération pouvant étre faite pour une petite perturbation
F, de Fy, cela définit une famille f. de difféomorphismes, comme dans le paragraphe

précédent.

4.9.5 Autres bifurcations

Nous n’avons bien sir pas abordé ici toutes les bifurcations possibles, méme en
nous limitant a priori a un cadre restreint. Un exemple particuliérement intéres-
sant est celui de la bifurcation homocline, reliée a celle d’intersection homocline :
deux intersections transverses homoclines se rencontrent, forment une tangence a

cet instant, puis disparaissent.

4.9.6 Dynamique des polyndomes quadratiques

On considére la famille d’applications® P. : z — 22 + ¢ pour z € C et ¢ € C.

Cette famille de systémes dynamiques est I'une des plus simples qui, en dimension
1, peut générer un comportement chaotique. Son étude est de plus particuliérement
intéressante car on y observe des phénomeénes que 1'on retrouve dans de nombreux

autres cas.

4. Tout polyndéme complexe de degré deux est conjugué par une application affine & une appli-
cation de cette forme. C’est en particulier le cas de la famille logistique © — rz(1 — ), bien connue

en dynamique des populations.
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Chapitre 5
Exercices corrigés

Exercice 5.1

Soit le systéme différentiel

A S
{x x° — xy y(5‘1>

y=—y’ -y’ +u,
1) Linéairiser le systéme (5.1) en point d’équilibre (0,0).
2) Etudier la stabilité en (0,0).

Exercice 5.2

a) Soit I’équation différentielle
E(t) 4 52 () (t) + 2(t) = 0 (5.2)

1) Transfomer l’équation (5.2) en systeme d’équation différentielle d’ordre 1.
2) Etudier la stabilité de point d’équilibre (0,0) de ce systéme (utiliser une fonction
de Lyapunov).
b) Soit le systeme le systéme dynamique non linéaire
{ i) =200 ( #(0) = €, ) 5.3
y(t) = —3y(t) (0)
ou C1,Cy deux constants réels.

1) Déterminer le flot ®; du systeme (5.3).

2) Montrer que ’ensemble :

) C3
S = (Cl,CQ)ER,Clz—g
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est invariant par le flot ®,.

Exercice 5.3

Soit le systeme dynamique continu non linéaire

{ &= -2 -2)=f(r,y)

(5.4)
Y=y —2r—y)=g(z,y)

1) Déterminer sur quelles régions les abscisses x(t) sont croissantes et décroissantes,
et de méme pour les ordonnées y(t). Représenter par figure ces régions ci-dessous,
pour (x,y) € [-1, 5%

2) Déterminer les points d’équilibre du systéeme (5.4).

3) Calculer la matrice jacobienne J(x,y) du systéeme (5.4) au point (z,y) € R2.

4) Etudier la stabilité des points d’équilibre et la nature de ces points.

5) Tracer en figure le comportement des trajectoires du systéme (5.4) autour les

points d’équilibre du systéme (5.4).

Exercice 5.4

Soit le systeme dynamique discret suivant :
Tpi1 = f(xn) =r2,(1 —22), n=0,1,2,.. (5.5)

ot x, € R et r est un parameétre réel.
1) Déterminer les points fizes du systeme (5.5).
2) Etudier la stabilité des points fize.

Exercice 5.5

On considere le systeme dynamique de Réssler suivant :

T=—Yy—2
j=stay  (56)
Z=b+ (v —¢)z,

ou a,b et ¢ sont paramétres réels, et (v,y,2) € R3.
1) Calculer les points d’équilibre en fonction des valeurs des paramétres.
2) Effectuer le calcul de stabilité pour le point d’équilibre correspondant au cas a =

—3etb=c=0.
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Exercice 5.6

On considere le systéme de réccurence :

(5.7)

Tn+1 :xi—yi—i-c
Yn+1l = 2TnYn ot c€R.

1) Siy, = 0 déterminer la stabilité des points fizes dans lintervalle de ¢ pour lequel
il existe.

2) Calculer les points fizes (x5, y%) du systeme (5.7) pour lesquels y,, est non nul.
3) Déterminer la matrice jacobienne et trouver les valeurs propres des points fizes
trouvés a la question 2).

4) Montrer que le systeme (5.7) peut s’écrire sous la forme z,,1 = 22 + ¢ dans la

variable complexe z, = x, + 1y,.

Exercice 5.7
Soit le systéme non-linéaire :
{ i =ar+y— a2+ y? 5.9
y=—-z+ay—yy22+y> ot a€R
1) Etudier la stabilité de point d’équilibre (0,0) (utiliser une fonction de Lyapu-
nov).
2) Utiliser les coordonnées polaires x = 1 cosf, y = rsin @ et montrer que l’'on obtient

[’équation suivante :

{ 7= (a—r)r Indication : utiliser i+ yy = rv. (5.9)
Exercice 5.8
On considere le modéle de Lorenz

t=o0(y—x)
y':—xy+rq;—y ou 0'>O,T’>0,b>0.(5.10)

z=uxy — bz

1) Calculer les points d’équilibre.

2) Linéariser le systeme (5.10) autour de ces points d’équilibre.
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8) En utilisant V(x,y, z) = 3(ra® 4+ oy® + 02%) comme fonction de Lyapunov, trou-
ver des conditions suffisantes sur les parametres pour que [’origine soit un point

d’équilibre asymptotiquement stable.

Exercice 5.9
1) Soit f : R — R de classe C' vérifiant

T

VmER,f(x)+/(m—t)f(t)dt:1—x

0

a) Trouver toutes les fonctions f(x).
b) Calculer f(3).
2) Soit le systeme différentiel

T=ar—yY
‘ telle que a = f(
y=x+ay

w3

Etudier la stabilité de point d’équilibre (0,0).

Exercice 5.10

Considérons ’équation de réccurence
Tpy1 = f(2,) = az, — 22, ot a€R (5.11)

1) Trouver les points fizes x* pour léquation (5.11), et déterminer pour quelles
valeurs de a chaque point fize existe.

2) Déterminer les intervalles de a ou les points fizes sont stables.

3) Vérifier qu’un cycle d’ordre 2 de f(x,) est donné par {/1+ a,—/1+ a}.

4) Déterminer la stabilité de ce cycle d’ordre 2.

Exercice 5.11

Considérons l’équation de réccurence

Tnsr = f(z2) = 1:?;2 —az,, ot a€R (5.12)

1) Trouver les points fizes x* pour Uéquation (5.12), et déterminer pour quelles

valeurs de a chaque point fize existe.
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2) Déterminer les intervalles de a ot les points fizes non triviauz sont stables.

3) Trouver la valeur a = a, ou le point fize trivial x* = 0 est donné un doublement
de période.

4) Supposons que la valeur de x, est petite et positive x, = €, puis montrer au

premier ordre en € qu’il existe deux cycle a a = a,.

Exercice 5.12
Considérons le systeme dynamique discret

azx(n —1)

r(n+1)= T3 322(n)’

ot B> 0. (5.13)

1) Déterminer les points fives de systéme (5.13).

2) Trouver un changemet de variable pour obtenir le systéme suivante :

yi(n+1) = ya(n

o+ 1) = 25

(5.14)

3) Vérifier que (0,0) est un point fize de systeme (5.14) et discuter sa stabilité.
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5.1 Solutions

Solution 5.1

Soit le systeme différentiel

L3 2
{x Y 55)

y=—y’ —ya®+u,

1) La matrice Jacobienne en point d’équilibre (0,0) est donnée comme suivante

—322 —y? 22y —1
J(z,y) = (

—2zy+1 —3y? — 22,

J(0,0) = (2 _01 )

Les valeurs propres sont solutions du polynome caractéristique M(\) avec

alors

det[J(0,0)] — AT =0,

alors

N +1=0,

donc les valeurs propres sont

)\1 - 'L.,)\Q = —1.

le partie réel des valeurs propres Ay, Ao est nul donc on ne peut pas savoir la stabilité
du systéme en [’origine.
2) En étudier la stabilité en [’origine avec fonction de Lyapunov,

soit V(z,y) = x> + y* alors

V(z,y) = 2x% + 2yT
= 2z(—23 — xy? —y) + 2y(—y® — y2* + )
= —22% — 2%y% — 2y — 2yt — y22? + 2y
= —2(zt + 22242 + oY)
= —2(2?% + ¢2)?
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alors la fonction de Lyapunov V(x,y) = 2% + y* est vérifice

(

Viz,y)=a*+y>>0,Y(z,y) # (0,0)
V(0,0)=0
— .
V(z,y) = —=2(2* +y*)* < 0,Y(z,y) =# (0,0)
lim||(z7y)||_>+oo V(:c,y) = +00.

\

Alors (0,0) est asymptotiquement stable.

Solution 5.2
1) On pose

r = T i’l = T3
alors )
Ty = Iy Ty = —DHr{Ty — T1

2). Soit la fonction de Lyapunov V (zy,xs) = 22 + 23 alors

V(zy,29) >0 si (x1,22) # (0,0) et V(0,0)=0 et lim V(ry,z9) = +o0.

||| —+o0
' 2 2
V(x1,x9) = —102725

alors le point d’équilibre (0,0) est asymptotiquement stable.

b). 1)
i = 2z + 1> Ty =C
. tel que
y=—3y Yo = C2

donc = =3y = y(t) = ane ™3 = y(t) = coe™! car yo = ¢
er & = 2x +y* on obtien la solution homogéne xy, alors
T =2z = x, = aqe?, a; € R, on cherche la solution générale,

2
&

—6t
3 .

la solution particulaireest x, = —2e
Donc la solution générale est x(t) = xp(t) + x,(1)
2 2
2(t) = (e + 2)e¥ — 2,

8 8
Alors le flot ® du systéme (5.3) est
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2) S est un ensemble invariant

2 2 2
t
= —% = x(t) = —%e’m = xz(t) = —yé ),

donc ®(S) C S alors S un ensemble invariant par .

Solution 5.3

1) x(t) esr croissant alors

3—x
x>0 e 3—x—2y>0 x>0 ety < =5*

z(t) >0 < ou & ou
r<0 e 3—x—2y<0 r <0 etyzg%g”

x>0 ety > 3’Tx
x(t) esr décroissant #(t) < 0 << ou
<0 et y< S_Tx
y>0 ety<3-—2z
y(t) esr croissant &(t) > 0 << ou
y<0 et y>3—2zx
y>0 ety<3—2zx
y(t) esr décroissant (t) < 0 &< ou

y<0 et y<3—2
2) Points d’équilibres du systéeme (5.3) sont

(0,0),(0,3),(3,0), (1, 1),

3) Matrice jacobienne

J(z.y) 3—2x —2y —2x
x,Y) =
—2y 3—2x—2y

3)
La nature du points d’quilibre
3 0
J(0,0) = ( ) alors les valeurs propres sont A\; = 3 et \y = 3, donc (0,0) est
0 3

point noeud instable.
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-6 -3
(0,3) est point noeud stable.

-3 0
J(0,3) = < ) alors les valeurs propres sont \y = —3 et Ay = —3, donc

-3 —6
J(3,0) = ( > alors les valeurs propres sont \y = —3 et Ay = —3, donc
0 -3

(3,0) est point noeud stable.

-1 -2
J(1,1) = ( P ) alors les valeurs propres sont \y = 1 et \y = —3, donc

(1,1) est point col.

Solution 5.4
1) Points fives du systeme (5.5) sont 0,+4/1 — L.
1'(0) =7 alors 0 est stable sir € [—1,1] et instable si r €] — oo, —1[U]1, +-00].
F(£4/1=2) = =2r + 3 alors £1/1 — % sont stables si r €]1,2[ et instable si
r €] — 00,0[U]0, +o0[. Le point fize n’existe pas pour r € [0, 1].

Solution 5.5
1) Points d’équilibres du systéme (5.6) on pose & =0,y =0 et 2 =0 alors

1
(x—c)x+ba=0y=——x,2=—y, et A=c*—4ba.
a

- 85t A > 0 alos existe deux points fixes tel que a # 0.

<c+\/Z —c— VA c+\/Z> (c—\/z —c+VA c—ﬂ)
5 , : , .

2a 2a 2 2a 2a

- 81 A <0 pas de point fize.

- 81 A =0 alos existe un point fixe tel que a # 0, est (g, 5o i) )

~ Sia=0 et c+#0 alos existe un point fize est (0,2, —2),
- Sia=0,b=0 et c =0 alos existe un point fize est (0,0,0),
- Sia=0,b=0 et c#0 pas de point fize.

2) a= -3 etb=c=0 alos existe un point fixe du systeme (5.6) est (0,0,0),

0 -1 -1
Matrice jacobienne J(x,y,z) = 1 -3 0
z 0 =z
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det(J(0,0,0) — AXI) = 0 donc —A(A\> +3\+1) =0.

Alors existe trois valeurs propres réels

—3+V5 —-3-5
2

A =0, = <0 N\ =——Y2

2

Ne pas déduire la stabilité.

Solution 5.6
1) Points fizes du systeme (5.7) siy, =0, 2> —x +c=0 et A =1 — 4c,

- S5i A >0 doncc< i implique existe deuz points fixes

1+vI—dc , 1-+T—4c
—,:E _—

*_
xl_

2 2 2
- St A =0 doncc= % implique existe un point five est x* = %
- Si A <0 donc ¢ > i implique pas de point fize.

Ls stabilité on pose f(x) =2 + ¢
- Sic< i f(x}) =233 =1—+/1+4c alors z} instable
- Sic< i f(z3) =233 =1—+/1—4c alors

x5 stable si —% <c< i,

3

ry instable si —3 < —1.

2) y, # 0 il existe deux points fixes du systeme (5.7) sont

i implique pas de point fixe.
- Sic= % implique existe un point fixe est (%, 0)

3) J(n,y) = ( B = )

2y, 2x,

1 —2y/c—1%
J( 1) = et les valeurs propres sont Ay = 1 +
24/c— 1 1
vV1—4de, g =1—+/1—4ec.
_1
B T—l): 1 2\/c— 5
) 4 1
—2‘/0—2 1

V1—dc, Ao =1—+/1—4c

J(

et les valeurs propres sont \y = 1+

N |
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10
J(%) = ( > et les valeurs propres sont A\ o = 1.
01

4) Zn+1 = Tp+l + Z.yn—I—l - xi - yi +c+ anyn alors

Znt1 = (g + 1yn) (T + 1y,) + C.

Solution 5.7

1) Nous utilisons la fonction de Lyapunov comme V(z,y) = 2* + y* alors
Vo, 0)=0

V(z,y) >0 tel que x # 0,y # 0 et

1) oo V (2, ) = +00

V' et décrossant c-a-d

. 1
Viw,y) = 5@ +y)(a = Vo> +¢°)
si.a <0 alors V(z,y) <0 donc (0,0) est asymptotiquement stable
2)
i +yy = (2% +y*)(a — Va? +y?)
r2(a—r)=rr
=r=r(a—r).

Solution 5.8

Soit le systeme
t=o0(y—x)
y=—ay+rx—y ou o>0,7>0,0>0.(516)
z=uxy— bz
1) Points d’équilibres
Les points d’équilibres sont donnés par la condition © = 0,y = 0,2 = 0 dans

(5.16), soit
O =(0,0,0),

et
Cy = (£xo, £x9,7 — 1).

ot xg = v/b(r — 1). Les points C+ n'existent que si T > 1, avec Cy = O sir = 1.
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2) Linéarisation
la matrice jacobienne
—oc o 0
J(z,y,2) = r—z -1 —x
Y xr —b

Linéarisation autour de O. La matrice jacobienne s’écrit

-0 0 0
J(0,0,0) = r —1 0
0 0 —b

Les valeurs propres sont solutions du polynéme caractéristique M(\) avec
M(X) = det[J(0,0,0) — A] =0

alors

A+D)N +(c+DA+0(l—7)]=0

donc Mo =—-b<0, \y=—-Lo+1+/(c+1)2—40(1—7)] <0
et o =—3c+1—+/(0+1)2—40(1—1)].

et donc la nature du point fize évolue en fonction de r.

3) Soit la fonction de Lyapunov
1
V(z,y,z) = 5(7’1:2 + oy + 02

alors

V(z,y,z) =rxi + oyy + ozz

donc

V(ma Y, Z) = _J(bZQ + 715[;2 — 27’5L’y + y2>
On compléte le carré pour écrire V sous forme quadratique
V(z,y,2) = —o(bz® + ra® — 2ray + y°) — r’a® + 1’z

alors

V(x, y,2) = —o[b2? + (y —rz)? +r(1 —r)2?

d’ou on conclut,
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~ Sir <1 alors V(x,y,z) <0VY(z,y,z) # (0,0,0), Uorigine est donc asympto-
tiquement stable. globalement
- Sir =1 on ne peut pas conclure car V(x,y,z) = 0 sur la droite x = 0 et

y = 0.

Solution 5.9

1) a)

x x

flo)=1—xz— :c/f(t)dt + /tf(t)dt
alors 0 . 0
fo)=-1- [
donce 0

f'(@) = —f(x)
alors la solutions est
f(z) = acos(z) + Bsin(x)
ol
fO)=1=a=1
)= -1 =1
alors
f(z) = cos(z) — sin(x).
b) f(5) = cos(§) — sin(§) = 152
2) Soit le systéme

T =ar —
' A a:f(ﬂ).
y=x+ay

(1)

Les valeurs propres sont solutions du polynome caractéristique M(X) avec

wl

La matrice Jacobienne est

M) = det[J — AI] =0
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alors
(a—=XN?+1=0

donc les valeurs propres sont
)\1 :a—l';>\2 :a+z

1—/3
2

ol a= < 0 alors le point d’équilibre (0,0) est foyer stable.

Solution 5.10

Soit I’équation de réccurence
T = f(z,) =az, — 23, ot a €R (5.17)
1) Les points fizes x* pour ’équation (5.17) donné comme
r, = f(zn) = ax, —

alors

xy=0,2] = —Va— 1,25 =Va

x§ = 0 existe toujours, x5 = —v/a — 1,25 = \/a — 1 existe pour a € [1,+00].

2) Les intervalles avec a ot les points fizes sont stables donnée avec
fl(z,) =a— 322,
alors

f'(x5) = f(0) =q,

donc le point fize xj est stable si a €] —1,1], et
flay) = f(—Va—1) = ~2a+3,

donc le point fixe x; est stable si | —2a+ 3| < 1, alors a €]1,2],
fl(x3) = f(Va—1) = ~2a+3,

et le point fize x} est stable si | —2a + 3| < 1, alors a €]1,2].
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3) Les cycle d’ordre 2 de f(x,) est donné par {/1+ a, —/1 + a}

f(\/1+a):a\/1+a—\/1+a3:a\/l—l—a—(1+a)\/1+a:—\/1+a

et

f(vVita)=—-avita+vVita =—avita+(1+a)vita=vVIita
4) La stabilité de ce cycle d’ordre 2 est donnée comme
[ (Va+ D= f(—Va+1)=|-2a-3] <1,
Ainsti, le cycle d’ordre est stable si a €] —2,—1].

Solution 5.11

Soit I’équation de réccurence

Tn
1422

Tpy1 = f(z,) = —ax,, ot a€R (5.18)

1) Les points fizes de l’équation (5.18) sont donné comme suit

Tp
Tp = f(xn) = — Ty
2 )
1+ 2z
alors
—a —a
2o =0,2] = —| ——=, 25 = /| ——,
a—+1 a—+1

Le premier point fixe trivial zjy existe toujours, les deux derniers points fizes 7, x5
existes dans l'intervalle a €] — 1,0]

2) La stabilité des points fizes x§, x5 donnée avec

1 — a2
! - -
f(I) - (1+x2)2 a,
alors
f'(= a_—i—al):f/< a_—l—al):2a2+2a+17

donc les points fizes x5, x3 sont stables si a €] — 1,0].
3) La valeur a = a, ot le point fize trivial x* = 0 est donné un doublement de

période
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fag) = f(0)=1-a=-1,

alors a, = 2.

4) Supposons que la valeur de x,, est petite et positive x, ~ €, alors

€
fle) = T —2e~ —¢
et
€
f<_ )7_1_'_62—’_26’\’67
donc ewiste deux-cycles a a, = 2.
Solution 5.12
Soit le systeme dynamique discret
azx(n—1)
)= —————, ou (>0
z(n+1) T+ Ga2(n) ou [
1) Les points fizes de systéme (5.19).
On pose f(x) = gz tel que 8> 0.
x* point fixe c’est une solution de [’équation
ax
= = =
flz)==z 17 527 x

c’est-a-dire

(o —1-pB2*) =0

alors

=0 ou a—1—p22=0

donc st o > 1 les points fixes sont

{07_\/04;17\/@[;1}

et si a < 1 existe un seul point fize est x* = 0.

2) faisont le changement de variable pour obtenir le systéeme (5.20),

on pose

y(n) =z(n—1) = p(n+1) = z(n),
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et
y2(n) = yr(n +1) = z(n),
donc
ya(n+1) =z(n+1) = %,
alors

yi(n+1) = ya(n) = f(y1,92)

ay1(n)

(5.20)
ya(n+1) = 55505 = 941, 92),

d’ot le résulta.

3) vérifions que lorigine est un point fize alors

{ f(ylay2) =

9(y1,Y2) = yo,

donc
£(0,0) =0 wvérifie
{ 9(0,0) =0 wvérifie,
alors (0,0) est un point fize du systeme (5.20).
Discutons sa stabilité.
On utilise la méthode de linéairisation au voisinage de (0,0),

la matrice Jacobienne

Sf fF
5 5
o) = | o
Sy1 - dy2
alors
0 1
J(:E,y) - o —2aBy1y2
1+8y3  (1+By2)?
c’est-a-dire

o= (1)

alors le polynome caractéristique d’une matrice J(0,0) est
P(A\) =)\ —a.
D’apres question 1) si o > 1 les valeurs propres sont

)\1 = _\/av >\2 = \/a7
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donc
|/\1| = ‘)\2‘ = \/5 > ]_,

d’ot le point (0,0) est un noeud instable pour le systéeme (5.20).
St < 1 on distigne deux cas :

Cas 1:(0<a<1)

donc \; = —v/a, Ay = /a, implique

M| =[x =Va <1,

d’ou le point (0,0) est un noeud stable pour le systéme (5.20).
Cas 2 : (a <0)
les valeurs propres sont
)\1 = —i\/ —Q, )\2 = i\/ —Q,
alors

’)‘1’ = |>‘2| = \/_:pv

- si—1 <a<0= p<1impliqgue (0,0) est un foyer stable,

—- si o =—1= p=1 implique (0,0) est un centre,

- sia< —1= p>1implique (0,0) est un foyer instable.
et puisqu’on a : |\| # 1,|Xa| # 1 alors (0,0) est un point hyperbolique d’ot d’apres
le théoreme de liéairisation au voisinage de (0,0) les trajetoires du systéme non

linéaire et celles du systéme linéarisé son topoligiquement équivalant.
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