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Introdiction

Les systèmes dynamiques sont les concepts mathématiques qui permettent d’étu-

dier des phénoménes qui se développent au fil du temps, Cette évolution peut être

exprimée par un ensemble limité d’équations qui peuvent être des équations diffé-

rentielles ordinaires, des équations aux dérivées partielles ou des applications, ces

phénoménes proviennent de la physique, de la chimie, de la mécanique, de la biologie

ou de líenvironnement, ce système se compose d’un espace de phases, l’espace des

états possibles du phénoméne convenablement paramétré, muni d’une loi d’évolution

qui d’écrit la variation temporelle de l’état du système.

C’est le mathématicien Henri Poincaré qui, dès la fin du 19ème siècle, a mis en

évidence l’imprévisibilité d’un système de trois corps en interaction. Maintenant la

théorie du chaos est utilisée dans de très nombreux domaines : géophysique, météo-

rologie, astronomie, turbulence, économie, sociologie, biologie... Le chaos n’est pas

aussi ’chaotique’ que sa dénomination le faisse entendre ; son désordre n’est qu’ap-

parent. Un système chaotique est imprévisible, mais il est parfaitement décrit par

des équations simples et déterministes. Un système est dit déterministe lorsqu’il

est possible de prédire (de calculer) son évolution au cours du temps : la connais-

sance exacte de l’état du système à un instant donné, l’instant initial, permet le

calcul précis de l’état du système à n’importe quel autre moment. Le lien entre

ces deux notions paradoxales, déterminisme et imprévisibilité, se manifeste par la

sensibilité aux conditions initiales : deux conditions initiales quasiment semblables

peuvent conduire à des états très différents du système. Cette impossibilité pratique

11
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à calculer l’évolution de systèmes déterministes est la principale caractéristique des

systèmes chaotiques.
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Chapitre 1

Rappels de calcul différentiel

1.1 Dérivation

Définition 1.1 (Dérivabilité) f : I → R est dérivable en a ∈ I si limx→a
f(x)− f(a)

x− a
existe.

On notera D(I,R) l’ensemble des applications dérivables de I dans R.

Théorème 1.1 Une application est dérivable si seulment si elle admet un dévelop-

pement limité d’ordre 1 au voisinage de a :

f dérivable ⇔ ∃l tel que f(x) =
x→a

f(a) + (x− a)l + (x− a)ε(x)

Alors, l est la dérivée en a de f

Proposition 1.1 Continuité f dérivable =⇒ f continue

Linéarité (f + αg)′ = f ′ + αg′

Dérivées usuelles

Application linéaire u linéaire, f dérivable ; (u ◦ f)′ (x) = u ◦ f ′(x)

Application multi-linéaire ϕ une application n-linéaire ;(
ϕ(f1, · · · , fn)

)′
(x) =

∑n
i=0 ϕ

(
f1(x), · · · , fi−1(x), f ′i(x), fi+1(x), · · · , fn(x)

)
Quotient u et v dérivables ;

(u
v

)′
=
u′v − uv′

v2

Composition f et g dérivables ; (f ◦ g)′ = f ′ g′(f)

13
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Définition 1.2 (Application C1) f ∈ C1
(
E,F

)
si l’application f ′ : a 7→ f ′(a)

existe et est continue.

Définition 1.3 (Dérivée k-ième) On définit récursivement la dérivée k-ième f (k) :

f (k) =
(
f (k−1)

)′ (1.1)

Définition 1.4 (Application de classe Ck) f est Ck si f est k fois dérivable et

si f (k) est continue.

Théorème 1.2 (Leibniz) Soit ϕ une application bilinéaire, alors :

ϕ(n)
(
f, g
)

=
n∑
k=0

(
n

k

)
ϕ
(
f (k), g(n−k)

)
(Leibniz)

1.2 Intégration

Théorème 1.3 (Inégalité de la moyenne : cas réel) Si f est continue sur un

intervalle [a, b] et qu’il existe m et M tels que :

m ≤ f(x) ≤M

Alors

m(b− a) ≤
b∫

a

f(x)dx ≤M(b− a) (1.2)

Théorème 1.4 (Somme de Riemann) Soit f : [a, b]. Si f est intégrable, alors :

Sn =
b− a
n

n∑
k=1

f

(
a+ k

b− a
n

)
lim

n→+∞
Sn =

b∫
a

f(t)t. (1.3)

1.3 Primitive

Définition 1.5 (Primitive) F est une primitive de f si ∀x, F ′(x) = f(x).

Théorème 1.5 Si F est une primitive de f ,
x∫
a

f(t)dt = F (x)− F (a) (1.4)

14
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1.4 Accroissements finis

1.4.1 Cas réel

Théorème 1.6 (Accroissements finis) f ∈ D
(
]a, b[,

)
, alors

∃ c ∈]a, b[ tel que f(b)− f(a) = (b− a)f ′(c) (1.5)

f ′(c)

•

•

a b[a, b]

1.4.2 Cas vectoriel

Théorème 1.7 (Accroissements finis) f ∈ C
(
]a, b[,

)
Si ∃ λ tel que ∀t ∈]a, b[, N(f ′(t)) ≤ λ, alors

N
(
f(b)− f(a)

)
≤ λ

(
(b− a)

)
(1.6)

λ

•

•

a b[a, b]

15
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1.5 Formules de Taylor

Théorème 1.8 (Formules de Taylor) f ∈ Cn+1(I, E), avec (a, b) ∈ I2

Taylor-Young f(x) =
x→a

n∑
k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a) + o ((x− a)n)

Taylor-Laplace f(x) =

Tn(x)︷ ︸︸ ︷
n∑
k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a) +

Reste intégral Rn(x)︷ ︸︸ ︷
x∫
a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t)dt

=

(x− a)k+1
∫ 1

0

(1− u)k

k!
f (k+1) ((1− u)a+ ux) du

Taylor-Lagrange N

(
f(b)− f(a)−

n∑
k=0

(b− a)k

k!
f (k)(a)

)
≤ |b− a|

n+1

(n+ 1)!
N

[a,b]
∞
(
f (n+1)

)

1.6 Fonctions différentiables

1.6.1 Différentiabilité

Définition 1.6 Soient E et F deux espaces de Banach. U un ouvert de E et f une

fonction de U dans F . On dit que f est différentiable en un point a de U s’il existe

une application linéaire continue T ∈ L(E,F ) telle que:

f(x)− f(a)− T (x− a) = o(x− a),

quand x tend vers a.

Proposition 1.2 Si f est différentiable en a, alors y = f(x) est continue.

Définition 1.7 Si la fonction f est différentiable en a, on appelle différentielle

de f au point a l’unique application linéaire T ∈ L(E,F ) telle que:

f(x)− f(a)− T (x− a) = o(x− a).

16
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1.6.2 Matrice Jacobienne

Théorème 1.9 Si U est un ouvert de Rn et f une application de U dans Rp, dif-
férentiable en x0 ∈ U , et si (f1, f2, ..., fp) sont les fonctions coordonnées de f , la

matrice Jacobienne de f en x0 s’écrit:

Jf (x0) =



∂f1

∂x1

∂f1

∂x2

. . .
∂f1

∂xn

∂f2

∂x1

∂f2

∂x2

. . .
∂f2

∂xn

...
...

...
...

∂fp
∂x1

∂fp
∂x2

. . .
∂fp
∂xn


Théorème 1.10 Soient U un ouvert de Rn, V un ouvert de Rp, f une application

de U dans Rp et g une application de V dans Rq. Si f(U) ⊂ V , si f est différentiable

en x0 et g en y0 = f(x0), on a:

Jg◦f = Jg(y0).Jf (x0).
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Chapitre 2

Systèmes dynamiques linéaires

2.1 Introduction

Un système dynamique est un ensemble mécanique, physique, économique, envi-

ronnemental ou de tout autre domaine dont l’état (ensemble de grandeurs suffisant

à qualifier le système) évolue en fonction du temps. L’étude de l’évolution d’un

système nécessite donc la connaissance :

– de son état initial, c’est-à-dire son état à l’instant t0 ;

– de sa loi d’évolution.

2.2 Les systèmes dynamique

Définition 2.1 Un système dynamique sur Rn est une application µ : R×Rn → Rn

tel que

(1)µ (., x) : Rn → Rn est continue

(2)µ (t, .) : R→ Rn est continue

(3)µ (0, x) = x

(4)µ (t+ s, x) = µ (t, µ (x, t)) ∀t, s ∈ R, ∀x ∈ Rn

Exemple 2.1 Soit le système différentiel
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{
ẋ = Ax

x(0) = x0,
(2.1)

où A est une matrice constante, x ∈ Rn. la solution du système précédent est x(t) =

eAtx0.

Le système (2.1) engendre un système dynamique (t, x)→ µ (t, x) = eAtx0.

(1) Soit x, y ∈ Rn

‖µ (t, x)− µ (t, y) ‖ = ‖eAtx0 − eAty0‖ = ‖eAt‖.‖x0 − y0‖
≤ e‖A‖|t|‖x0 − y0‖

lim
x→y
‖µ (t, x)− µ (t, y) ‖ ≤ lim

x→y
e‖A‖|t|‖x0 − y0‖ → 0,

car ‖eAt‖ = ‖(At)n

n!
‖ ≤ (‖At‖)n

n!
= e‖A‖|t|, alorslim

x→y
‖µ (t, x) − µ (t, y) ‖ = 0 donc

µ (., x) est continue.

(2) Soit t, s ∈ R

‖µ (t+ s, x)− µ (t, x) ‖ = ‖eA(t+s)x0 − eAtx0‖
≤ ‖eAt‖.‖eA(s)x0 − x0‖
≤ e‖A‖|t|‖x0‖.‖eA(s) − I‖,

alors lim
s→0
‖µ (t+ s, x)− µ (t, x) ‖ = 0 donc µ (t, .) est continue.

(3)

µ (0, x) = e0.Ax = I.x = x.

(4)

µ (t+ s, x) = e(t+s)Ax = etA+sAx = etAesAx,

alors

µ (t+ s, x) = etAµ (s, x) = µ (t, µ (s, x)) .

2.2.1 Système dynamique à temps continu et discret

Un système peut être :

– à temps continu : représentée par une équation différentielle ordinaire.

On définit un système dynamique à temps continu avec le système suivant:

dx(t)

dt
= F (x(t)), (2.2)
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où F une application de D dans D, et D ⊂ Rn

– à temps discret : l’étude théorique de ces modèles discrets est fondamentale,

car elle permet de mettre en évidence des résultats importants, qui se généra-

lisent souvent aux évolutions dynamiques continues. Elle est représentée par

le modèle général des équations aux différences finie.

On définit un système dynamique à temps discret avec la relation de réccurence

donnée comme suivante:

x(k + 1) = F (x(k)), (2.3)

où F une application de D×N dans D, (xk, k) ∈ (D,N) et D ⊂ Rn satisfaite:

F 0(x) = x, F 1(x) = F (x), F 2(x) = F (F (x)), ..., F k(x) = F (F k−1(x)),

et

x0, x1 = F (x0), x2 = F 2(x0), ..., xk = F k(x0).

il peut être aussi

Un système dynamique est une structure qui évolue au cours du temps de façon

à la fois :

– Causale, où son avenir ne dépend que de phénomènes du passé ou du présent

– Déterministe, c’est-à-dire qu’à partir d’une condition initiale donnée à l’ins-

tant présent va correspondre à chaque instant ultérieur un et un seul état futur

possible.

2.3 Systèmes linèaires

Définition 2.2 Le système différentiel (1) est linéaire s’il écrit sous la forme :

dx(t)

dt
= Ax(t) + a, (2.4)

où A une matrce et b un vecteur.

Si b = 0 alors le système correspandant est dit linéaire homogène.
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2.4 Trajectoires et orbites

Définition 2.3 Soit ẋ = F (t, x) un système déterministe défini sur un ouvert

∆ ⊂ Rn+1. Chaque solution x(t, t0, x0) de cette équation, défini pour t ∈ I, où I

est intervalle contenant t0, est représentée par une courbe de l’espace Rn+1, conte-

nue dans ∆, dont chaque point (t, x(t)) donne l’état du système à l’instant t.

L’ensemble de ces points est appelé une trajectoire (ou courbe intégrale).

On peut considérer les n fonctions xi(t), coordonnées de x(t), comme la représenta-

tion paramétrique d’une courbe dans l’espace Rn appelé espace des phases du système.

Définition 2.4 L’orbite (positive) d’une solution x(t, t0, x0) de l’équation ẋ = F (t, x)

est est l’ensemble {fn(x)tel quen ≥ 0}. pour t ∈ I, dans l’espace des phases .

Si f est bijective, l’orbite de x est {fn(x)tel quen ∈ Z}.
Chaque orbite est orientée dans le sens du déplacement de x(t) pour t croissant.

On appelle portrait de phase du système différentiel l’ensemble des orbites des solu-

tion de ce système.

La théorie des systèmes dynamiques s’intéresse particulièrement au comporte-

ment des orbites. Il est souvent utile de considérer aussi des «pseudo-orbites» au

sens de la définition suivante.

Définition 2.5 (δ-pseudo-orbite) Soit δ > 0. Une suite (xn)n∈N (ou (xn)n∈Z) est

une δ-pseudo-orbite si ∀i ∈ N (ou Z), d(f(xi), xi+1) < δ.

Par exemple, une orbite simulée numériquement est une δ-pseudo-orbite, puisque

les calculs sont effectués avec une précision limitée.

Dans la suite, on supposera X métrique compact.

La notion de conjugaison topologique est extrêmement importantes. Elle traduit

l’idée que deux systèmes dynamiques sont topologiquement équivalents.

Définition 2.6 (Conjugaison topologique) Soit r ≥ 0. Deux applications Cr

f : X → X et g : Y → Y sont topologiquement conjuguées lorsqu’il existe un

homéomorphisme h : X → Y tel que f = h−1 ◦ g ◦ h.
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Lorsque h est un Cm difféomorphisme (m ≤ r), on parle de conjugaison lisse.

Parfois, on peut seulement trouver h : X → Y continue surjective telle que h ◦ f =

g ◦ h. On parle alors de semi-conjugaison.

Nous pouvons désormais définir la stabilité structurelle d’un système dynamique.

Définition 2.7 (Stabilité structurelle) Une application f de Cr est Cm struc-

turellement stable (1 ≤ m ≤ r ≤ ∞) s’il existe un voisinage U de f pour la Cm

topologie telle que toute application g ∈ U est topologiquement conjuguée à f .

Si de plus on peut choisir h = hg dans la conjugaison de f et g tel que hg et h−1
g

convergent uniformément vers l’identité lorsque g converge vers f pour la topologie

Cm, alors on dit que f est Cm fortement structurellement stable.

2.5 Point d’équilibre

Définition 2.8 Cas continu : On appelle point d’équilibre, point critique ou point

singulier du système différentiel non linéaire ẋ = F (x), x ∈ Rn, le point x0 ∈ Rn

tel que F (x0) = 0.

Définition 2.9 Cas discret : On dit que x∗ ∈ D est un point fixe de F si:

F (x∗) = x∗.

Définition 2.10 On dit que x∗ est un point périodique si n ≥ 1, tel que F n(x∗) =

x∗. La période d’un point périodique x∗ est le plus petit entier n ≥ 1 tel que:

F n(x∗) = x∗,

l’ensemble {x0, x1, ..., xp−1} forme une orbite périodique d’ordre p ou un cycle

d’ordre p, si:

F (xi) = xi+1 pour i = 0, 1, 2, ..., p− 2 et F (xp−1) = x0.

Autrement dit, chaque point d’une orbite périodique d’ordre p est un point fixe pour

F p: F p(xi) = xi pour i = 0, 1, 2, ..., p− 1 et n’est pas un point fixe pour F k si k < p.
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2.6 Fonction définie positive ou négative

Définition 2.11 Soit V : Bρ → R une fonction continue où Bρ la boule unité

ouverte de rayon ρ de Rn.
V est dite défnie positive si :

1) V (0) = 0 et

2) V (x) > 0 pour tout x 6= 0 de Bρ.

Définition 2.12 V est dite défnie négative si −V est défnie positive.

2.6.1 Fonction semi-définie positive ou semi-définie négative

Définition 2.13 V est dite semi-défnie positive si :

1) V (0) = 0 et

2) V (x) ≥ 0 pour tout x ∈ Bρ pour un ρ > 0.

Définition 2.14 V est dite semi-défnie négative si −V est semi-défnie positive.

2.7 Flot d’une équation différentielle

Définition 2.15 Soit système non linéaire

ẋ = f(x)

et le problème à valeurs initiales

ẋ = f(x), x(0) = x0

avec x ∈ Rn, E un sous ensemble ouvert de Rn et f ∈ C1(E). Pour x0 ∈ E et φ(t, x0)

la solution de problème à valeurs initiales, l’ensemble des applications φt défini par

φt(x0) = φ(t, x0)

est appelé le flot du système différentiel.
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2.8 Espace des phases

L’espace des phases (ou espace d’états) est un espace abstrait dont les coordon-

nées sont les variables dynamiques du système étudié.

Théorème 2.1 (Brouwer) Soit F une application continue de Bn dans lui-même

où

Bn = {x ∈ Rn�‖x‖ ≤ 1}, alors l’équation F (x) = x admet une solution dans Bn

c’est-à-dire F admet un point fixe.

Théorème 2.2 (Contraction de Banach) Soit F une application continue de

B2 dans lui-même, on suppose que:

‖F (x1)− F (x2)‖ < λ‖x1 − x2‖,

pour tout vecteur xi,j ∈ B2 et un certain λ ∈ (0, 1). Alors il existe un point fixe

unique x∗ ∈ B2. De plus on a:

lim
n→∞

F n(x) = x, ∀x ∈ B2.

2.9 Section de Poincaré

La section de Poincaré est un outil mathématique simple permettant de transfor-

mer un système dynamique continu en un système dynamique discret. Cette transfor-

mation s’opère via une réduction d’une unité de l’ordre du système. Soit un système

dynamique continu, décrit dans un espace d’état de dimension n et une surface de

dimension (n− 1) définie dans cet espace. L’application de Poincaré est le système

dynamique en temps discret dont la suite des itérés correspond aux coordonnées des

points d’intersection successifs de la trajectoire avec cette surface.

L’ensemble des points d’intersections, situés sur la surface représente la section de

Poincaré. Dans un espace euclidien, le plan de la section doit être choisi de manière

à garantir l’existence d’intersections avec la trajectoire ϕ et de telle sorte que celle-ci

le traverse alternativement dans un sens puis dans l’autre.
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Figure 2.1 – La section de Poincaré.

2.9.1 Stabilité des systèmes linéaires

F Cas continu

Le cas linéaire se définit par la situation particulière où F est un endomorphisme

de Rn d’où
dx(t)

dt
= Ax(t) (2.5)

où A est une matrice à coefficients constants appartenant à Rn×n.
L’origine est toujours un point d’équilibre de (2.5) (mais il peut y en avoir

d’autres : tout élément de kerA est un point d’équilibre).

– L’origine est un point d’équilibre asymptotiquement stable de (2.5) si et seule-

ment si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement néga-

tive.

– Si A a au moins une valeur propre de partie réelle strictement positive, alors

l’origine n’est pas un point d’équilibre stable de (2.5).
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F Cas discret Soit le système linéaire

Xn+1 = AXn (2.6)

où A est une matrice à coefficients constants appartenant à Rn×n.
– L’origine est un point fixe asymptotiquement stable de (2.6) si et seulement si

toutes les valeurs propres de A sont inférieur strictement 1 avec valeur absolue

|λi| < 1.

– Si A a au moins une valeur propre de partie superieur strictement 1 avec valeur

absolue, alors l’origine n’est pas un point fixe stable de (2.6) |λ1| > 1.

2.9.2 Point limite

Définition 2.16 Pour tout point x, on note ω(x) ( ensemble ω-limite de x) l’en-

semble des points d’accumulation de (fn(x))n≥0 et α(x) ( ensemble α-limite de x)l’ensemble

des points d’accumulation de (fn(x))n≤0. On définit alors l’ensemble ω-limite L+(f) =⋃
x∈X ω(x), l’ensemble α-limite L−(f) =

⋃
x∈X α(x) et l’ensemble limite L(f) =

L+(f) ∪ L−(f).

Un point de ω(x) est un point dont l’orbite issue de x visite le voisinage une infinité

de fois. On a les propriétés suivantes :

R+(f) ⊂ L+(f) et R−(f) ⊂ L−(f)

f(L+(f)) = L+(f) et f(L−(f)) = L−(f)

2.9.3 Attracteur et Bassin d’attraction

Les définitions suivantes précisent les notions intuitives d’attracteur et de bassin

d’attraction.

Définition 2.17 (Attracteur) Une partie compacte A ⊂ X est un attracteur pour

f s’il existe un voisinage V de A et un entier N ∈ N tel que fN(V ) ⊂ V et

A =
⋂
n∈N f

n(V ).

Définition 2.18 (Bassin d’attraction) Soit A un attracteur. Le bassin d’attrac-

tion de A, noté B(A), est l’ensemble des points x ∈ X tels que ω(x) ⊂ A.
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Chapitre 3

Systèmes dynamiques non linéaires

3.1 Systèmes autonomes et non autonomes

– On dit que le système différeniel est autonome, si sa loi d’évolution ne dépend

pas du temps (la loi est alors dite stationnaire) ;

dx(t)

dt
= F (x(t)), (3.1)

– On dit que le système différeniel est non autonome ; sa loi d’évolution dépend

alors du temps.
dx(t)

dt
= F (x(t), t), (3.2)

3.2 Systèmes conservatifs et dissipatifs

Chez les physiciens, un système conservatif est un système qui conserve l’énergie

totale, par contre un système dissipatif est un système qui dissipe de l’énergie. Donc

le premier possède une intégrale première (ou constante) du mouvement, et l’autre

possède au moins un terme dépendant de la vitesse.

Définition 3.1 Soit (Γ, F, dτ) un système dynamique. Pour Ω ⊂ Γ une région de

l’espace de phase, on définit φt,0(Ω) = {φt,0(x), x ∈ Ω} le flot de cette région.

– Le système dynamique est dit conservatif, s’il conserve les volumes d’espace de
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phase :

∀Ω ⊂ Γ,∀t > 0,

∫
φt,0(Ω)

dτ =

∫
Ω

dτ

– Le système dynamique est dit dissipatif, s’il contracte les volumes d’espace de

phase :

∀Ω ⊂ Γ,∀t > s > 0,

∫
φt,0(Ω)

dτ <

∫
φs,0(Ω)

dτ

3.3 Etude de la stabilité du point fixe

Soient E un ensemble et A ⊂ E,

• On dit que A est invariant par F si F (A) ⊂ A.

• On dit que A est un attractif (ou attracteur) si A compact fermé et invariant par

F ; et s’il existe un voisinage V de A tel que pour x0 ∈ V , l’orbite de x0 est une

suite qui converge vers A. Le voisinage V est appelé le bassin d’attraction

de A et on a:

A =
∞⋂
k=1

F k(V ).

• On dit que A est instable (ou répulsif) s’il existe un voisinage V de A tel que

pour tout x0 ∈ V , l’orbite de x0 s’éloigne de A (ou de manière équivalente: si

A est un attracteur pour F−1).

• On dit que A est un attracteur étrange si l’orbite de x est dense dans A, ∀x ∈ A
et est sensible aux conditions initiales.

• L’attracteur le plus simple est le point fixe, il peut être attractif ou répulsif.

3.3.1 stable au sens de Lyapunov

Soit le système dynamique à temps continu :{
dx(t)
dt

= F (x(t))

x(t0) = x0 Condition initiales,
(3.3)

où F une application de Rn dans Rn , et x ∈ Rn.
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Et soit le système dynamique à temps discret :{
xk+1 = F (xk)

xk0 = x0 Condition initiales,
(3.4)

où F une application de Rn dans Rn , et x ∈ Rn.

Définition 3.2 Le sytème dynamique (3.3) est dit stable au sens de Lyapu-

nov par rapport au point d’équilibre x∗ si suffisament proches du point fixe pour la

condition initiales x(t0), et nous écrivons:

∀ε > 0, ∃δ > 0 : ‖x(t0)− x∗‖ < δ ⇒ ‖F (t, t0, x(t0))− x∗‖ < ε,∀t > t0.

En dimension un, F : R→ R c’est la pente m = F ′(x∗) de la tangente au point fixe

x∗ qui détermine le type de point d’équilibre.

Définition 3.3 Le sytème dynamique (3.4) est dit stable au sens de Lyapunov

par rapport au point fixe x∗ si suffisament proches du point fixe pour la condition

initiales x(k0), et nous écrivons:

∀ε > 0,∃δ > 0 : ‖x(k0)− x∗‖ < δ ⇒ ‖F (k, k0, x(k0))− x∗‖ < ε,∀k > k0.

En dimension un, F : R→ R c’est la pente m = F ′(x∗) de la tangente au point fixe

x∗ qui détermine le type de point fixe.

3.3.2 Point attractif

Définition 3.4 Le point d’équilibre x∗ du système (3.3) est attractif si:

∀t0 ∈ R;∃δ0(t0), tel que ‖x(t0)− x∗‖ < δ0(t0)⇒ lim
t→+∞

F (t, t0, x(t0)) = x∗,

lorsque δ0(t0) = +∞ ; on dit que le point d’équilibre x∗ est globalement attractif.

Définition 3.5 Le point fixe x∗ du système (3.4) est attractif si:

∀k0 ∈ N;∃δ0(k0), tel que ‖x(k0)− x∗‖ < δ0(k0)⇒ lim
k→+∞

F (k, k0, x(k0)) = x∗,

lorsque δ0(k0) = +∞ ; on dit que le point fixe x∗ est globalement attractif.

Définition 3.6 Le point fixe x∗ est dit asymptotiquement (respectivement globale-

ment asymptotiquement) stable lorsqu’il est à la fois stable au sen de Lyapunov et

attractif (respectivement globalement asymptotiquement).
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3.3.3 Méthode de linéarisation

Soit le système dynamique non linéaire

dx(t)
dt

= F (x(t)),

x(t0) = x(0), Condition initiales.
(3.5)

La linéarisation au tour du point d’équilibre x∗ revient à poser :

x = x∗ + δx.

Alors

ẋ = ẋ∗ + δẋ.

On obtient donc :

ẋ∗ + δẋ = F (ẋ∗ + δẋ).

Par le développement de Taylor du premier ordre de F (x), on obtient

F (ẋ∗ + δẋ) = F (x∗) + F ′(x∗)(x− x∗).

D’où

δẋ = DF (x∗)δx, δx(0) = δx0

DF (x) représente la matrice jacobienne de F (x) par rapport à x , tel que

DF (.) =


δF1

δx1

δF1

δx2
... δF1

δxn
δF2

δx1

δF2

δx2
... δF2

δxn

... ... ... ...
δFn

δx1

δF1

δx2
... δFn1

δxn


3.3.4 Méthode de Lyapunov

Méthode indirecte de Lyapunov

La méthode indirecte, aussi appelée première méthode de Lyapunov, considre á

linéairiser le système dynamique autour d’un point fixe x∗ et á tester la stabilité du

système.
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Théorème 3.1 Soit le système non lénaire (3.3), et soient λi, i = 0, 1, ..., n, les

valeur propres de la matrice jacobienne de F (.) au point d’équilibre x∗ du système

(3.3) est:

1. Asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres de la

matrice jacobienne sont de partie réelle strictement négative.

2. Instable (ou répulsif) si la matrice jacobienne admet au moins une valeur

propre au moins une valeur propre de partie réelle strictement positive

3. On ne peut pas conclure la stabiltê locale du point fixe si certaines valeurs

propres de la matrice jacobienne sont nuls

Théorème 3.2 Soit le système non lénaire (3.4), et soient λi, i = 0, 1, ..., n, les

valeur propres de la matrice jacobienne de F (.) au point fixe x∗ du système (3.4)

est:

1. Asymptotiquement stable si ∀i ∈ {0, 1, ..., n}, tel que ‖λi‖ < 1.

2. Instable (ou répulsif) si la matrice A admet au moins une valeur propre de

module strictement supérieur à l’unité. ∃i ∈ {0, 1, ..., n}, tel que ‖λi‖ > 1.

3. On ne peut pas conclure la stabiltê locale du point fixe si certaines valeurs

propres de la matrice A sont sur le cercle du rayon de l’unité et les autres à

l’intérieur.

Méthode directe de Lyapunov

Dans la méthode directe de Lyapunov, on cherche une fonction scalaire (de type

énergétique), que admet une différence négative. Cette fonction est appelée fonction

de Lyapunov.

Définition 3.7 Soit le système (3.3), la fonction de Lyapunov est une fonction

scalaire V : Rn → R, continue en x(t), tel que:

1. V (0) = 0,

2. V (x(t)) > 0, ∀x(t) 6= 0,

3. V (x(t))→ +∞ si ‖x(t)‖ → +∞.
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Exemple 3.1 Soit le système différentiel{
ẋ = −x3 − y2

ẏ = xy − y3

Nous étudions la stabilité en point d’équilibre (0, 0) avec une fonction de Lyapunov,

supposons V (x, y) = ax2 + by2 où a > 0, b > 0,

alors

V̇ (x, y) = 2axẋ+ 2byẏ

V̇ (x, y) = 2ax(−x3 − y2) + 2byxy − y3

donc

V̇ (x, y) = −2ax4 − 2axy2 + 2bxy2 − 2by4.

On pose a = b = 1 alors

V̇ (x, y) = −2x4 − 2y4 = −2(x4 + y4)

=⇒


V (x, y) = x2 + y2 > 0,∀(x, y) 6= (0, 0)

V (0, 0) = 0

V̇ (x, y) = −2(x4 + y4) < 0,∀(x, y) =6= (0, 0)

lim‖(x,y)‖→+∞ V (x, y) = +∞.

Alors (0, 0) est asymptotiquement stable.

Théorème 3.3 Le principe de la deuxiéme méthode de Lyapunov consiste à rempla-

cer l’étude de convergence de x(t) vers x∗ = 0, c’est-à-dire le point d’équilibre x∗ = 0

est asymptotiquement stable s’il existe une fonction de Lyapunov V : Rn → R, telle
que:

V̇ (x(t)) < 0, ∀x(t) 6= 0. (3.6)

C’est-à-dire la fonction de Lyapunov est strictement décroissante où V̇ (x(t)) = δV
δx
ẋ

et ẋ = dx
dt
.

Remarque 3.1 Si le point d’équilibre x∗ 6= 0, on s’y ramène par un changement de

variable du type x′(t) = x(t)− x∗.

Définition 3.8 Soit le système (3.4), la fonction de Lyapunov est une fonction

scalaire V : Rn → R, continue en xk, tel que:
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1. V (0) = 0,

2. V (xk) > 0, ∀xk 6= 0,

3. V (xk)→ +∞ si ‖xk‖ → +∞.

Théorème 3.4 Le principe de la deuxiéme méthode de Lyapunov consiste à rem-

placer l’étude de convergence de xk vers x∗ = 0, c’est-à-dire le point fixe x∗ = 0 est

asymptotiquement stable s’il existe une fonction de Lyapunov V : Rn → R, telle que:

∆V (xk+1, xk) = V (xk+1)− V (xk) < 0, ∀xk 6= 0. (3.7)

Remarque 3.2 Si le point fixe x∗ 6= 0, on s’y ramène par un changement de va-

riable du type x′k = xk − x∗.

Exemple 3.2 Soit le système différentiel de Lorenz suivant :
ẋ = 2(y − x)

ẏ = −xz + 1
2
x− y

ż = xy − 3z.

(3.8)

En étude la stabilité de point d’équilibre (0, 0, 0) de ce système

Posons

V (x, y, z) =
1

2
(αx2 + βy2 + γz2)

V̇ (x, y, z) = αxẋ+ βyẏ + γzż

V̇ (x, y, z) = 2αx(y − x) + βy(−xz +
1

2
x− y) + γz(xy − 3z)

alors

V̇ (x, y, z) = 2αxy − 2αx2 − βxyz +
1

2
βxy − βy2 + γxyz − 3γz2,

on pose β = γ alors

V̇ (x, y, z) = 2αxy − 2αx2 +
1

2
βxy − βy2 − 3βz2,

on pose β = γ = 2 et α = 1
2
alors

V̇ (x, y, z) = −x2 + 2xy − 2y2 − 6z2

V̇ (x, y, z) = −(x− y)2 − y2 − 6z2
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donc

V̇ (x, y, z) = −[(x− y)2 + y2 + 6z2] < 0 si (x, y, z) 6= (0, 0, 0)

La fonction de Lyapunov est

V (x, y, z) =
1

2
(
1

2
x2 + 2y2 + 2z2)

V est satisfaite les conditions de définition (3.7) alors le point d’équilibre (0, 0, 0)

est asymptotiquement stable.

3.3.5 Stabilité des points périodiques

Comme les points périodiques sont des points fixes de F p, alors:

Théorème 3.5 Soit x le point périodique d’un cycle d’ordre p: Si les valeurs propres

de la matrice DF p(x) sont des modules strictement inférieurs à l’unité, le cycle est

stable ; si la matrice DF p(x) admet au moins une valeur propre de module stricte-

ment supérieur à l’unité, le cycle est instable.

En dimension un, F : R→ R, est mp = F p(x∗) alors:

Théorème 3.6 Cas discret :Pour F : R→ R le cycle {x0, x1, ..., xp−1}:

1. Stable (ou attractif) si: |mp| < 1.

2. Instable (ou répulsif) si: |mp| > 1.

3. Indiférent si: |mp| = 1.

4. Super stable (ou super attractif) si: |mp| = 0.

mp s’appelle le multiplicateur de F du cycle {x0, x1, ..., xp−1} et mp =
∏i=p−1

i=0 F ′(xi),

oú F ′ =
dF

dx
.

3.4 Nature des points fixes et cycles

Pour caractériser la nature des points fixes et les cycles nous supposons que:
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a) Si la dimension de système (3.2) est égal à un, le multiplicateur d’un point fixe

x∗ est m = F ′(x∗) oú F ′ =
dF

dx
et le multiplicateur d’un cycle d’ordre p,

{x0, x1, ..., xp−1} est mp =
∏i=p−1

i=0 F ′(xi).

Un point fixe ou un cycle est dit stable (ou attractif) si |m| < 1 (|mp| < 1

respectivement), et instable (ou répulsif) si |m| > 1 (|mp| > 1 respectivement).

b) Si la dimension de système (3.2) supérieur un, les multiplicateurs d’un point fixe

x∗ ou d’un cycle d’ordre p sont les valeurs propres de la matrice Jacobienne

de F (x∗) ou de F p(xi).

Lorsque la dimension de système (2) est égal à deux, il existe deux valeurs propres

λ1 et λ2 alors la nature de point fixe ou cycle donnée comme suivante:

Cas continu

1) Col: Si λ1 et λ2 sont réels: λ1 < 0 < λ2.

Un col est un point instable:

2) Noeud: Si λ1 et λ2 sont réels

a- stable si λ2 < λ1 < 0,

b- instable si 0 < λ1 < λ2.

3) Foyer: Si λ1 et λ2 sont complexes conjuguées et λi,2 = α± iβ, β 6= 0,

a- stable si α < 0,

b- instable si α > 0,

c- centre si α = 0.

Cas discret

1) Col: Si λ1 et λ2 sont réels: |λ1| < 1 et |λ2| > 1.

Un col est un point instable:

a- de type 1 si λ1 > 0 et λ2 > 0,

b- de type 2 si λ1λ2 < 0,

c- de type 3 si λ1 < 0 et λ2 < 0.

2) Noeud: Si λ1 et λ2 sont réels

a- stable si |λi| < 1, i = 1, 2,
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b- instable si |λi| > 1, i = 1, 2.

3) Foyer: Si λ1 et λ2 sont complexes conjuguées et r = |λi|, i = 1, 2,

a- stable si r < 1,

b- instable si r > 1.

detA

TrA

∆=0 ∆=0: detA= 1
4

(TrA)2

Col

Noeud stable Noeud instable

foyer stable foyer instable

centre

ligne de points fixes stables Ligne de points fixes instables

Noeud dégénéré stable Noeud dégénéré instable

Origine

o

Figure 3.1 – Classification des portraits de phases dans le plan (detA,TrA) .

3.5 Exposants de Lyapunov

En régime chaotique, la distance entre deux trajectoires initialement proches tend

à augmenter à une vitesse exponentielle, puis à se stabiliser lorsque la distance atteint

une valeur limite de l’ordre du diamètre de l’attracteur. tant donné une précision

sur les mesures, le temps que mettent deux conditions initiales dont la distance à

l’origine est de l’ordre de cette précision constitue l’horizon prédictif du système.

Les exposants dits de Lyapunov permettent de mesurer ce taux de divergence.

La mesure du plus grand exposant de Lyapunov nécessite d’itérer la dynamique du

modèle pour deux conditions initiales très proches, et de mesurer au bout d’un temps

fini la distance entre ces deux trajectoires. Pour que ce calcul soit valable, il faut
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bien sûr que ces deux conditions initiales soient situées à proximité de l’attracteur.

Une erreur ε0 > 0 sur la condition initiale va évoluer exponentiellement et l’erreur,

à un instant t, aura l’expression suivante : |ε(t)| = ε0e
λt. On peut calculer la valeur

de λ, appelé exposant de Lyapunov, grâce aux méthodes développees par Alexandre

Lyapunov.

3.5.1 Exposant de Lyapunov pour un système de dimension

égale a un

Soit un système dynamique de dimension égal un. donné par une application

discrète f : R→ R telle que

xk+1 = f(xk), k = 0, 1, 2, .... (3.9)

Soit x0 une condition initiale x0, un accroissement δx0, (avec δx0 → 0) afin d’obtenir

une seconde initiale proche x′0 telle que:

x′0 = x0 + δx0.

On utilise les deux premiers termes d’un développement en séries de Taylor on a ;

f(x′0) = f(x0 + δx0) = f(x0) + f ′(x0).δx0. (3.10)

En remplaçant dans (3.10) on obtient

δx1 = f ′(x0).δx0 tel que δx1 = x′1 − x1, (3.11)

où x1 = f(x0) et x′1 = f(x′0). Nous prenons à nouveau l’image par f des deux

membres de (3.11) on obtient

f(x′1) = f [f(x0 + δx0)] = f [f(x0)] + f ′[f(x0)].δx0, (3.12)

donc

f(x′1) = f 2(x0) + f ′[f(x0)].δx0, (3.13)

donc le premier itéré de f sur x′1, il vient

f(x′1) = f(x1) + f ′(x1).δx1. (3.14)
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En introduisant (3.10) dans (3.14), nous obtenons l’équation suivante:

f(x′1) = f(x1) + f ′(x1).f ′(x0).δx0. (3.15)

On suppose ainsi

δx2 = f ′(x1).f ′(x0).δx0, (3.16)

alors l’équation (3.15) est équivalent l’équation suivante

f(x′1) = f(x1) + δx2. (3.17)

Nous généralisons l’équation (3.16) à une étape d’itération quelconque k en écrivant

δxk =

(
m=k−1∏
m=0

f ′(xm)

)
.δx0. (3.18)

En supposant |δxk| ≈ (γ)k|δx0|, l’évolution est obtenue par un taux effectif γ par

pas d’itération, qui est donné par l’équation (3.18) avec l’équation ( 3.19 ).

lim
k→+∞

(
|δxk
δx0

|
) 1

k

= lim
k→+∞

(
m=k−1∏
m=0

|f ′(xm)|

) 1
k

. (3.19)

Après logarithme de l’équation ( 3.19 ), nous obtenons l’exposant de de Lyapunov,

λ = log(γ) = lim
k→+∞

1

k

m=k−1∑
i=0

log(|f ′(xi)|), (3.20)

λ = log(γ) = lim
k→+∞

1

k

m=k−1∑
i=0

log(|f ′(xi)|). (3.21)

Pour λ ≤ 0 la trajectoire de l’évolution du système peut tendre vers un point

fixe, avoir un comportement périodique (ou quasi-périodique).

Pour λ > 0 le système est chaotique.

Pour λ→∞ le système devient aléatoire.

3.5.2 Exposants de Lyapunov pour un système de dimension

supérieure strictement à un

Soit le système dynamique de dimension n défini par:{
xk+1 = F (xk), k = 0, 1, 2, ....

x0 est la condition initiale,
(3.22)
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où F une application de Rn dans Rn. Pour le calcul des exposants de Lyapunov,

la méthode est la suivante. On remarque la trajectoire du point initial x0 et celui

de un point très proche, x0 + ε0 (x0 et x0 + ε0 sont des vecteurs d’espace d’état).

L’évolution du système est décrite par l’application F . D’abord, la distance entre

les deux points est déterminée par la norme de ε0. Après itération, la distance entre

les deux points de trajectoires est donnée comme suivante:

‖ε1‖ = ‖F (x0 + ε0)− F (x0)‖ = ‖J(x0)ε0‖, (3.23)

où J(x0) est la matrice jacobienne de F évaluée en x0.

Aprés généraliser l’équation (3.23) une étape d’itération quelconque k, nous écri-

vons
‖εk‖ ≈ ‖J(xk−1)J(xk−2)...J(x0)ε0‖

≈ ‖
i=k−1∏
i=0

J(xi)‖.‖ε0‖,
(3.24)

où
∏i=k−1

i=0 J(xi) = J(xk−1)J(xk−2)...J(x0).

On définit alors les n exposants de Lyapunov avec la limite suivante:

λ = lim
k→+∞

lim
ε0→0

1

k
log

(
‖εk‖
‖ε0‖

)
= lim

k→+∞
lim
ε0→0

i=k∑
i=1

1

k
log

(
‖εi‖
‖εi−1‖

)
. (3.25)

Puisque l’application F n’est pas connue, la procédure de calculer les exposants de

Lyapunov sera composé à estimer les matrices jacobiennes à partir des données. Ce

n’est pas possible pour des problèmes d’instabilité numérique et une autre procé-

dure doit être appliquée. Wolf et al. [1985] ainsi que Eckmann et Ruelle [1985] ont

présentés des algorithmes performants pour les séries temporelles.

3.5.3 Méthode de Wolf

Soit un système dynamique discret de dimension n défini par (3.22).

On définit la suite de vecteurs:

vi(k + 1) = J(k)vi(k), k = 0, 1, 2, ..., n. (3.26)

où J(k) est la Jacobienne de F au point xk.
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Alors après n itération le système (3.26) devient:

vi(k + 1) = J(k)J(k − 1)...J(0)vi(0), k = 0, 1, 2, ..., n (3.27)

dans le système (3.26), la longueur du premier axe principal augmente comme e(λ1k),

la zone définie par les deux premiers axes principaux augmente comme e((λ1 +λ2)k),

le volume défini par les trois premiers axes principaux augmente comme e((λ1 +λ2 +

λ3)k)... ect, et immédiatement:

λi ≈ lim
N→+∞

1

N
log

(
‖v1‖
‖v0‖

.
‖v2‖
‖v1‖

...
‖vN‖
‖vN−1‖

)
. (3.28)

Pour k = 0, les vecteurs vi, i = 1, 2, ..., n sont définis par:

v1 = (1, 0, 0, 0, ..., 0)

v2 = (0, 1, 0, 0, ..., 0)
...

vn = (0, 0, 1, 0, ..., 0).

Pour éviter la divergence, à chaque itération les vecteurs vi(k), v2(k), ..., vn(k) seront

orthonormés par le procédé de Gram-Schmidt.

Alors, le i-ème approximation de l’exposant de Lyapunov est défini en application

du taux de croissance du i-ème axe principal vi par la formule:

λi ≈ lim
N→+∞

1

N
log
‖vN‖
‖v0‖

, où i = 1, 2, ..., n. (3.29)

En conséquence, ils peuvent, en temps fini, être supèrieurs en valeur absolue à leur

valeur en temps infini qui est utilisée habituellement et qui est obtenu avec la mé-

thode de alan Wolf.

Remarque 3.3 Pour un système non chaotique, les exposants de Lyapunov sont

tous inférieurs ou égaux à zéro et leur somme est négative. Un attracteur étrange

possèdera toujours au moins trois exposants de Lyapunov, existe au moins un expo-

sant positif.
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Chapitre 4

Systèmes dynamiques chaotiques

4.1 Définition mathématique du chaos

Il existe plusieurs définitions possibles du chaos, allant de la théorie ergodique, à

l’approche topologique. Nous choisirons cette dernière car elle a le mérite de mettre

en exergue trois concepts véritablement clés dans un comportement chaotique : im-

prédictibilité, irréductibilité et un élément de régularité.

L’évolution de système dynamique est imprédictible en ce sens qu’elle est sensible

aux conditions initiales. Il est en particulier clair que la moindre erreur ou simple

imprécision sur la condition initiale interdit de décider à tout temps quelle sera la

trajectoire effectivement suivie et, en conséquence, de faire une prédiction autre que

statistique sur le devenir à long terme du système. Ainsi, bien que l’on traite de sys-

tèmes déterministes, il est impossible de prévoir à long terme leurs comportements

s’ils sont chaotiques. La seule manière est d’opérer effectivement l’évolution du sys-

tème. Si cette simulation se fait numériquement, un problème de précision sur les

conditions initiales se pose alors de petites erreurs d’arrondis dues à la précision du

type de la variable codant ces conditions initiales peuvent exponentiellement s’am-

plifier de telle sorte que la trajectoire de phases obtenue n’est pas représentative de

la réalité.

Exemple
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Soit le système dynamique suivant :
dx

dt
= f(x, t)

x(t0) = x0

(4.1)

où x ∈ Rn, est le variable d’état, et f une application à deux variables x et t, et

soit φt(x0) la solution de l’équation (2.1) qui passe par x0 quand t = t0.

4.1.1 Point limite positif

Définition 4.1 Un point y ∈ Rn et dit appartenant au point limite positif d’un

point x ∈ Rn, si pour tout voisinage U de y on a, φt(x0), tend vers U quand t tend

vers l’infini.

4.1.2 Ensemble limite positif

Définition 4.2 L’ensemble L(x) de tous les points limites positifs de x est appelé :

l’ensemble limite positif de x.

Une autre définition de L(x) est donnée par :

L(x) = {y ∈ Rn,∀ε > 0,∀t0 ∈ R+,∃t ≥ t0, tel que |f(x, t)− y| ≤ ε} (4.2)

4.1.3 Ensemble limite attractif

Définition 4.3 Un ensemble limite L est dit attractif, s’il existe un voisinage ouvert

U de L tel que : L(x) = L, pour tous x ∈ U .

4.1.4 Bassin d’attraction

Définition 4.4 On appelle bassin d’attraction d’un ensemble A ⊂ Rn, l’ensemble

défini par : B(A) = {x ∈ Rn/A tel que : L(x) ⊂ A}.
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4.1.5 Ensemble limite positif non-stable

Définition 4.5 On dit qu’un ensemble limite positif L est non stable, s’il existe au

moins une trajectoire qui n’appartient pas à L, qui est attiré par L, et il existe au

moins une trajectoire dans le voisinage L de qui n’est pas attirée par L.

4.1.6 Ensemble invariant

Définition 4.6 Un ensemble A est invariant dans Rn sous l’action du flot φt si et

seulement si φt(x) ∈ A : pour tout x ∈ A.

4.1.7 Ensemble indécomposable

Définition 4.7 Un ensemble A fermé et invariant de Rn est indécomposable si :

pour tout couple de points (x, y) ∈ A2, et pour tout ε > 0, il existe une suite de

points (xk)k=0,m tel que : x0 = x et xm = y, et une suite de temps (tk)k=0,m, tk ≥ 1

tel que : |f(xk−1, tk)− xk| ≤ ε.

Cette série de définition nous permet de donner des définitions assez claires sur le

phénomène du chaos.

Définition 4.8 L’application F : J −→ J possède une sensibilité aux conditions

initiales s’il existe δ > 0 tel que, pour un certain x ∈ J et un certain voisinage

V ⊂ J de x, il existe y ∈ V tel que ‖ fn(x)− fn(y) ‖> δ.

Avant d’entamer la notion d’irréductibilité, il est nécessaire d’introduire la notion

d’ensemble dense.

4.1.8 Ensemble dense

Définition 4.9 Supposons que X est un ensemble et Y un sous-ensemble de X. Y

est dense dans X si, pour n’importe quel élément x ∈ X, il existe un élément y dans

le sous-ensemble Y arbitrairement proche de x, c’est-à-dire si la fermeture de Y est

égale à X : Ȳ = X. Ce qui revient à dire que Y est dense dans X si pour tout

x ∈ X on peut trouver une séquence {yn} ∈ Y de points {yn} ∈ Y qui convergent

vers x. Pour exemple, l’ensemble des nombres rationnels et l’ensemble des nombres

irrationnels sont denses dans l’ensemble des nombres réels.
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• L’irréductibilité empêche le système chaotique d’être décomposé en sous-systèmes

(sous-ensembles ouverts invariants) qui n’interagissent pas sous l’application. Cette

propriété s’appelle la transitivité topologique. Autrement dit, une application transi-

tive topologiquement possède des points qui évoluent d’un petit voisinage arbitraire

vers n’importe quel autre.

• Notons qu’une application possédant une orbite dense est transitive topologique-

ment et que l’inverse est également vrai.

Définition 4.10 L’application f : J −→ J est dite transitive topologiquement si

pour toute paire d’ensembles ouverts U, V ⊂ J , il existe k > 0 tel que fk(U)∩V 6= ∅.

• Contrairement aux comportements purement aléatoires, les systèmes chaotiques

possèdent une certaine régularité qui se traduit par le fait que les points périodiques

sont denses. La densité des points périodiques exprime l’infinité des comportements

dynamiques que prodigue le chaos. Nous sommes maintenant prés pour donner une

définition, ou plutôt une caractérisation du chaos :

Définition 4.11 Soit un ensemble V , l’application f : J −→ J est dite chaotique

sur V si

1. f possède une sensibilité aux conditions initiales,

2. f est topologiquement transitive,

3. les points périodiques sont denses dans V .

• Cette définition est certainement la plus intéressante car les concepts sur les-

quels elle repose sont facilement observables. De plus, elle s’applique à un très grand

nombre de systèmes dynamiques chaotiques et dans certains cas elle est même faci-

lement vérifiable.

En générale il n’y a pas de définition rigoureuse du chaos, car ce phénomène est plus

une notion philosophique qu’une notion scientifique. On peut observer le phénomène
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du chaos dans plusieurs domaines, mais comment le formaliser ?. La réponse est

négative car jusqu’à l’heure actuelle, il n’existe pas une théorie générale qui donne

une explication ou une caractérisation finale de ce phénomène. Tout ce qu’il est pos-

sible de dire est qu’il existe plusieurs critères physiques qui permettent de confirmer

qu’un système est chaotique. Notons qu’il existe quelques définitions du chaos, mais

elles restent restrictives, la plus efficace du point de vue pratique est celle donnée

dans 66 : Le chaos se produit quand le comportement du système, n’est pas un point

d’équilibre, n’est pas périodique, n’est pas quasi-périodique.

4.1.9 Chaos

La notion de «chaos» en systèmes dynamiques, contrairement à sa signification

usuelle de désordre total, se réfère à une situation où les orbites ne convergent pas

vers une orbite périodique ou quasi-périodique, et où l’évolution des orbites est

imprévisible à un certain point, ou leur comportement est sensible aux conditions

initiales. Les premiers exemples étudiés furent — entre autres — l’attracteur de

Lorenz, l’application logistique et l’application de Hénon.

Définition 4.12 (Orbite chaotique) L’orbite de x, {fn(x)/n ≥ 0}, est sensible

(ou chaotique) s’il existe une constante C > 0 telle que

∀q ∈ ω(x), ∀ε > 0, ∃n1, n2, n > 0/ d(fn1(x), q) < ε,

d(fn2(x), q) < ε et d(fn1+n(x), fn2+n(x)) > C.
(4.3)

Une orbite asymptotique à une orbite périodique ou quasi-périodique n’est pas

chaotique au sens où si fn1(x) et fn2(x) sont proches, alors fn1+n(x) et fn2+n(x)

restent proches pour tout n ≥ 0.

Une orbite sensible est également imprévisible dans la mesure où savoir qu’un

point y de l’orbite est extrêmement proche de q ∈ ω(x) n’est pas suffisant pour

prédire le futur de y à une distance C près.

Définition 4.13 (Expansivité) Un homéomorphisme f : X → X est expansif s’il

existe une constante δ0 > 0 telle que pour tous x, y ∈ X, x 6= y, il existe n ∈ Z tel

que d(fn(x), fn(y)) > δ0.
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Dans l’ensemble stable d’un attracteur hyperbolique non-trivial, de même que l’on

a une forte sensibilité aux conditions initiales 1, on peut montrer que l’ensemble des

points ayant une orbite chaotique a une mesure de Lebesgue totale.

Définition 4.14 (Dynamique chaotique) Un système dynamique (X, f) est sen-

sible (ou a une dynamique chaotique) lorsque l’ensemble des points ayant une orbite

chaotique a une mesure de Lebesgue non-nulle 2.

Cependant, le chaos ainsi défini ne doit pas être interprété comme une totale

imprédictibilité. En effet, on observe numériquement, pour certains systèmes chao-

tiques, que pour toute condition initiale prise dans un certain ouvert, on obtient le

même ensemble ω-limite. Ceci conduit à la notion d’attracteur étrange.

Définition 4.15 (Attracteur étrange) Une partie compacte A de X est un at-

tracteur étrange s’il existe un ouvert U et N ⊂ U de mesure de Lebesgue nulle tel

que ∀x ∈ U\N , ω(x) = A et l’orbite de x est chaotique.

Un exemple d’attracteur étrange est l’attracteur de Hénon. On appelle parfois

également attracteur étrange un attracteur A tel que f a une dépendance sensible

aux conditions initiales avec probabilité totale sur B(A) × B(A) (où B(A) est le

bassin d’attraction de A.

Une dernière notion importante est celle de dynamique chaotique persistante,

qui traduit que de petites perturbations de f ont, avec une probabilité positive, une

dynamique chaotique. Cette définition a un sens lorsque par exemple f = fα est

paramétrée par α ∈ Rn, car alors on dispose de la mesure de Lebesgue sur l’espace

des paramètre α. De façon plus restrictive, on peut demander la persistance d’une

dynamique chaotique dans un voisinage ouvert de f .

Chaos et simulations numériques Il est problématique de vouloir observer ou

même caractériser un comportement chaotique lors d’une simulation numérique.

Comment en effet mettre en évidence un tel phénomène malgré la précision finie

d’un ordinateur ? Celle-ci a plusieurs conséquences majeures.

1. Comme l’indique la propriété d’expansivité ??
2. Cette définition n’a de sens que lorsque X est une variété, pour que les ensembles de mesure

de Lebesgue nulle soient définis.
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Tout d’abord, les erreurs d’arrondi font que l’on n’observe que des pseudo-orbites.

Si le système étudié possède une propriéte de pistage, comme c’est le cas avec les sys-

tèmes uniformément hyperboliques, on a de quoi être partiellement rassuré. Il reste

cependant des cas (par exemple le doublement de l’angle) où les orbites qu’un ordi-

nateur peut pister ne sont pas des orbites typiques du système. De même, lorsque les

orbites calculées sont bornées, toutes les pseudo-orbites observées sont périodiques

(même si la période est très longue), en raison du nombre fini de décimales que

l’on peut calculer. Il faut donc fixer (arbitrairement) un seuil pour séparer orbites

périodiques et non-périodiques.

Un deuxième effet est que l’on ne peut observer que le comportement en temps

fini. Comment alors être sûrs qu’il s’agit bien du comportement stationnaire, et non

d’un régime transitoire très long ? Il nous faut en effet fixer un seuil à partir duquel

on observe la dynamique «à l’infini». Le choix de ce seuil est crucial pour éviter des

erreurs, tout en limitant la durée des calculs.

Enfin, lorsque l’on étudie un système dépendant de paramètres réels, il faut

garder à l’esprit que l’on ne peut observer celui-ci que sur un ensemble de mesure

nul, l’ensemble des rationnels. C’est tout l’intérêt de considérer la persistance de

la dynamique dans un voisinage ouvert, Q étant dense dans R. Ce problème peut

cependant se ramener à celui du lien entre pseudo-orbites et vraies orbites si la famille

(fα)α∈R dépend continûment de α pour la topologie de la convergence uniforme sur

X, car alors une orbite sous fα+ε est une pseudo-orbite sous fα si ε est assez petit.

4.2 Chaos au sens de Li et Yorke

La première définition mathématique du chaos est donnée en 1975 par les ma-

thématiciens Li et Yorke. Voir [?] est donnée avec une application définie à temps

discret de dimension un comme suit:

xk+1 = f(xk), x ∈ R, k = 0, 1, 2, ..., (4.4)

où f une application de R dans R
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4.2.1 Théorème de Li et Yorke

Soit I ⊂ R et f : I → I, une application continue. On suppose qu’il existe un

point a ∈ I tel que:

b = f(a), c = f 2(a), d = f 3(a),

d ≤ a < b < c,

ou

d ≥ a > b > c.

Alors

1) Pour chaque k = 1, 2, ..., il y à un point périodique de période k,

2) L’ensemble S ⊂ I ne contient pas de points périodiques qui satisfassent les

conditions suivantes:

i) Pour chaque p, q ∈ S avec p 6= q,

lim sup
k→∞

|fk(p)− fk(q)| > 0,

et

lim inf
k→∞

|fk(p)− fk(q)| = 0.

ii) Pour chaque p ∈ S et un point périodique q ∈ I avec p 6= q,

lim sup
k→∞

|fk(p)− fk(q)| > 0.

Le cas de la dimension égale à un, le système dynamique (4.4) qui satisfait les

conditions ci-dessus est dit chaotique au sens de Li et Yorke.

Le théorème peut être généralisé par supposition que f : R→ R, et que f(I) ⊂ I.

De plus, la fonction f doit satisfaire:

f(I) ∩ I 6= ∅, (4.5)

afin qu’il contienne les points a, b, c et d.
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4.3 Chaos au sens de Devaney

Soit fm une fonction définie dans S vers S où S ⊂ X, (X espace topologique)

satisfaite:

fm = f(fm−1),m = 1, 2, ..., (4.6)

et

f 0 = Identité.

On appelé un point x∗ ∈ S périodique d’une période m s’il satisfait:

x∗ = fm(x∗), mais x∗ 6= fk(x∗), pour 1 < k ≤ m, (4.7)

si m = 1, alors le point x∗ est appelé un point fixe de f .

4.3.1 Théorème de Devaney

On dit que l’application f : S → S est de comportement chaotique si

i) L’application f est sensible aux conditions initiales, c’est-à-dire ∀x ∈ S et au

voisinage de x dans S, il existe un δ > 0 tel que:

|fm(x)− fm(y)| > δ, (4.8)

pour y ∈ S et pour m ≥ 0.

ii) L’application f est topologiquement transitive, c’est-à-dire pour toute paire de

sous-ensembles ouverts U, V ⊂ S, il existe un nombre entier m > 0 tel que:

fm(U) ∩ V 6= ∅. (4.9)

iii) Les points périodiques de l’application f sont denses dans S.

4.3.2 Exemples de systèmes chaotiques au sens de Devaney

Notation 1 L’opération mod (modulo) est une relation binaire qui associe à deux

valeurs naturels le reste de la division euclidienne du premier par le second, le reste

de la division de a par n (n 6= 0) est noté a mod n.
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Exemple 4.1 .(Le doublement de l’angle). L’itérations de doublement de l’angle

est donnée avec l’opération modulo. Voir [?], comme suivante:

f : [0, 1[→ [0, 1[

x 7→ 2x(mod 1).

Le comportement de l’application de doublement de l’angle est chaotique au sens de

Devaney.

Les Figures de l’application doublement de l’angle, et des exemples d’itérations

d’application, sont données dans la Figure 4.1.
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Figure 4.1 – La fonction de doublement de l’angle.
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Exemple 4.2 .(Application tente). L’application tente. Voir [?] est définie sur

[0, 1] par:

T (x) =

{
2x, si x ∈ [0, 1

2
]

2(1− x), si x ∈ [1
2
, 1].

Le système dynamique de l’application tente est un système chaotique au sens de

Devaney.

La courbe de l’application tente, et des exemples d’itérations du système dyna-

mique associé, sont données dans la Figure 4.2.
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Figure 4.2 – La fonction tente.

Exemple 4.3 .(Le chat d’Arnold (1968)). L’application de chat d’Arnold (ar-

nold utilisait le mot cat comme abréviation de automorphismes continus du tore)
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Voir [?] est définie sur [0, 1]2 par:{
xk+1 = (xk + yk) mod 1

yk+1 = (xk + 2yk) mod 1.
(4.10)

Il est possible de montre que (4.10) est de comportement chaotique au sens de De-

vaney. Voir la Figure 4.3.
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Figure 4.3 – Itérations du chat d’Arnold.

4.4 Chaos au sens de Marotto

Considérons le système dynamique discret de dimension égale à n défini par:

xk+1 = F (xk), k = 0, 1, 2, ..., (4.11)

oú xk ∈ Rn et F : Rn → Rn une application continue. Soit B(x, r) la boule ouverte

de Rn de centre x et de rayon r et B(x, r) est la boule fermée. Ensuite, si F est

différentiable en B(x∗, r).

Notation: Nous présentons d’abord la notion de snap-back répulsif. Un snap-

back répulsif est un point fixe autour duquel se trouve une région telle que toute

trajectoire commençant à l’intérieur (même arbitrairement proche du point fixe),
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x0

x∗

B(x∗, r)

Figure 4.4 – Diagramme d’un point snap-back (de retour) répulsif. Le point x∗ est

un snap-back répulsif.

s’éloigne d’abord du point fixe (c’est-à-dire qu’elle est repoussée par lui), mais après

avoir quitté la région saute sur le point fixe.

Marotto a affirmé que dans ce qui les suivantes:

Définition 4.16

(A) Soit F une application différentiable sur B(x∗, r). Le point x∗ ∈ Rn est un

expansion du point fixe de F sur B(x∗, r), si F (x∗) = x∗ et toutes les valeurs

propres de DF (y) sont supérieures à 1 en norme ∀y ∈ B(x∗, r).

(B) Supposons que x∗ est un expansion du point fixe de F sur B(x∗, r) pour un

certain r > 0. Alors, on dit que x∗ est snap-back répulsif de F s’il existe un

point x0 ∈ B(x∗, r) avec x0 6= x∗, tel que Fm(x0) = x∗ et le déterminant

|DFm(x0)| 6= 0 pour un entier m > 0.

4.4.1 Théorème de Marotto 1978

Théorème 4.1 Si F possède un point snap-back répulsif, alors, le système (4.11)

est chaotique. Voir [?]. Autrement dit, il existe

(i) Un entier positif N , tel que pour chaque entier p ≥ N , F admet un point pério-

dique de période p.
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(ii) Il existe un ensemble brouillé de F , à savoir un ensemble indénombrable S ne

contenant aucun point périodique de F , tel que

(a) F (S) ⊂ S.

(b) Pour chaque x, y ∈ S avec x 6= y,

lim
k−→+∞

‖F k(x)− F k(y)‖ > 0.

(c) Pour chaque x ∈ S et n’importe quel point périodique y de F ,

lim
k−→+∞

sup ‖F k(x)− F k(y)‖ > 0.

(iii) Il existe un sous-ensemble indénombrable S0, de S tel que pour chaque x, y ∈
S0,

lim
k−→+∞

sup ‖F k(x)− F k(y)‖ = 0.

Dans le cas unidimensionnel, l’existence d’un snap-back répulsif dans F est équiva-

lente à l’existence d’un point périodique de période 3 de F n pour un certain entier

positif n, comme indiqué dans la Remarque 3.1 de la référence de Marotto [?].

Le théorème de Marotto est le meilleur pour prédire et analyse de chaos discret

dans les systèmes dynaniques multidimensionnels à ce jour, il existe une erreur

dans un condition du théorème de Marotto original (Marotto 1978) donné dans

la référence [?]. comme les exemples suivantes.

Exemple 4.4 Soit p = (x, y) est un vecteur arbitraire sur un espace de dimension

égale à 2. Il est sûr de trouver une carte linéaire, par lequel le vecteur p est utilisé

pour diminuer dans la norme euclidienne. Voir Figure 4.5.

Dans la Figure 4.5, on peut trouver qu’un vecteur arbitraire est réduit en norme

euclidienne par une carte linéaire dont les valeurs propres sont supérieures à 1 avec

valeurs absolues. En fait, étant donné un vecteur, nous pourrons construire un cercle

de centre Oet de rayan ‖p‖. Et il est facile de trouver deux vecteurs unitaires ζ1, ζ2

et l’angle entre eux comme sur la figure 4.5, p = ‖OP1‖ζ1 + ‖OP2‖ζ2, nous pouvons

facilement choisir un vecteur q qui est au-dessus de la ligne AP1 et dans le cercle O.

Soient λ1 = ‖OQ1‖/‖OP1‖ etλ2 = ‖OQ2‖/‖OP2‖, ainsi, nous obtenons une carte

linéaire W = (ζT1 , ζ
T
2 )diag{λ1, λ2}(ζT1 , ζT2 )−1. Évidemment, les deux valeurs de W
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Figure 4.5 – Un vecteur arbitraire réduit dans la norme euclidienne par une carte

linéaire

sont supérieures à 1, et ‖W.p‖ = ‖q‖ ≤ ‖p‖. Cela conduit au fait que toutes les

valeurs propres étant supérieures à 1 ne pouvaient pas garantir l’expansibilité d’une

carte linéaire au sens de la norme euclidienne.

Remarque 4.1 Chen et autres . donné une nouvelle norme différente de la norme

euclidienne pour garantir l’expansibilité de la carte F au voisinage de son point fixe.

Et il a également modifié la définition du point réplisif snap-back [Chen 1998].

Sur la figure 4.6, S est un voisinage de x∗ au sens de la norme euclidienne et

|λ(DF (x))| > 1 pour tout x ∈ S. SP désigne un voisinage de x∗ au sens de P -norme

donnée par Chen [1998], et elle dépend absolument du point fixe et de la P -norme

Si existe un point z ∈ Sp satisfaisant à la définition du point réplisif snap-back, nous

pourrions conclure que la carte non linéaire F est chaoique au sens de Marotto.

Alors que, s’il existe un point Z ∈ S, est itéré vers le point fixe x∗ en temps fini,

nous remarquons par erreur Z comme un point réplisif snap-backr, cependant, ce

n’est pas vraiment le cas, parce que |λ(DF (x))| > 1 (pour tout x ∈ S) n’implique

pas que la carte non linéaire F est satisfait la condition (A) de la définition 4.16 au

voisinage de S mais c’est dans le voisinage local de chaque point de S. L’exemple
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S

x∗SP

K

Réplisif snap-back

+
Z

Z

(de retour)

Figure 4.6 – Le voisinage local d’un point fixe instable x∗ et |λ(DF (x))| > 1.

suivant montre l’idée de construction d’une telle carte non linéaire dans des espaces

à deux dimensions.

Exemple 4.5 Nous considérons de la transformation de deux dimensions suivante :{
xn+1 = f(xn, yn)

yn+1 = g(xn, yn), n = 0, 1, ....
(4.12)

suppospns (x∗, y∗) est le point fixe de la transformation, c’est-à-dire x∗ = f(x∗, y∗)

et y∗ = g(x∗, y∗). On note S le voisinage de (x∗, y∗), et |λ(DF (x))| > 1 pour tout

x ∈ S où F (x) = (f, g)T . Sur la figure 4.7, notons C1 la projection de la courbe

d’intersection entre l’espace z = x∗ et z = f(x, y), et on note C2 la projection de la

courbe d’intersection entre l’espace z = y∗ et z = g(x, y). Evidemment, l’intersection

de ces deux projections C1 et C2 est le point fixe (x∗, y∗). S’il existe autre point

d’intersection z sur C1 et C2 au voisinage S, alors la transformation de F (x) n’est

pas satisfait la condition (A) de la définition 4.16 sur S. En fait, cela pourrait être

accompli parce que nous pourrions définir arbitrairement et en continu la matrice

jacobienne DF (x) le long des courbes intersécantes.

(
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Figure 4.7 – Une transformation 2-dimensionnelle non linéaire dans l’espace.

Remarque 4.2 Lin et al. [?] a remplacé la condition (A) de Marotto par la condi-

tion suivante :

(C) Pour chaque x ∈ Br(x0) avec la norme euclidienne ‖.‖2, toutes les valeurs

propres de (DF (x))TDF (x) est supérieur à 1.

Dans la preuve de référence. [?], proposition 1 de la section 2.3, pour montrer

que la condition (C) implique (B), c’est-à-dire que F est en expansion dans Br(x0),

ils ont utilisé la formule de valeur moyenne suivante :

F (x)− F (y) = DF (y + θ(x− y))(x− y) pour x, y ∈ Br(x0),

où θ est une constante dans (0, 1). Il est bien connu que la formule de valeur moyenne

ne satisfait pas en général pour de plusieurs variables. Un exemple simple est donné
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par F (x1, x2) = (x2
1, x

3
2), x = (1, 1)T , y = (0, 0)T . Autrement, nous remarquons

que la condition (C) n’implique pas la condition (B) en général, comme le montre

l’exemple suivant.

Exemple 4.6 Considerons l’application non linéaire suivante :

F : R2 −→ R2 ,

F (x, y) = (e2x sin(2πy) + 2, e2x cos(2πy)− e4)T .
(4.13)

Il est clair que (x0, y0) = (2, 0) est un point fixe de F . Autrement, F est continûment

différentiable sur R2 et

DF (x, y) = 2e2x

(
sin(2πy) π cos(2πy)

cos(2πy) −π sin(2πy)

)
.

Alors

(DF (x))TDF (x) = 4e4x

(
1 0

0 π2

)
.

Par conséquence, toutes les valeurs propres de (DF (x))TDF (x) sont supérieures ou

égales à 4 pour tout (x, y)T ∈ B2(x0, y0) avec la norme ‖.‖2. Toutefois, en définissant

(x1, y1) = (2, 1), il est clair que (x1, y1)T ∈ B2(x0, y0) et F (x1, y1) = (x0, y0)T , ce qui

implique que

‖F (x1, y1)− F (x0, y0)‖2 = 0 < 1 = ‖(x1, y1)T − (x0, y0)T‖2.

Le théorème de Marotto (1978) est a été corrigée récemment et une version

modifiée de ce théorème important est donné par Shi et Chen (2004b). Voir [?],

comme suivante:

4.4.2 Une version modifiée du théorème de Marotto

Théorème 4.2 Voir [?].

Soit l’application F : Rn −→ Rn et x∗ ∈ Rn un point fixe, on suppose que:

(i) F (.) est continûment différentiable au voisinage de x∗ sur la boule B(x∗, r), avec

le rayon r > 0, telle que toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne

DF (x∗) sont strictement supérieures à 1 en valeurs absolues, ce qui implique

qu’il existe une constante positive r, telle que F est un expansion sur B(x∗, r))

avec la norme ‖.‖, et
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(ii) x∗ est un snap-back répulsif dans F avec Fm(x0) = x∗ pour un certain x0 ∈
B(x∗, r) où x0 6= x∗, et un certain entier positif m. De plus, F est continûment

différentiable dans certains voisinages de x0, x1, ..., xm−1, respectivement, et le

déterminant |DF (xj)| 6= 0 pour 0 ≤ j ≤ m − 1, où xj = F (xj−1), 0 ≤ j ≤
m− 1.

Si les conditions (i) et (ii) sont satisfaites alors l’application F est chaotique.

À partir les Théorèmes 4.1 et 4.2 ci-dessus, nous pouvons facilement conclure que le

résultat du Théorème de Marotto (Théorème 4.1) est valable si toutes les hypothèses

du Théorème 4.2 sont satisfaites. Il peut être considéré comme une nouvelle version

modifiée du théorème de Marotto, qui se résume comme suivante:

Théorème 4.3 (Une version modifiée du théorème de Marotto. Voir [?])

Soit l’application F : Rn −→ Rn avec un point fixe x∗ ∈ Rn. Si les hypothèses (i)
et (ii) dans le théorème 4.2 sont satisfaites, alors le résultat dans le Théorème 4.1

est valable, c’est-à-dire que le système (4.11) est chaotique dans le sens suivant:

(i) Un entier positif N , tel que pour chaque entier p ≥ N , F admet un point pério-

dique de période p.

(ii) Il existe un ensemble brouillé de F , à savoir un ensemble indénombrable S ne

contenant aucun point périodique de F , tel que

(a) F (S) ⊂ S.

(b) Pour chaque x, y ∈ S avec x 6= y,

lim
k−→+∞

‖F k(x)− F k(y)‖ > 0.

(c) Pour chaque x ∈ S et n’importe quel point périodique y de F ,

lim
k−→+∞

sup ‖F k(x)− F k(y)‖ > 0.

(iii) Il existe un sous-ensemble indénombrable S0, de S tel que pour chaque

x, y ∈ S0,

lim
k−→+∞

sup ‖F k(x)− F k(y)‖ = 0.
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4.5 Caractérisation du chaos temporel

Ce paragraphe est consacré à quelques outils servant à rendre quantitatives les

observations faites sur des systèmes chaotiques. L’extension au cas chaotique des

notions d’instabilité et de taux de divergence conduit à la définition du spectre d’ex-

posants de Lyapunov. La description déterministe des systèmes chaotiques perdant

une bonne partie de son intérêt du fait de l’absence de prédictibilité à long terme,

nous en profiterons pour introduire quelques éléments de description statistique des

attracteurs étranges. Ensuite nous traiterons de la caractérisation géométrique des

attracteurs, ce qui nécessitera l’introduction de dimensions fractionnaires ou frac-

tales.

4.5.1 Sensibilité aux conditions initiales

La plupart des systèmes chaotiques exhibent la sensibilité aux conditions ini-

tiales ; pour deux conditions initiales arbitraires très voisines initialement ; les deux

trajectoires correspondantes à ces données initiales divergent exponentiellement, par

suite les deux trajectoires sont incomparables

La sensibilité aux conditions initiales est très pratique : il y a toujours une er-

reur dans la mesure de l’état du système. A cause de cette erreur le comportement

macroscopique du système chaotique est influencé par l’accumulation des erreurs

d’arrondis cela entraîne qu’un système chaotique est imprédictible.

Les limites de précision numérique font que une valeur de l’exposant est légèrement

sous-estimée. On peut d’ailleurs constater que plus la valeur du temps est élevée,

plus la valeur estimée en régime de cycle limite se rapproche de zéro. La transition

entre un cycle et un tore fait apparaître une petite discontinuité sur la valeur de

l’exposant, même si l’estimation donne toujours une valeur inférieure à zéro. L’ac-

crochage marque encore une petite rupture, et la traversée de l’abscisse marque

l’entrée dans un régime chaotique. L’augmentation rapide de la valeur de l’exposant

accompagne une complexification progressive de la dynamique.

60



Dr Kamel Djeddi Chapitre 4 – Systèmes dynamiques chaotiques

4.5.2 Exposants de Lyapunov

En régime chaotique, la distance entre deux trajectoires initialement proches tend

à augmenter à une vitesse exponentielle, puis à se stabiliser lorsque la distance atteint

une valeur limite de l’ordre du diamètre de l’attracteur. tant donné une précision

sur les mesures, le temps que mettent deux conditions initiales dont la distance à

l’origine est de l’ordre de cette précision constitue l’horizon prédictif du système.

Les exposants dits de Lyapunov permettent de mesurer ce taux de divergence.

La mesure du plus grand exposant de Lyapunov nécessite d’itérer la dynamique du

modèle pour deux conditions initiales très proches, et de mesurer au bout d’un temps

fini la distance entre ces deux trajectoires. Pour que ce calcul soit valable, il faut

bien sûr que ces deux conditions initiales soient situées à proximité de l’attracteur.

Une erreur ε0 > 0 sur la condition initiale va évoluer exponentiellement et l’erreur,

à un instant t, aura l’expression suivante : |ε(t)| = ε0e
λt. On peut calculer la valeur

de λ, appelé exposant de Lyapunov, grâce aux méthodes développees par Alexandre

Lyapunov.

4.6 Signes des exposants de Lyapunov

4.6.1 Dimension de Kaplan-Yorke (ou de Lyapunov)

La dimension de Lyapunov est au maximum égale au dimension de système, alors

que pour les systèmes de dimension infinie la dimension de Lyapunov tend vers de

grandes valeurs. Plus la dimension sera grande, plus la complexité du chaos sera

élevée.

Supposons Sj =
∑j

i=1 λi, et on classant les exposants de Lyapunov λ1 ≥ λ2 ≥
... ≥ λn.

Soit Sp la somme des exposants de Lyapunov où p < n, alors il est évident que

pour un attracteur “étrange”, et il existe un entier p = j pour Sj est positive et un
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Etat Attracteur Dimension Exposants de Lyapunov

Point fixe Point 0 λn ≤ ... ≤ λ1 < 0

Périodique

courbe

fermée 1 λ1 = 0, λn ≤ ... ≤ λ2 < 0

Période d’ordre 2 tore 2
λ1 = λ2 = 0

λn ≤ ... ≤ λ3 < 0

Période d’ordre K K-Tore K
λ1 = ... = λK = 0

λn ≤ ... ≤ λK+1 < 0

Chaotique Non entier λ1 > 0,
∑i=n

i=1 λi < 0

Hyper chaotique Non entier λ1 > 0, λ2 > 0,
∑i=n

i=1 λi < 0

Tableau 4.1 – Propriétés des attracteurs par le signe des exposants de Lyapunov.

.

entier j + 1 pour Sj+1 est négative. L’entier j est défini par les conditions:

Sj =

j∑
i=1

λi ≥ 0 et Sj+1 =

j+1∑
i=1

λi < 0. (4.14)

La dimension de Kaplan-Yorke (ou dimension de Lyapunov) DKL est définie par:

DKL = j +
Sj
|λj+1|

= j +

∑j
i=1 λi
|λj+1|

. (4.15)

Remarque 4.3 Si la somme Sj ne devient pas négatif à partir du λi, la dynamique

est divergente dans l’espace d’état choisi et DKL est égal à la dimension d’espace

donné.

4.6.2 Dimension de Kolmogorov (ou de capacité) )

Considérons un segment de longueur L Voir [?]. Ce segment peut être "recou-

vert" par 2 segments de longueur L/2 ou par 4 segments de longueur L/4 ou plus

généralement par :

N(ε) =
L

ε
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Figure 4.8 – Recouvrement d’un segment de longueur L (a) et d’un carré de côté

L (b).

petits segments de longueur ε. De même, un carré de côté L (Voir. figure 4.8[b])

peut être recouvert par :

N(ε) = (
L

ε
)2,

petits carrés de côté ε.

Dans le cas général on a :

N(ε) =

(
L

ε

)p
,

D’où en prenant le logarithme des deux membres, on obtient

dc =
logN(ε)

log(L
ε
)
. (4.16)

A la limite lorsque ε → 0, le terme logL devient négligeable devant log(1
ε
). La

dimension de Kolmogorov ou de capacité sera définie par :

dc = lim
ε→0

logN(ε)

log(1
ε
)
. (4.17)
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4.6.3 Dimension de corrélation

La dimension de corrélation est proposée par Grassberger et Proccacia (1983),

version probabiliste (Renyi, 1970) Voir [?] est appliquée aux ensembles de points

(attracteurs notamment). Utilisée en théorie du chaos pour estimer la dimension

fractale d’attracteurs, en définie l’intégrale de corrélation comme suivante :

Cm(ε) = lim
N→+∞

1

N2

∑
i,j=1

N
i 6=jH(ε− ‖xi − xj‖) (4.18)

Où H(:) est la fonction de Heaviside est égal à 1 pour des arguments positifs et

égal à 0 pour des arguments négatifs. est le nombre (normalisé) de points de l’espace

de phases reconstruit appartenant à une sphère de rayon. l’algorithme de la dimen-

sion de corrélation a l’avantage d’être calculable très efficacement. La dimension de

corrélation découle ainsi directement de l’intégrale de corrélation et s’exprime selon

la formule :

Définition 4.17 la dimension de corrélation est alors définie par :

dcor = lim
ε→0

log[Cm(ε)]

log(ε)
. (4.19)

4.7 Exemples des systèmes chaotiques à temps continu

4.7.1 Système de Lorenz

Le système de Lorenz est généré par le système d’équations suivant :
ẋ = a(y − x)

ẏ = x(b− z)− y
ż = xy − cz.

(4.20)

Cet exemple a été publié en 1963 dans un journal météorologique. Les variables x, y

et z représentent les états du système à chaque instant. a, b, c sont les paramètres du

systèmes. Le système présente un comportement chaotique pour a = 10, b = 28, c =

8/3 et x0 = 15, y0 = 20, z0 = 30 est présente un attracteur étrange.
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Figure 4.9 – Attracteur de Lorenz pour a = 10, b = 28, c = 8/3.

4.7.2 Système de Rössler

Le système de Rössler est donné par les équations suivantes :
ẋ = −y − z
ẏ = x+ ay

ż = b+ (x− c)z,

(4.21)

où a, b et c sont paramètres réels, et (x, y, z) ∈ R3.

Le système présente un comportement chaotique pour a = 0.2, b = 0.2, c = 5.7 et

x0 = 1, y0 = 1, z0 = 1 est présente un attracteur étrange.
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Figure 4.10 – Attracteur de Rössler pour a = 0.2, b = 0.2, c = 5.7.

4.8 Exemples des systèmes chaotiques à temps dis-

cret

4.8.1 Récurrence logistique

Une récurrence logistique est un exemple simple de suite dont la récurrence n’est

pas linéaire, utilisée par le biologiste Robert May en 1976, décrit l’évolution de

population d’une espèce. Souvent citée comme exemple de la complexité qui peut

résulter d’une simple relation non-linéaire.

La récurrence logistique donnée comme suivante:

xk+1 = fµ(xk) = µxk(1− xk), (4.22)

où x ∈]0, 1[ représente la population à l’année k et µ est une constante de l’intervalle

[0, 4] représente un facteur de croissance de la population.

Des exemples d’évolution de ce système sont données aux Figures 4.11.
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Figure 4.11 – Itérations de la fonction logistique.

4.8.2 Récurrence de Hénon

La récurrence de Hénon est un système dynamique discret de dimension 2 dont

la représentation d’état est la suivante:{
xk+1 = 1− ax2

k + yk

yk+1 = bxk
(4.23)

pour les valeurs a = 1.4 et b = 0.3 et son bassin d’attraction.
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Figure 4.12 – Attracteur de Hénon pour les valeurs a = 1.4, b = 0.3 et x0 = y0 = 0.

4.8.3 Récurrence de Lozi

Dans le but de simplifier l’attracteur de Hénon, René Lozi, propose le système

suivant: {
xk+1 = 1− a|xk|+ yk

yk+1 = bxk.
(4.24)

L’attracteur de Lozi présentée pour a = 0.7, b = 0.5 et x0 = y0 = 0.

4.8.4 Récurrence d’Ikeda

L’attracteur d’Ikeda est un système dynamique à temps discret, caractérisé par

la relation de récurrence:

zk+1 = A+BeiP/(|zk|
2+1)+C (4.25)

Il a été proposé en 1979 par le physicien japonais Kensuke Ikeda pour décrire la

propagation de la lumière à travers une cavité optique non linéaire.

La relation de récurrence est souvent utilisée sous la forme suivante:
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Figure 4.13 – Attracteur de Lozi pour a = 0.7, b = 0.5 et x0 = y0 = 0.

{
xk+1 = 1 + µ(xk cos(θk)− yk sin(θk))

yk+1 = µ(xk sin(θk) + yk cos(θk))
(4.26)

où µ ∈ R est un paramètre et θk = 0.4− 6
1+x2k+y2k

.

Lorsque µ ≥ 0.6, le systéme a un comportement chaotique.
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Figure 4.14 – Attracteur d’Ikeda pour µ = 0.9 et x0 = y0 = 0.1.

4.9 Bifurcations

Considérons une famille de systèmes dynamiques dépendant d’un ou plusieurs

paramètres. Même si pour presque toutes les valeurs des paramètres, le système a un

comportement transverse (par exemple structurellement stable), il peut y avoir des

valeurs particulières de ceux-ci où se produit une transition entre deux différents

types d’orbites. De tels changements sont appelés bifurcations. Leur étude — qui

est une branche à part entière de la théorie des systèmes dynamiques — est fonda-

mentale pour comprendre les propriétés d’un système typique car les bifurcations

montrent comment différents comportements transverses peuvent apparaître.

Nous ne parlons ici que de quelques cas simples de bifurcations, en petite dimen-

sion. Il en existe bien sûr beaucoup d’autres types. Nous nous limitons de plus à des

bifurcations locales, c’est-à-dire pouvant être définies seulement au voisinage d’un

point, par opposition aux bifurcations globales. Nous considérons plus particulière-

ment le cas des bifurcations structurellement stables, définies de la manière suivante

dans le cas de systèmes discrets.

70



Dr Kamel Djeddi Chapitre 4 – Systèmes dynamiques chaotiques

Définition 4.18 (Bifurcation structurellement stable) Une famille {fτ} de C∞

difféomorphismes définis localement a une bifurcation structurellement stable à

τ = τ0 si fτ0 n’est pas localement structurellement stable et si pour toute famille

{gτ} de C∞ difféomorphismes définis localement suffisamment C2-proche de {fτ},
il existe une reparamétrisation φ(τ) de {gτ} et une famille continue {hτ} d’homéo-

morphismes définis localement telle que

gφ(τ) = h−1
τ ◦ fτ ◦ hτ

partout où cela est défini.

4.9.1 Diagramme de bifurcations

Il existe un moyen simple de visualiser une bifurcation, appelé diagramme de

bifurcation. On trace l’ensemble ω-limite L+(fε) pour les différentes valeurs du pa-

ramètre ε, que l’on porte sur l’axe des abscisses. Un tel diagramme peut aisément

être tracé numériquement, en prenant pour ensemble ω-limite les valeurs de fnε (x)

pour n «grand» et pour un ou plusieurs x choisis aléatoirement.

Il y a cependant une différence entre un diagramme obtenu par simulations et

un diagramme théorique : les objets instables, ou de «petit» bassin d’attraction,

n’apparaissent que dans le second cas. Il n’est ainsi pas forcément simple de déter-

miner la nature d’une bifurcation en comparant son diagramme empirique avec les

diagrammes théoriques des bifurcations classiques.

4.9.2 Cas discret, dimension 1

En dimension 1, on peut classifier les bifurcations structurellement stables autour

d’un point d’équilibre p. En effet, dans ce cas, la dérivée de fτ0 en p doit valoir

λ = ±1.

Commençons par le cas λ = 1. La famille (f(+1),τ )τ∈R, définie par

∀x ∈ R, f(+1),τ (x) = x+ x2 + τ (4.27)

a une bifurcation structurellement stable en τ0 = 0, avec dérivée 1, et est caracté-

ristique de cette situation.
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τ < τ0 τ = τ0 τ > τ0

Figure 4.15 – Bifurcation de la famille f(+1),τ (x).

Proposition 4.1 La bifurcation de la famille (4.27) en τ0 = 0 est structurellement

stable, et toute bifurcation locale structurellement stable en dimension 1 ayant lieu

en un point fixe avec dérivée 1 est (topologiquement) équivalente (après reparamé-

trisation) à cette bifurcation.

Ainsi, pour τ < τ0, f(+1),τ possède un point fixe stable −
√
−τ et un point fixe

instable
√
−τ ; pour τ = τ0, ces deux points fixes sont confondus, et l’équilibre qui

en résulte est semi-stable ; enfin, dès que τ > τ0, f(+1),τ n’a plus de point fixe (fi-

gure 4.15). Le diagramme de bifurcation correspondant est représenté à la figure 4.16.

Dans le cas où λ = −1, le point fixe p est transverse et donc persistent. La

valeur de la dérivée en p en supérieure à −1 pour τ < τ0 et inférieure à −1 pour

τ > τ0, le point fixe restant isolé. Cela s’accompagne de la création d’une orbite

stable de période 2, tandis que le point fixe devient instable. On parle de bifurcation

par doublement de période, dont l’exemple typique est le suivant :

f(−1),τ (x) = −τx+ x2 (4.28)

au voisinage de x0 = 0, τ0 = 1. On montre alors une proposition similaire à la

proposition 4.1, ce qui achève la classification dans le cas de la dimension 1. Pour

visualiser cette bifurcation, on peut tracer f(−1),τ (figure 4.17), mais aussi f 2
(−1),τ

(figure 4.18) pour mieux comprendre les orbites de période 2. Le diagramme de

cette bifurcation est représenté figure 4.19.
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Figure 4.16 – Diagramme de bifurcation de la famille f(+1),τ (x), autour de τ0 = 0.

τ < τ0 τ = τ0 τ > τ0

Figure 4.17 – Bifurcation subie par f(−1),τ (x).
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τ < τ0 τ = τ0 τ > τ0

Figure 4.18 – Bifurcation subie par f 2
(−1),τ (x).

Figure 4.19 – Diagramme de bifurcation de la famille f(−1),τ (x), autour de τ0 = 1.
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µ = 1 > µ0 µ = µ0 µ = −1 < µ0

Figure 4.20 – Bifurcation selle-noeud : espace des phases de part et d’autre de

µ0 = 0.

4.9.3 Bifurcation selle-nœud ou col

En dimension supérieure, les bifurcations structurellement stables se produisent

lorsqu’une valeur propre vaut ±1 et les autres sont en-dehors du cercle unité.

Un exemple classique, en dimension deux ou plus, est le suivant : deux point fixes,

un noeud (point fixe attractif) et une selle (attractif dans une direction, répulsif

dans une autre) se rencontrent. Après bifurcation, il n’y a plus aucun point fixe

(localement). Une telle bifurcation est appelée selle-nœud 3.

Le système différentiel suivant donne un exemple de bifurcation selle-nœud :
dx

dt
= x2 − µ

dy

dt
= −y

(4.29)

Il ne s’agit en fait que d’une légère modification par rapport à la bifurcation 4.27,

qui se produit sur la première coordonnée de ce système. La deuxième coordonnée

est là pour que le point fixe instable devienne une selle (il ne peut pas y avoir de

selle en dimension 1). Le diagramme de bifurcation est donc exactement le même

que celui de la figure 4.16. L’espace des phases de part et d’autre de la bifurcation

(µ = 0) est représenté figure 4.20.

3. saddle-node en anglais
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ε < ε0 ε = ε0 ε > ε0

Figure 4.21 – Bifurcation de Hopf : orbites de part et d’autre de ε0 = 0.

4.9.4 Bifurcation de Hopf

Étude d’un exemple dans R2 Considérons l’exemple de la famille de systèmes

dynamiques continus suivante :
dx

dt
= −λy + εx− ax(x2 + y2)

dy

dt
= λx+ εy − ay(x2 + y2)

(4.30)

où λ et a sont des constantes strictement positives. Pour tout ε, (0, 0) est un équilibre

du système, les valeurs propres de la dérivée en 0 sont µε = iλ+ ε et µε. L’équilibre

est donc stable si ε < 0 et instable si ε > 0.

En coordonnées «polaires» (un peu modifiées), R = x2 + y2 et θ = arctan y
x
,

(4.30) devient : 
dR

dt
= 2R(ε− aR)

dθ

dt
= λ

(4.31)

Ce système se résout explicitement (voir des exemples d’orbites figure 4.21, dans

le cas a = 1, λ = 2π), d’où

– si ε < 0, toutes les solutions convergent vers l’équilibre.

– si ε > 0, toutes les solutions (sauf la solution constante nulle) convergent vers

l’orbite périodique R =
ε

a

θ̇ = λ
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Figure 4.22 – Diagramme d’une bifurcation de Hopf.

La figure 4.22 représente le diagramme de bifurcations de cette famille de sys-

tèmes dynamiques en ε0 = 0.

Description du phénomène général La bifurcation décrite au paragraphe pré-

cédent est une bifurcation de Hopf. Plus généralement, considérons la famille à un

paramètre d’équations différentielles dans RN

dx

dt
= Fε(x). (4.32)

Nous faisons l’hypothèse (H0) : F0(0) = 0 et D0(F0) n’a que des valeurs propres

de partie réelle strictement négative, sauf deux qui sont imaginaires pures et non-

nulles : µ0 = iλ et µ0 = −iλ, avec λ > 0. Dans un voisinage de l’origine, le système

peut se réecrire (après changement de variable), à des termes négligeables près :

dx0

dt
= −λx1 − ax0(x2

0 + x2
1)

dx1

dt
= λx0 − ax1(x2

0 + x2
1)

dx′

dt
= Ax′

(4.33)
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Nous supposerons désormais (H1) : a > 0.

Nous avons enfin besoin d’une dernière hypothèse relative à la dépendence en

ε. Dans un voisinage de 0, on peut suivre l’équilibre et les valeurs propres µε, µε
proches de l’axe imaginaire. On suppose (H2) : ∂

∂ε
Reµε > 0 en ε = 0.

Sous les hypothèses (H0), (H1) et (H2), la dynamique de l’équation (4.32) pré-

sente une bifurcation de Hopf au voisinage de l’origine en ε = 0 :

– pour ε < 0 petit, il y a un équilibre stable.

– pour ε = 0, l’équilibre reste stable mais plus faiblement.

– pour ε > 0 petit, l’équilibre est instable, mais une orbite périodique quasi-

circulaire de rayon '
√
ε/a est stable.

Cas des difféomorphismes Un phénomène semblable peut se produire pour des

systèmes dynamiques discrets x 7→ fε(x), x ∈ RN . On fait les hypothèses suivantes :

1. f0(0) = 0, et les valeurs propres de D0f0 ont toutes un module strictement

inférieur à 1 sauf deux, µ0 et µ0 pour lesquelles µ0 = 1.

2. Pour k = 1, 2, 3, 4, µk0 6= 1, i.e. µ0 /∈ {±1,±i,±j}.

3. (H′1) et (H′2) comme dans le paragraphe précédent.

La dynamique pour ε proche de 0 est alors la même que dans le cas précédent.

Un exemple de tel difféomorphisme est donné par

fε(z) = λ(1 + ε)z − az|z|2, z ∈ C (4.34)

avec |λ| = 1, λ 6= ±1, a > 0. L’équilibre 0 est stable pour ε < 0, faiblement stable

pour ε = ε0 = 0, instable pour ε > 0 et alors le cercle |z| =
(
ε
a

)1/2 est invariant et

attire toutes les orbites proches de 0 sauf l’équilibre lui-même.

Remarquons également que si la dynamique sur la courbe invariante est proche

d’une rotation, elle ne se comporte pas toujours comme une rotation. C’est le cas

pour presque tous les paramètres, mais pas nécessairement pour tous.

Cas des orbites périodiques On se ramène en fait aux difféomorphismes via

l’application de retour de Poincaré. En effet, soit l’équation différentielle dx
dt

= F0(x)

dans RN possédant une solution périodique x0. Considérons une section Σ transverse

à l’orbite x0 en x0(t0). Une condition initiale suffisamment proche de x0(t0) retourne
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sur Σ en un temps fini, ce qui définit (dans un voisinage de x0(t0)) un difféomor-

phisme f0 de Σ. La même opération pouvant être faite pour une petite perturbation

Fε de F0, cela définit une famille fε de difféomorphismes, comme dans le paragraphe

précédent.

4.9.5 Autres bifurcations

Nous n’avons bien sûr pas abordé ici toutes les bifurcations possibles, même en

nous limitant a priori à un cadre restreint. Un exemple particulièrement intéres-

sant est celui de la bifurcation homocline, reliée à celle d’intersection homocline :

deux intersections transverses homoclines se rencontrent, forment une tangence à

cet instant, puis disparaissent.

4.9.6 Dynamique des polynômes quadratiques

On considère la famille d’applications 4 Pc : z 7→ z2 + c pour z ∈ C et c ∈ C.
Cette famille de systèmes dynamiques est l’une des plus simples qui, en dimension

1, peut générer un comportement chaotique. Son étude est de plus particulièrement

intéressante car on y observe des phénomènes que l’on retrouve dans de nombreux

autres cas.

4. Tout polynôme complexe de degré deux est conjugué par une application affine à une appli-

cation de cette forme. C’est en particulier le cas de la famille logistique x 7→ rx(1−x), bien connue

en dynamique des populations.
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Chapitre 5

Exercices corrigés

Exercice 5.1

Soit le système différentiel {
ẋ = −x3 − xy2 − y
ẏ = −y3 − yx2 + x,

(5.1)

1) Linéairiser le système (5.1) en point d’équilibre (0, 0).

2) Etudier la stabilité en (0, 0).

Exercice 5.2

a) Soit l’équation différentielle

ẍ(t) + 5x2(t)ẋ(t) + x(t) = 0 (5.2)

1) Transfomer l’équation (5.2) en système d’équation différentielle d’ordre 1.

2) Etudier la stabilité de point d’équilibre (0, 0) de ce système (utiliser une fonction

de Lyapunov).

b) Soit le système le système dynamique non linéaire{
ẋ(t) = 2x(t) + y2(t)

ẏ(t) = −3y(t)
tel que

(
x(0) = C1

y(0) = C2

)
(5.3)

où C1, C2 deux constants réels.

1) Déterminer le flot Φt du système (5.3).

2) Montrer que l’ensemble :

S =

{
(C1, C2) ∈ R2, C1 = −C

2
2

8

}
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est invariant par le flot Φt.

Exercice 5.3

Soit le système dynamique continu non linéaire{
ẋ = x(3− x− 2y) = f(x, y)

ẏ = y(3− 2x− y) = g(x, y)
(5.4)

1) Déterminer sur quelles régions les abscisses x(t) sont croissantes et décroissantes,

et de même pour les ordonnées y(t). Représenter par figure ces régions ci-dessous,

pour (x, y) ∈ [−1, 5]2.

2) Déterminer les points d’équilibre du système (5.4).

3) Calculer la matrice jacobienne J(x, y) du système (5.4) au point (x, y) ∈ R2.

4) Etudier la stabilité des points d’équilibre et la nature de ces points.

5) Tracer en figure le comportement des trajectoires du système (5.4) autour les

points d’équilibre du système (5.4).

Exercice 5.4

Soit le système dynamique discret suivant :

xn+1 = f(xn) = rxn(1− x2
n), n = 0, 1, 2, ... (5.5)

où xn ∈ R et r est un paramètre réel.

1) Déterminer les points fixes du système (5.5).

2) Etudier la stabilité des points fixe.

Exercice 5.5

On considère le système dynamique de Rössler suivant :
ẋ = −y − z
ẏ = x+ ay

ż = b+ (x− c)z,
(5.6)

où a, b et c sont paramètres réels, et (x, y, z) ∈ R3.

1) Calculer les points d’équilibre en fonction des valeurs des paramètres.

2) Effectuer le calcul de stabilité pour le point d’équilibre correspondant au cas a =

−3 et b = c = 0.
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Exercice 5.6

On considère le système de réccurence :{
xn+1 = x2

n − y2
n + c

yn+1 = 2xnyn où c ∈ R.
(5.7)

1) Si yn = 0 déterminer la stabilité des points fixes dans l’intervalle de c pour lequel

il existe.

2) Calculer les points fixes (x∗n, y
∗
n) du système (5.7) pour lesquels yn est non nul.

3) Déterminer la matrice jacobienne et trouver les valeurs propres des points fixes

trouvés à la question 2).

4) Montrer que le système (5.7) peut s’écrire sous la forme zn+1 = z2
n + c dans la

variable complexe zn = xn + iyn.

Exercice 5.7

Soit le système non-linéaire :

{
ẋ = ax+ y − x

√
x2 + y2

ẏ = −x+ ay − y
√
x2 + y2 où a ∈ R.

(5.8)

1) Etudier la stabilité de point d’équilibre (0, 0) (utiliser une fonction de Lyapu-

nov).

2) Utiliser les coordonnées polaires x = r cos θ, y = r sin θ et montrer que l’on obtient

l’équation suivante :{
ṙ = (a− r)r Indication : utiliser xẋ+ yẏ = rṙ. (5.9)

Exercice 5.8

On considère le modèle de Lorenz
ẋ = σ(y − x)

ẏ = −xy + rx− y
ż = xy − bz

où σ > 0, r > 0, b > 0.(5.10)

1) Calculer les points d’équilibre.

2) Linéariser le système (5.10) autour de ces points d’équilibre.
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3) En utilisant V (x, y, z) = 1
2
(rx2 + σy2 + σz2) comme fonction de Lyapunov, trou-

ver des conditions suffisantes sur les paramètres pour que l’origine soit un point

d’équilibre asymptotiquement stable.

Exercice 5.9

1) Soit f : R→ R de classe C1 vérifiant

∀x ∈ R, f(x) +

x∫
0

(x− t)f(t)dt = 1− x

a) Trouver toutes les fonctions f(x).

b) Calculer f(π
3
).

2) Soit le système différentiel{
ẋ = ax− y
ẏ = x+ ay

telle que a = f(
π

3
)

Etudier la stabilité de point d’équilibre (0, 0).

Exercice 5.10

Considérons l’équation de réccurence

xn+1 = f(xn) = axn − x3
n, où a ∈ R (5.11)

1) Trouver les points fixes x∗ pour l’équation (5.11), et déterminer pour quelles

valeurs de a chaque point fixe existe.

2) Déterminer les intervalles de a où les points fixes sont stables.

3) Vérifier qu’un cycle d’ordre 2 de f(xn) est donné par {
√

1 + a,−
√

1 + a}.
4) Déterminer la stabilité de ce cycle d’ordre 2.

Exercice 5.11

Considérons l’équation de réccurence

xn+1 = f(xn) =
xn

1 + x2
n

− axn, où a ∈ R (5.12)

1) Trouver les points fixes x∗ pour l’équation (5.12), et déterminer pour quelles

valeurs de a chaque point fixe existe.
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2) Déterminer les intervalles de a où les points fixes non triviaux sont stables.

3) Trouver la valeur a = ap où le point fixe trivial x∗ = 0 est donné un doublement

de période.

4) Supposons que la valeur de xn est petite et positive xn ≈ ε, puis montrer au

premier ordre en ε qu’il existe deux cycle à a = ap.

Exercice 5.12

Considérons le système dynamique discret

x(n+ 1) =
αx(n− 1)

1 + βx2(n)
, où β > 0. (5.13)

1) Déterminer les points fixes de système (5.13).

2) Trouver un changemet de variable pour obtenir le système suivante : y1(n+ 1) = y2(n)

y2(n+ 1) = αy1(n)

1+βy22(n)
,
(5.14)

3) Vérifier que (0, 0) est un point fixe de système (5.14) et discuter sa stabilité.
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5.1 Solutions

Solution 5.1

Soit le système différentiel {
ẋ = −x3 − xy2 − y
ẏ = −y3 − yx2 + x,

(5.15)

1) La matrice Jacobienne en point d’équilibre (0, 0) est donnée comme suivante

J(x, y) =

(
−3x2 − y2 −2xy − 1

−2xy + 1 −3y2 − x2,

)

alors

J(0, 0) =

(
0 −1

1 0

)
Les valeurs propres sont solutions du polynôme caractéristique M(λ) avec

det[J(0, 0)]− λ.I = 0,

alors

λ2 + 1 = 0,

donc les valeurs propres sont

λ1 = i, λ2 = −i.

le partie réel des valeurs propres λ1, λ2 est nul donc on ne peut pas savoir la stabilité

du système en l’origine.

2) En étudier la stabilité en l’origine avec fonction de Lyapunov,

soit V (x, y) = x2 + y2 alors

V̇ (x, y) = 2xẋ+ 2yẋ

= 2x(−x3 − xy2 − y) + 2y(−y3 − yx2 + x)

= −2x4 − x2y2 − xy − 2y4 − y2x2 + xy

= −2(x4 + 2x2y2 + y4)

= −2(x2 + y2)2
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alors la fonction de Lyapunov V (x, y) = x2 + y2 est vérifiée

=⇒


V (x, y) = x2 + y2 > 0,∀(x, y) 6= (0, 0)

V (0, 0) = 0

V̇ (x, y) = −2(x2 + y2)2 < 0,∀(x, y) =6= (0, 0)

lim‖(x,y)‖→+∞ V (x, y) = +∞.

Alors (0, 0) est asymptotiquement stable.

Solution 5.2 a).

1) On pose {
x = x1

x2 = ẋ1

alors

{
ẋ1 = x2

ẋ2 = −5x2
1x2 − x1

2). Soit la fonction de Lyapunov V (x1, x2) = x2
1 + x2

2 alors

V (x1, x2) > 0 si (x1, x2) 6= (0, 0) et V (0, 0) = 0 et lim
‖x‖→+∞

V (x1, x2) = +∞.

V̇ (x1, x2) = −10x2
1x

2
2<0

alors le point d’équilibre (0, 0) est asymptotiquement stable.

b). 1) {
ẋ = 2x+ y2

ẏ = −3y
tel que

{
x0 = c1

y0 = c2

donc ẏ = −3y ⇒ y(t) = α2e
−3t ⇒ y(t) = c2e

−3t car y0 = c2

er ẋ = 2x+ y2 on obtien la solution homogène xh alors

ẋ = 2x⇒ xh = α1e
2t, α1 ∈ R, on cherche la solution générale,

la solution particulaireest xp = − c22
8
e−6t.

Donc la solution générale est x(t) = xh(t) + xp(t)

x(t) = (c1 +
c2

2

8
)e2t − c2

2

8
e−6t.

Alors le flot Φ du système (5.3) est

Φ(t) =

(
x(t)

y(t)

)
=

(
(c1 +

c22
8

)e2t − c22
8
e−6t

c2e
−3t

)
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2) S est un ensemble invariant

c1 = −c
2
2

8
⇒ x(t) = −c

2
2

8
e−6t ⇒ x(t) = −y

2(t)

8
,

donc Φt(S) ⊂ S alors S un ensemble invariant par Φ.

Solution 5.3

1) x(t) esr croissant alors

ẋ(t) ≥ 0⇔


x ≥ 0 et 3− x− 2y ≥ 0

ou

x ≤ 0 et 3− x− 2y ≤ 0

⇔


x ≥ 0 et y ≤ 3−x

2

ou

x ≤ 0 et y ≥ 3−x
2

x(t) esr décroissant ẋ(t) ≤ 0⇔⇔


x ≥ 0 et y ≥ 3−x

2

ou

x ≤ 0 et y ≤ 3−x
2

y(t) esr croissant ẋ(t) ≥ 0⇔⇔


y ≥ 0 et y ≤ 3− 2x

ou

y ≤ 0 et y ≥ 3− 2x

y(t) esr décroissant ẋ(t) ≤ 0⇔⇔


y ≥ 0 et y ≤ 3− 2x

ou

y ≤ 0 et y ≤ 3− 2x

2) Points d’équilibres du système (5.3) sont

(0, 0), (0, 3), (3, 0), (1, 1),

3) Matrice jacobienne

J(x, y) =

(
3− 2x− 2y −2x

−2y 3− 2x− 2y

)

3)

La nature du points d’quilibre

J(0, 0) =

(
3 0

0 3

)
alors les valeurs propres sont λ1 = 3 et λ2 = 3, donc (0, 0) est

point noeud instable.

87



Dr Kamel Djeddi Chapitre 5 – Exercices corrigés

J(0, 3) =

(
−3 0

−6 −3

)
alors les valeurs propres sont λ1 = −3 et λ2 = −3, donc

(0, 3) est point noeud stable.

J(3, 0) =

(
−3 −6

0 −3

)
alors les valeurs propres sont λ1 = −3 et λ2 = −3, donc

(3, 0) est point noeud stable.

J(1, 1) =

(
−1 −2

−2 −1

)
alors les valeurs propres sont λ1 = 1 et λ2 = −3, donc

(1, 1) est point col.

Solution 5.4

1) Points fixes du système (5.5) sont 0,±
√

1− 1
r
.

f ′(0) = r alors 0 est stable si r ∈ [−1, 1] et instable si r ∈]−∞,−1[∪]1,+∞[.

f ′(±
√

1− 1
r
) = −2r + 3 alors ±

√
1− 1

r
sont stables si r ∈]1, 2[ et instable si

r ∈]−∞, 0[∪]0,+∞[. Le point fixe n’existe pas pour r ∈ [0, 1].

Solution 5.5

1) Points d’équilibres du système (5.6) on pose ẋ = 0, ẏ = 0 et ż = 0 alors

(x− c)x+ ba = 0, y = −1

a
x, z = −y, et ∆ = c2 − 4ba.

– Si ∆ > 0 alos existe deux points fixes tel que a 6= 0.(
c+
√

∆

2
,
−c−

√
∆

2a
,
c+
√

∆

2a

)
,

(
c−
√

∆

2
,
−c+

√
∆

2a
,
c−
√

∆

2a

)
.

– Si ∆ < 0 pas de point fixe.

– Si ∆ = 0 alos existe un point fixe tel que a 6= 0, est
(
c
2
, −c

2a
, c

2a

)
.

– Si a = 0 et c 6= 0 alos existe un point fixe est (0, b
c
,− b

c
),

– Si a = 0, b = 0 et c = 0 alos existe un point fixe est (0, 0, 0),

– Si a = 0, b = 0 et c 6= 0 pas de point fixe.

2) a = −3 et b = c = 0 alos existe un point fixe du système (5.6) est (0, 0, 0),

Matrice jacobienne J(x, y, z) =


0 −1 −1

1 −3 0

z 0 x
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det(J(0, 0, 0)− λI) = 0 donc −λ(λ2 + 3λ+ 1) = 0.

Alors existe trois valeurs propres réels

λ1 = 0, λ2 =
−3 +

√
5

2
< 0, λ3 =

−3−
√

5

2
< 0.

Ne pas déduire la stabilité.

Solution 5.6

1) Points fixes du système (5.7) si yn = 0, x2 − x+ c = 0 et ∆ = 1− 4c,

– Si ∆ > 0 donc c < 1
4
implique existe deux points fixes

x∗1 =
1 +
√

1− 4c

2
, x∗2 =

1−
√

1− 4c

2

– Si ∆ = 0 donc c = 1
4
implique existe un point fixe est x∗ = 1

2

– Si ∆ < 0 donc c > 1
4
implique pas de point fixe.

Ls stabilité on pose f(x) = x2 + c

– Si c < 1
4
f ′(x∗1) = 2x∗2 = 1−

√
1 + 4c alors x∗1 instable

– Si c < 1
4
f ′(x∗2) = 2x∗2 = 1−

√
1− 4c alors

x∗2 stable si −3
4
< c < 1

4
,

x∗2 instable si −3
4
< −3

4
.

2) yn 6= 0 il existe deux points fixes du système (5.7) sont

(
1

2
,

√
c− 1

4
), (

1

2
,−
√
c− 1

4
)

– Si c < 1
4
implique pas de point fixe.

– Si c = 1
4
implique existe un point fixe est (1

2
, 0)

3) J(xn, yn) =

(
2xn −2yn

2yn 2xn

)

J(1
2
,
√
c− 1

4
) =

 1 −2
√
c− 1

4

2
√
c− 1

4
1

 et les valeurs propres sont λ1 = 1 +

√
1− 4c, λ2 = 1−

√
1− 4c.

J(1
2
,−
√
c− 1

4
) =

 1 2
√
c− 1

4

−2
√
c− 1

4
1

 et les valeurs propres sont λ1 = 1 +

√
1− 4c, λ2 = 1−

√
1− 4c
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J(1
2
) =

(
1 0

0 1

)
et les valeurs propres sont λ1,2 = 1.

4) zn+1 = xn+1 + iyn+1 = x2
n − y2

n + c+ ixnyn alors

zn+1 = (xn + iyn)(xn + iyn) + c.

Solution 5.7

1) Nous utilisons la fonction de Lyapunov comme V (x, y) = x2 + y2 alors

V(0, 0)=0

V (x, y) > 0 tel que x 6= 0, y 6= 0 et

lim‖(x,y)‖⇒+∞ V (x, y) = +∞
V et décrossant c-à-d

V̇ (x, y) =
1

2
(x2 + y2)(a−

√
x2 + y2)

si a < 0 alors V̇ (x, y) < 0 donc (0, 0) est asymptotiquement stable

2)

xẋ+ yẏ = (x2 + y2)(a−
√
x2 + y2)

r2(a− r) = rṙ

⇒ ṙ = r(a− r).

Solution 5.8

Soit le système 
ẋ = σ(y − x)

ẏ = −xy + rx− y
ż = xy − bz

où σ > 0, r > 0, b > 0.(5.16)

1) Points d’équilibres

Les points d’équilibres sont donnés par la condition ẋ = 0, ẏ = 0, ż = 0 dans

(5.16), soit

O = (0, 0, 0),

et

C± = (±x0,±x0, r − 1).

où x0 =
√
b(r − 1). Les points C± n’existent que si r ≥ 1, avec C± = O si r = 1.
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2) Linéarisation

la matrice jacobienne

J(x, y, z) =


−σ σ 0

r − z −1 −x
y x −b


Linéarisation autour de O. La matrice jacobienne s’écrit

J(0, 0, 0) =


−σ σ 0

r −1 0

0 0 −b


Les valeurs propres sont solutions du polynôme caractéristique M(λ) avec

M(λ) = det[J(0, 0, 0)− λ] = 0

alors

(λ+ b)[λ2 + (σ + 1)λ+ σ(1− r)] = 0

donc λ0 = −b < 0, λ1 = −1
2
[σ + 1 +

√
(σ + 1)2 − 4σ(1− r)] < 0

et λ2 = −1
2
[σ + 1−

√
(σ + 1)2 − 4σ(1− r)].

et donc la nature du point fixe évolue en fonction de r.

3) Soit la fonction de Lyapunov

V (x, y, z) =
1

2
(rx2 + σy2 + σz2)

alors

V̇ (x, y, z) = rxẋ+ σyẏ + σzż

donc

V̇ (x, y, z) = −σ(bz2 + rx2 − 2rxy + y2)

On complète le carré pour écrire V̇ sous forme quadratique

V̇ (x, y, z) = −σ(bz2 + rx2 − 2rxy + y2)− r2x2 + r2x2

alors

V̇ (x, y, z) = −σ[bz2 + (y − rx)2 + r(1− r)x2]

d’où on conclut,
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– Si r < 1 alors V̇ (x, y, z) < 0 ∀(x, y, z) 6= (0, 0, 0), l’origine est donc asympto-

tiquement stable. globalement

– Si r = 1 on ne peut pas conclure car V̇ (x, y, z) = 0 sur la droite x = 0 et

y = 0.

Solution 5.9

1) a)

f(x) = 1− x− x
x∫

0

f(t)dt+

x∫
0

tf(t)dt

alors

f ′(x) = −1−
x∫

0

f(t)dt

donc

f ′′(x) = −f(x)

alors la solutions est

f(x) = α cos(x) + β sin(x)

où {
f(0) = 1⇒ α = 1

f ′(0) = −1⇒ β = −1

alors

f(x) = cos(x)− sin(x).

b) f(π
3
) = cos(π

3
)− sin(π

3
) = 1−

√
3

2

2) Soit le système {
ẋ = ax− y
ẏ = x+ ay

où a = f(
π

3
).

La matrice Jacobienne est

J =

(
a 1

1 a

)
Les valeurs propres sont solutions du polynôme caractéristique M(λ) avec

M(λ) = det[J − λI] = 0
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alors

(a− λ)2 + 1 = 0

donc les valeurs propres sont

λ1 = a− i;λ2 = a+ i

où a = 1−
√

3
2

< 0 alors le point d’équilibre (0, 0) est foyer stable.

Solution 5.10

Soit l’équation de réccurence

xn+1 = f(xn) = axn − x3
n, où a ∈ R (5.17)

1) Les points fixes x∗ pour l’équation (5.17) donné comme

xn = f(xn) = axn − x3
n

alors

x∗0 = 0, x∗1 = −
√
a− 1, x∗2 =

√
a− 1,

x∗0 = 0 existe toujours, x∗1 = −
√
a− 1, x∗2 =

√
a− 1 existe pour a ∈ [1,+∞[.

2) Les intervalles avec a où les points fixes sont stables donnée avec

f ′(xn) = a− 3x2
n,

alors

f ′(x∗0) = f ′(0) = a,

donc le point fixe x∗0 est stable si a ∈]− 1, 1[, et

f ′(x∗1) = f ′(−
√
a− 1) = −2a+ 3,

donc le point fixe x∗1 est stable si | − 2a+ 3| < 1, alors a ∈]1, 2[,

f ′(x∗2) = f ′(
√
a− 1) = −2a+ 3,

et le point fixe x∗2 est stable si | − 2a+ 3| < 1, alors a ∈]1, 2[.
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3) Les cycle d’ordre 2 de f(xn) est donné par {
√

1 + a,−
√

1 + a}

f(
√

1 + a) = a
√

1 + a−
√

1 + a
3

= a
√

1 + a− (1 + a)
√

1 + a = −
√

1 + a

et

f(−
√

1 + a) = −a
√

1 + a+
√

1 + a
3

= −a
√

1 + a+ (1 + a)
√

1 + a =
√

1 + a.

4) La stabilité de ce cycle d’ordre 2 est donnée comme

|f ′(
√
a+ 1)| = |f ′(−

√
a+ 1)| = | − 2a− 3| < 1,

Ainsi, le cycle d’ordre est stable si a ∈]− 2,−1[.

Solution 5.11

Soit l’équation de réccurence

xn+1 = f(xn) =
xn

1 + x2
n

− axn, où a ∈ R (5.18)

1) Les points fixes de l’équation (5.18) sont donné comme suit

xn = f(xn) =
xn

1 + x2
n

− axn,

alors

x∗0 = 0, x∗1 = −
√
−a
a+ 1

, x∗2 =

√
−a
a+ 1

,

Le premier point fixe trivial x∗0 existe toujours, les deux derniers points fixes x∗1, x∗2
existes dans l’intervalle a ∈]− 1, 0[

2) La stabilité des points fixes x∗1, x∗2 donnée avec

f ′(x) =
1− x2

(1 + x2)2
− a,

alors

f ′(−
√
−a
a+ 1

) = f ′(

√
−a
a+ 1

) = 2a2 + 2a+ 1,

donc les points fixes x∗1, x∗2 sont stables si a ∈]− 1, 0[.

3) La valeur a = ap où le point fixe trivial x∗ = 0 est donné un doublement de

période
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f ′(x∗0) = f ′(0) = 1− a = −1,

alors ap = 2.

4) Supposons que la valeur de xn est petite et positive xn ≈ ε, alors

f(ε) =
ε

1 + ε2
− 2ε ≈ −ε

et

f(−ε) = − ε

1 + ε2
+ 2ε ≈ ε,

donc existe deux-cycles à ap = 2.

Solution 5.12

Soit le système dynamique discret

x(n+ 1) =
αx(n− 1)

1 + βx2(n)
, où β > 0. (5.19)

1) Les points fixes de système (5.19).

On pose f(x) = αx
1+βx2

tel que β > 0.

x∗ point fixe c’est une solution de l’équation

f(x) = x⇒ αx

1 + βx2
= x

c’est-à-dire

x(α− 1− βx2) = 0

alors

x = 0 ou α− 1− βx2 = 0

donc si α > 1 les points fixes sont

{0,−
√
α− 1

β
,

√
α− 1

β
}

et si α ≤ 1 existe un seul point fixe est x∗ = 0.

2) faisont le changement de variable pour obtenir le système (5.20),

on pose

y1(n) = x(n− 1)⇒ y1(n+ 1) = x(n),
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et

y2(n) = y1(n+ 1) = x(n),

donc

y2(n+ 1) = x(n+ 1) =
αy1(n)

1 + βy2
2(n)

,

alors  y1(n+ 1) = y2(n) = f(y1, y2)

y2(n+ 1) = αy1(n)

1+βy22(n)
= g(y1, y2),

(5.20)

d’où le résulta.

3) vérifions que l’origine est un point fixe alors{
f(y1, y2) = y1

g(y1, y2) = y2,

donc {
f(0, 0) = 0 vérifie

g(0, 0) = 0 vérifie,

alors (0, 0) est un point fixe du système (5.20).

Discutons sa stabilité.

On utilise la méthode de linéairisation au voisinage de (0, 0),

la matrice Jacobienne

J(x, y) =

 δf
δy1

δf
δy2

δg
δy1

δg
δy2


alors

J(x, y) =

 0 1
α

1+βy22

−2αβy1y2
(1+βy22)2


c’est-à-dire

J(0, 0) =

(
0 1

α 0

)
alors le polynome caractéristique d’une matrice J(0, 0) est

P (λ) = λ2 − α.

D’après question 1) si α > 1 les valeurs propres sont

λ1 = −
√
α, λ2 =

√
α,
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donc

|λ1| = |λ2| =
√
α > 1,

d’où le point (0, 0) est un noeud instable pour le système (5.20).

Si α < 1 on distigne deux cas :

Cas 1 : (0 ≤ α < 1)

donc λ1 = −
√
α, λ2 =

√
α, implique

|λ1| = |λ2| =
√
α < 1,

d’où le point (0, 0) est un noeud stable pour le système (5.20).

Cas 2 : (α < 0)

les valeurs propres sont

λ1 = −i
√
−α, λ2 = i

√
−α,

alors

|λ1| = |λ2| =
√
α = ρ,

– si −1 < α < 0⇒ ρ < 1 implique (0, 0) est un foyer stable,

– si α = −1⇒ ρ = 1 implique (0, 0) est un centre,

– si α < −1⇒ ρ > 1 implique (0, 0) est un foyer instable.

et puisqu’on a : |λ1| 6= 1, |λ2| 6= 1 alors (0, 0) est un point hyperbolique d’où d’après

le théorème de liéairisation au voisinage de (0, 0) les trajetoires du système non

linéaire et celles du système linéarisé son topoligiquement équivalant.
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