Solution 5.7

1) Nous utilisons la fonction de Lyapunov comme V(z,y) = 2* + y* alors
Vo, 0)=0

V(z,y) >0 tel que x # 0,y # 0 et

1)} =oo V (2, ) = +00

V' et décrossant c-a-d

Viey) = £+ ) a— VT P)

sia < 0 alors V(z’, y) < 0 donc (0,0) est asymptotiquement stable
2)
ri 4 yy = (22 +y*)(a — /22 +12)
r2(a—r)=rr

=r=r(a—r).

Solution 5.8

Soit le systeme
t=o0(y—x)
y=—ay+rz—y ou o>0,7>0,0>0.(516)
z=uxy — bz
1) Points d’équilibres
Les points d’équilibres sont donnés par la condition © = 0,y = 0,2 = 0 dans

(5.16), soit
O =(0,0,0),

et
Cy = (£xo, £x9,7 — 1).

ot xg = y/b(r — 1). Les points C+ n'existent que si T > 1, avec Cy = O sir = 1.
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2) Linéarisation
la matrice jacobienne
—oc o 0
J(z,y,2) = r—z -1 —x
Y xr —b

Linéarisation autour de O. La matrice jacobienne s’écrit

-0 0 0
J(0,0,0) = r —1 0
0 0 —b

Les valeurs propres sont solutions du polynéme caractéristique M(\) avec
M(X) = det[J(0,0,0) — A] =0

alors

A+D)N +(c+DA+0(l—7)]=0

donc Mo =—-b<0, \y=—-Lo+1+/(c+1)2—40(1—7)] <0
et o =—3c+1—+/(0+1)2—40(1—1)].

et donc la nature du point fize évolue en fonction de r.

3) Soit la fonction de Lyapunov
1
V(z,y,z) = 5(7’1:2 + oy + 02

alors

V(z,y,z) =rxi + oyy + ozz

donc

V(ma Y, Z) = _J(bZQ + 715[;2 — 27’5L’y + y2>
On compléte le carré pour écrire V sous forme quadratique
V(z,y,2) = —o(bz® + ra® — 2ray + y°) — r’a® + 1’z

alors

V(x, y,2) = —o[b2? + (y —rz)? +r(1 —r)2?

d’ou on conclut,
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~ Sir <1 alors V(x,y,z) <0VY(z,y,z) # (0,0,0), Uorigine est donc asympto-
tiquement stable. globalement
- Sir =1 on ne peut pas conclure car V(x,y,z) = 0 sur la droite x = 0 et

y = 0.

Solution 5.9

1) a)

x x

flo)=1—xz— :c/f(t)dt + /tf(t)dt
alors 0 . 0
fo)=-1- [
donce 0

f'(@) = —f(x)
alors la solutions est
f(z) = acos(z) + Bsin(x)
ol
fO)=1=a=1
)= -1 =1
alors
f(z) = cos(z) — sin(x).
b) f(5) = cos(§) — sin(§) = 152
2) Soit le systéme

T =ar —
' A a:f(ﬂ).
y=x+ay

(1)

Les valeurs propres sont solutions du polynome caractéristique M(X) avec

wl

La matrice Jacobienne est

M) = det[J — AI] =0
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alors
(a—=XN?+1=0

donc les valeurs propres sont
)\1 :a—l';>\2 :a+z

1—/3
2

ol a= < 0 alors le point d’équilibre (0,0) est foyer stable.

Solution 5.10

Soit I’équation de réccurence
T = f(z,) =az, — 23, ot a €R (5.17)
1) Les points fizes x* pour ’équation (5.17) donné comme
r, = f(zn) = ax, —

alors

xy=0,2] = —Va— 1,25 =Va

x§ = 0 existe toujours, x5 = —v/a — 1,25 = \/a — 1 existe pour a € [1,+00].

2) Les intervalles avec a ot les points fizes sont stables donnée avec
fl(z,) =a— 322,
alors

f'(x5) = f(0) =q,

donc le point fize xj est stable si a €] —1,1], et
flay) = f(—Va—1) = ~2a+3,

donc le point fixe x; est stable si | —2a+ 3| < 1, alors a €]1,2],
fl(x3) = f(Va—1) = ~2a+3,

et le point fize x} est stable si | —2a + 3| < 1, alors a €]1,2].
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3) Les cycle d’ordre 2 de f(x,) est donné par {/1+ a, —/1 + a}

f(\/1+a):a\/1+a—\/1+a3:a\/l—l—a—(1+a)\/1+a:—\/1+a

et

f(vVita)=—-avita+vVita =—avita+(1+a)vita=vVIita
4) La stabilité de ce cycle d’ordre 2 est donnée comme
[ (Va+ D= f(—Va+1)=|-2a-3] <1,
Ainsti, le cycle d’ordre est stable si a €] —2,—1].

Solution 5.11

Soit I’équation de réccurence

Tn
1422

Tpy1 = f(z,) = —ax,, ot a€R (5.18)

1) Les points fizes de l’équation (5.18) sont donné comme suit

Tp
Tp = f(xn) = — Ty
2 )
1+ 2z
alors
—a —a
2o =0,2] = —| ——=, 25 = /| ——,
a—+1 a—+1

Le premier point fixe trivial zjy existe toujours, les deux derniers points fizes 7, x5
existes dans l'intervalle a €] — 1,0]

2) La stabilité des points fizes x§, x5 donnée avec

1 — a2
! - -
f(I) - (1+x2)2 a,
alors
f'(= a_—i—al):f/< a_—l—al):2a2+2a+17

donc les points fizes x5, x3 sont stables si a €] — 1,0].
3) La valeur a = a, ot le point fize trivial x* = 0 est donné un doublement de

période
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fag) = f(0)=1-a=-1,

alors a, = 2.

4) Supposons que la valeur de x,, est petite et positive x, ~ €, alors

€
fle) = T —2e~ —¢
et
€
f<_ )7_1_'_62—’_26’\’67
donc ewiste deux-cycles a a, = 2.
Solution 5.12
Soit le systeme dynamique discret
azx(n—1)
)= —————, ou (>0
z(n+1) T+ Ga2(n) ou [
1) Les points fizes de systéme (5.19).
On pose f(x) = gz tel que 8> 0.
x* point fixe c’est une solution de [’équation
ax
= = =
flz)==z 17 527 x

c’est-a-dire

(o —1-pB2*) =0

alors

=0 ou a—1—p22=0

donc st o > 1 les points fixes sont

{07_\/04;17\/@[;1}

et si a < 1 existe un seul point fize est x* = 0.

2) faisont le changement de variable pour obtenir le systéeme (5.20),

on pose

y(n) =z(n—1) = p(n+1) = z(n),

95

(5.19)



Dr Kamel Djeddi Chapitre 5 — Exercices corrigés

et
y2(n) = yr(n +1) = z(n),
donc
ya(n+1) =z(n+1) = %,
alors

yi(n+1) = ya(n) = f(y1,92)

ay1(n)

(5.20)
ya(n+1) = 55505 = 941, 92),

d’ot le résulta.

3) vérifions que lorigine est un point fize alors

{ f(ylay2) =

9(y1,Y2) = yo,

donc
£(0,0) =0 wvérifie
{ 9(0,0) =0 wvérifie,
alors (0,0) est un point fize du systeme (5.20).
Discutons sa stabilité.
On utilise la méthode de linéairisation au voisinage de (0,0),

la matrice Jacobienne

Sf fF
5 5
o) = | o
Sy1 - dy2
alors
0 1
J(:E,y) - o —2aBy1y2
1+8y3  (1+By2)?
c’est-a-dire

o= (1)

alors le polynome caractéristique d’une matrice J(0,0) est
P(A\) =)\ —a.
D’apres question 1) si o > 1 les valeurs propres sont

)\1 = _\/av >\2 = \/a7
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donc
|/\1| = ‘)\2‘ = \/5 > ]_,

d’ot le point (0,0) est un noeud instable pour le systéeme (5.20).
St < 1 on distigne deux cas :

Cas 1:(0<a<1)

donc \; = —v/a, Ay = /a, implique

M| =[x =Va <1,

d’ou le point (0,0) est un noeud stable pour le systéme (5.20).
Cas 2 : (a <0)
les valeurs propres sont
)\1 = —i\/ —Q, )\2 = i\/ —Q,
alors

’)‘1’ = |>‘2| = \/_:pv

- si—1 <a<0= p<1impliqgue (0,0) est un foyer stable,

—- si o =—1= p=1 implique (0,0) est un centre,

- sia< —1= p>1implique (0,0) est un foyer instable.
et puisqu’on a : |\| # 1,|Xa| # 1 alors (0,0) est un point hyperbolique d’ot d’apres
le théoreme de liéairisation au voisinage de (0,0) les trajetoires du systéme non

linéaire et celles du systéme linéarisé son topoligiquement équivalant.
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