Chapitre 2

Systémes dynamiques non linéaires

3.1 Systémes autonomes et non autonomes

— On dit que le systéme différeniel est autonome, si sa loi d’évolution ne dépend
pas du temps (la loi est alors dite stationnaire) ;

dx(t)
dt

= F(xz(t)), (3.1)

— On dit que le systéme différeniel est non autonome ; sa loi d’évolution dépend

alors du temps.

= F(x(t),1), (3.2)

3.2 Systémes conservatifs et dissipatifs

Chez les physiciens, un systéme conservatif est un systéme qui conserve ’énergie
totale, par contre un systéme dissipatif est un systéme qui dissipe de ’énergie. Donc
le premier posséde une intégrale premiére (ou constante) du mouvement, et 'autre

posséde au moins un terme dépendant de la vitesse.

Définition 3.1 Soit (I', F,dr) un systéeme dynamique. Pour Q@ C I une région de
Pespace de phase, on définit ¢o(Q) = {pro(z),xz € Q} le flot de cette région.

— Le systeme dynamique est dit conservatif, s’il conserve les volumes d’espace de
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phase :

vQ CI,vt >0, / dT:/dT

?¢,0(92) Q
— Le systéme dynamique est dit dissipatif, s’il contracte les volumes d’espace de
phase :

VQ C IVt >s >0, / dr < / dr
b1,0() $5,0(2)

3.3 Etude de la stabilité du point fixe

Soient F un ensemble et A C F,

On dit que A est invariant par F'si FI(A) C A.

On dit que A est un attractif (ou attracteur) si A compact fermé et invariant par
F'; et 'l existe un voisinage V' de A tel que pour xy € V, 'orbite de xg est une
suite qui converge vers A. Le voisinage V est appelé le bassin d’attraction

de A et on a:

A= ﬁ F*(V).

On dit que A est instable (ou répulsif) s’il existe un voisinage V' de A tel que
pour tout zo € V, Porbite de zq s’éloigne de A (ou de maniére équivalente: si

A est un attracteur pour F1).

On dit que A est un attracteur étrange si l'orbite de z est dense dans A, Vx € A

et est sensible aux conditions initiales.

L’attracteur le plus simple est le point fixe, il peut étre attractif ou répulsif.

3.3.1 stable au sens de Lyapunov

Soit le systéme dynamique & temps continu :

0 = Fla(t)
3.3
{ " (5.3

=129 Condition initiales,

ou F une application de R"™ dans R" , et x € R"™.
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Et soit le systéme dynamique & temps discret :

Tp1 = F(z
Ty, = xo  Condition initiales,

ou F une application de R™ dans R" , et x € R™.

Définition 3.2 Le sytéme dynamique (3.3) est dit stable au sens de Lyapu-
nov par rapport au point d’équilibre x* si suffisament proches du point fize pour la

condition initiales z(ty), et nous écrivons:
Ve > 0,30 > 0: [|z(ty) — z"|| < I = [|F(t,tg,x(to)) — ™| <&,V > 1.

En dimension un, F': R — R c’est la pente m = F'(z*) de la tangente au point fize

x* qui détermine le type de point d’équilibre.

Définition 3.3 Le sytéme dynamique (3.4) est dit stable au sens de Lyapunov
par rapport au point fire x* si suffisament proches du point fize pour la condition

initiales x(ko), et nous écrivons:
Ve > 0,30 > 0: ||x(ko) — x| < 0 = ||F(k, ko, x(ko)) — 2*|| < e,Vk > k.

En dimension un, F: R — R c’est la pente m = F'(x*) de la tangente au point fize

x* qui détermine le type de point fize.

3.3.2 Point attractif
Définition 3.4 Le point d’équilibre x* du systéme (3.3) est attractif si:

Vo € R;3do(to), tel que |z(to) — 27| < do(to) = Jm E(t,to, z(to)) = 7,
lorsque do(ty) = +00; on dit que le point d’équilibre x* est globalement attractif.
Définition 3.5 Le point fixze x* du systéme (3.4) est attractif si:

Vko € N;30(ko), tel que [[z(ko) — 27| < do(ko) = kggloo F(k, ko, x(ko)) = a,
lorsque do(ko) = 400 ; on dit que le point fize x* est globalement attractif.

Définition 3.6 Le point fivze x* est dit asymptotiquement (respectivement globale-
ment asymptotiquement) stable lorsqu’il est a la fois stable au sen de Lyapunov et

attractif (respectivement globalement asymptotiquement).
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3.3.3 Méthode de linéarisation

Soit le systéme dynamique non linéaire

T = F(a(t),

x(to) = x(0), Condition initiales.

La linéarisation au tour du point d’équilibre x* revient a poser :
xr=az"4+x.

Alors
T ="+ oz.
On obtient donc :
T+ 01 = F(2* 4 0%).

Par le développement de Taylor du premier ordre de F(z), on obtient
F(z* 4+ 0&) = F(a*) + F'(z*)(x — 2¥).

D’ou
0t = DF(z")0x, 6x(0) = dxg

DF(x) représente la matrice jacobienne de F'(z) par rapport a x , tel que

oF 0Fy 0Fy
ox1 drs " Oxn
ofy  Ofh Sk
DF() — ox1 dxo Oxn
6& 5& 6Fn1
ox1 dxo e 0xn

3.3.4 Meéthode de Lyapunov
Méthode indirecte de Lyapunov

La méthode indirecte, aussi appelée premiére méthode de Lyapunov, considre &
linéairiser le systéme dynamique autour d’un point fixe z* et & tester la stabilité du

systéme.
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Théoréme 3.1 Soit le systéme non lénaire (3.3), et soient A\;, i = 0,1,...,n, les

valeur propres de la matrice jacobienne de F(.) au point d’équilibre x* du systéme

(3.3) est:

1. Asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres de la

matrice jacobienne sont de partie réelle strictement négative.

2. Instable (ou répulsif) si la matrice jacobienne admet au moins une valeur

propre au moins une valeur propre de partie réelle strictement positive

3. On ne peut pas conclure la stabilté locale du point fixe si certaines valeurs

propres de la matrice jacobienne sont nuls

Théoréme 3.2 Soit le systéme non lénaire (3.4), et soient \;, i = 0,1,...,n, les
valeur propres de la matrice jacobienne de F(.) au point fize x* du systéme (3.4)

est:
1. Asymptotiquement stable si Vi € {0,1,...,n}, tel que | N;]| < 1.

2. Instable (ou répulsif) si la matrice A admet au moins une valeur propre de

module strictement supérieur a Uunité. i € {0,1,...,n}, tel que || N\;|| > 1.

3. On ne peut pas conclure la stabilté locale du point fixe si certaines valeurs
propres de la matrice A sont sur le cercle du rayon de l'unité et les autres a

Uintérieur.

Méthode directe de Lyapunov

Dans la méthode directe de Lyapunov, on cherche une fonction scalaire (de type
énergétique), que admet une différence négative. Cette fonction est appelée fonction

de Lyapunov.

Définition 3.7 Soit le systeme (3.3), la fonction de Lyapunov est une fonction

scalaire V : R™ — R, continue en x(t), tel que:
1. V(0) =0,
2. V(z(t)) >0, Vx(t) #0,
3. V(x(t)) = +oo si||z(t)] — +oo.
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Exemple 3.1 Soit le systéme différentiel

{ T = —ZL‘S . y2
y=zy -y’
Nous étudions la stabilité en point d’équilibre (0,0) avec une fonction de Lyapunov,

supposons V (z,y) = ax?® + by? o a > 0,b > 0,

alors

V(z,y) = 2axi + 2byy
V(:L‘, y) = 2ax(—x3 - yz) + 2byxy — o°

donc

V(z,y) = —2ax — 2axy® + 2bay® — 2by*.

On pose a =b =1 alors
V(z,y) = —22" — 29" = —2(a" +y*)

Vi(z,y) =2 +y* > 0,¥(z,y) # (0,0
V(0,0) =0
— .
V(r,y) = =2(2" +y') < 0,¥(z,y) =# (0,0)
lim”(x,y)”ﬁ_koo V(I, y) = +00.

\

Alors (0,0) est asymptotiquement stable.

Théoréme 3.3 Le principe de la deuziéme méthode de Lyapunov consiste a rempla-
cer létude de convergence de x(t) vers z* = 0, c’est-a-dire le point d’équilibre x* = 0

est asymptotiquement stable s’il existe une fonction de Lyapunov V : R™ — R, telle

que:
V(x(t) <0, Va(t) #0. (3.6)
C’est-a-dire la fonction de Lyapunov est strictement décroissante on V (x(t)) = v

. dz
etﬁ—dt.

Remarque 3.1 Si le point d’équilibre x* # 0, on s’y ramene par un changement de

variable du type ©'(t) = x(t) — z*.

Définition 3.8 Soit le systeme (3.4), la fonction de Lyapunov est une fonction

scalaire V : R™ — R, continue en xy, tel que:
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~
<

(0) =0,
2. V(.’ﬂk) > 0, Vi 7é 0,
3

- Vi(xg) = 400 si ||xg]] — +oo.

Théoréme 3.4 Le principe de la deuxiéme méthode de Lyapunov consiste a rem-
placer l’étude de convergence de xjy vers x* = 0, c’est-a-dire le point fize x* = 0 est

asymptotiquement stable s’il existe une fonction de LyapunovV : R" — R, telle que:
AV($k+1, :L‘k) = V(l'k+1) — V($k> < 0, VQTk 7é 0. (37)

Remarque 3.2 Si le point fize 2* # 0, on s’y rameéne par un changement de va-

riable du type x| = v — x*.

Exemple 3.2 Soit le systeme différentiel de Lorenz suivant :

& =2y — =)
y=-—zz+3ir—y (3.8)

z=uxy — 3z.

En étude la stabilité de point d’équilibre (0,0,0) de ce systéme
Posons

1
V@%@Zg@£+@“Mﬁ)

V(z,y,2) = axi + Pyy + vz2

1
V(@,y,2) = 202y — ) + By(—oz + 5o — y) + 2y — 32)

alors

1
V(w,y,2) = 202y — 200" = Bayz + 5 fry — By* + yoyz — 327,

on pose 3 = alors

1
V(z,y,2) = 2axy — 2a0® + éﬁxy — By* — 3822,

1

on pose =7 =2 et a =3 alors

V(z,y, 2) = —2® + 2xy — 2% — 627

V(l’,y, Z) = —(ZE - y)2 - y2 - 622
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donc

V(m,y, 2) = —[(x —y)* +3* +62% <0 si (z,9,2) # (0,0,0)

La fonction de Lyapunov est

1
—x? + 2% + 227)

Vie2) = 505

2
V' est satisfaite les conditions de définition (3.7) alors le point d’équilibre (0,0,0)

est asymptotiquement stable.

3.3.5 Stabilité des points périodiques

Comme les points périodiques sont des points fixes de F?, alors:

Théoréme 3.5 Soit x le point périodique d’un cycle d’ordre p: Si les valeurs propres
de la matrice DFP(x) sont des modules strictement inférieurs a ['unité, le cycle est
stable ; si la matrice DFP(z) admet au moins une valeur propre de module stricte-

ment supérieur a 'unité, le cycle est instable.

En dimension un, F': R — R, est m, = F?(z*) alors:

Théoréme 3.6 Cas discret :Pour F': R — R le cycle {x¢, x1,...,2p_1 }:
1. Stable (ou attractif) si: |m,| < 1.
2. Instable (ou répulsif) si: |m,| > 1.
3. Indiférent si: |m,| = 1.
4. Super stable (ou super attractif) si: |m,| = 0.

m, s appelle le multiplicateur de F du cycle {xg, 21, ...,xp_1} etm, = [[ =" F'(z;),

OQZF’:E

dr’

3.4 Nature des points fixes et cycles

Pour caractériser la nature des points fixes et les cycles nous supposons que:
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a) Si la dimension de systéme (3.2) est égal a un, le multiplicateur d’un point fixe
x* est m = F'(z*) on F' = < et le multiplicateur d’'un cycle d’ordre p,
{0, 21, .y xp 1} est my, = [[25 F'().

Un point fixe ou un cycle est dit stable (ou attractif) si [m| < 1 (Jm,| < 1

respectivement), et instable (ou répulsif) si [m| > 1 (|m,| > 1 respectivement).

b) Sila dimension de systéme (3.2) supérieur un, les multiplicateurs d’un point fixe

x* ou d’un cycle d’ordre p sont les valeurs propres de la matrice Jacobienne
de F(z*) ou de FP(x;).
Lorsque la dimension de systéme (2) est égal a deux, il existe deux valeurs propres

A1 et Ag alors la nature de point fixe ou cycle donnée comme suivante:

Cas continu
1) Col: Si A\; et Ay sont réels: A\; < 0 < Ag.
Un col est un point instable:
2) Noeud: Si A\; et Ay sont réels
a- stable si Ay < Ay <0,
b- instable si 0 < A} < As.
3) Foyer: Si \; et Ay sont complexes conjuguées et \; o = a+if, B # 0,

a

stable si @ < 0,
b- instable si a > 0,

c- centre si o = 0.

Cas discret
1) Col: Si A\; et Ay sont réels: |[A| < 1 et [Ag] > 1.
Un col est un point instable:
a- de type 1si Ay > 0et Ay > 0,
b- de type 2 si A\ <0,
c- de type 3si Ay <0 et Ay <O0.
2) Noeud: Si A\; et Ay sont réels

a- stablesi |\ < 1,1=1,2,
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b- instable si |\;| > 1,i=1,2.

3) Foyer: Si A et Ay sont complexes conjuguées et r = ||, i = 1,2,

a- stable sir < 1,

b- instable si r > 1.

Noeud dégénéré stable

foyer stable

det A

A=0: det A= i (Tr A)?

|

foyer instable

Noeud dégénéré instable

Origine

®

centre

Noeud stable

Noeud instabIeTr A

A

i

ligne de points fixes stables

Col

A

Ligne de points fixes instables

FIGURE 3.1 — Classification des portraits de phases dans le plan (det A, Tr A) .

3.5 Exposants de Lyapunov

En régime chaotique, la distance entre deux trajectoires initialement proches tend

a augmenter a une vitesse exponentielle, puis a se stabiliser lorsque la distance atteint

une valeur limite de 'ordre du diameétre de l'attracteur. tant donné une précision

sur les mesures, le temps que mettent deux conditions initiales dont la distance a

I'origine est de l'ordre de cette précision constitue ’horizon prédictif du systéme.

Les exposants dits de Lyapunov permettent de mesurer ce taux de divergence.

La mesure du plus grand exposant de Lyapunov nécessite d’itérer la dynamique du

modeéle pour deux conditions initiales trés proches, et de mesurer au bout d’un temps

fini la distance entre ces deux trajectoires. Pour que ce calcul soit valable, il faut
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bien stir que ces deux conditions initiales soient situées a proximité de 'attracteur.

Une erreur ¢y > 0 sur la condition initiale va évoluer exponentiellement et 1’erreur,
a un instant ¢, aura 'expression suivante : |¢(t)| = ege*. On peut calculer la valeur
de A, appelé exposant de Lyapunov, grace aux méthodes développees par Alexandre

Lyapunov.

3.5.1 Exposant de Lyapunov pour un systéme de dimension

égale a un

Soit un systéme dynamique de dimension égal un. donné par une application

discréte f: R — R telle que
Tt1 = f(l'k), k= 0, 1, 2, (39)

Soit xy une condition initiale xo, un accroissement dzg, (avec dxy — 0) afin d’obtenir

une seconde initiale proche xj, telle que:
Ty = T + 0xp.
On utilise les deux premiers termes d’un développement en séries de Taylor on a;
f(xo) = f(zo + dmo) = f(0) + f'(20)-60. (3.10)
En remplagant dans (3.10) on obtient
dx1 = f'(x).0x tel que dxy = 2| — x4, (3.11)

ou x1 = f(xg) et ) = f(xy). Nous prenons a nouveau l'image par f des deux

membres de (3.11) on obtient

F@h) = flf (o + 0xo)] = f1f (wo)] + f[f (0)]-00, (3.12)

donc
F(@h) = f2(wo) + f'[f (wo)].0o, (3.13)

donc le premier itéré de f sur zf, il vient

f(@y) = f(21) + f'(z1).021. (3.14)
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En introduisant (3.10) dans (3.14), nous obtenons 1'équation suivante:

f(@y) = f(z1) + f'(21).f (20).00. (3.15)
On suppose ainsi
dxo = f'(x1).f'(xg).00, (3.16)
alors I’équation (3.15) est équivalent I’équation suivante

f(@)) = f(21) + 02, (3.17)

Nous généralisons ’équation (3.16) & une étape d’itération quelconque k en écrivant

dxp = ( ﬁ f’(wm)) 0Tg. (3.18)

En supposant |dzy| =~ (7)*|dz0|, I'évolution est obtenue par un taux effectif v par

pas d’itération, qui est donné par 1’équation (3.18) avec I’équation ( 3.19 ).

1 m=k—1 %
) 0xg \ * ) ,
kEI-Poo (|5_xo ) N kEE-noo ( H f (xm)]> ' (3.19)

m=0

Apreés logarithme de 1'équation ( 3.19 ), nous obtenons l'exposant de de Lyapunov,

1 m=k—1
A =log(y) = lim - Z log(| f'(x:)]), (3.20)
1 m=k—1
A=log(y) = lim > log(|f'(z:)])- (3.21)
=0

Pour )\ < 0 la trajectoire de I’évolution du systéme peut tendre vers un point
fixe, avoir un comportement périodique (ou quasi-périodique).
Pour )\ > 0 le systéeme est chaotique.

Pour A — oo le systéme devient aléatoire.

3.5.2 Exposants de Lyapunov pour un systéme de dimension

supérieure strictement a un

Soit le systéme dynamique de dimension n défini par:

Tre1 = F(xr), k=0,1,2,....
et = Flz) (3.22)
o est la condition initiale,
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ou F' une application de R™ dans R". Pour le calcul des exposants de Lyapunov,
la méthode est la suivante. On remarque la trajectoire du point initial xy et celui
de un point trés proche, xg + € (xg et xg + €o sont des vecteurs d’espace d’état).
L’évolution du systéme est décrite par 'application F'. D’abord, la distance entre
les deux points est déterminée par la norme de g¢. Aprés itération, la distance entre

les deux points de trajectoires est donnée comme suivante:
lex]l = [[F(z0 + €0) — F(wo)[| = || (o)eol], (3.23)

ot J(z) est la matrice jacobienne de F' évaluée en x.
Aprés généraliser I’équation (3.23) une étape d’itération quelconque k, nous écri-

vons
lexll ~ HJ(:Ck 1) (Th—2)...J (xo)e0l|

et (3.24)
~ || J(@i)|-lleoll;
=0

ou [TZ " J(w:) = J(whr) T (2h_2)...J ().

On définit alors les n exposants de Lyapunov avec la limite suivante:

k—l>+oo 501—>0 k 08 (||50” k_lH_oo 501_>Oz k ||6Z 1” (3 5)

Puisque I'application F' n’est pas connue, la procédure de calculer les exposants de
Lyapunov sera composé a estimer les matrices jacobiennes & partir des données. Ce
n’est pas possible pour des problémes d’instabilité numérique et une autre procé-
dure doit étre appliquée. Wolf et al. [1985] ainsi que Eckmann et Ruelle [1985] ont

présentés des algorithmes performants pour les séries temporelles.

3.5.3 Meéthode de Wolf

Soit un systéme dynamique discret de dimension n défini par (3.22).

On définit la suite de vecteurs:
vi(k+1) = J(k)vi(k), k=0,1,2,... n. (3.26)

ou J(k) est la Jacobienne de F' au point xy.
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Alors aprés n itération le systéme (3.26) devient:
vilk +1) = J(k)J(k — 1)...J(0)v;(0), k=0,1,2,....n (3.27)

dans le systéme (3.26), la longueur du premier axe principal augmente comme e(Ak),
la zone définie par les deux premiers axes principaux augmente comme e((A;+A\2)k),
le volume défini par les trois premiers axes principaux augmente comme e((A; + Az +

A3)k)... ect, et immédiatement:

1
A~ lim —1og(”“1H.”“2”... v ] ) (3.28)
looll [loall ™ [lox—1]]

Pour k = 0, les vecteurs v;, i = 1,2, ..., n sont définis par:

v = (1,0,0,0, ..., 0)
vy = (0,1,0,0,...,0)

vn = (0,0,1,0,...,0).

Pour éviter la divergence, a chaque itération les vecteurs v;(k), vo(k), ..., v, (k) seront
orthonormés par le procédé de Gram-Schmidt.

Alors, le i-éme approximation de ’exposant de Lyapunov est défini en application
du taux de croissance du i-éme axe principal v; par la formule:

N R
)‘i ~ | —1 s
Notoo N8 ]

ott i=1,2..n. (3.29)

En conséquence, ils peuvent, en temps fini, étre supérieurs en valeur absolue & leur
valeur en temps infini qui est utilisée habituellement et qui est obtenu avec la mé-
thode de alan Wolf.

Remarque 3.3 Pour un systéme non chaotique, les exposants de Lyapunov sont
tous inférieurs ou égaux a zéro et leur somme est négative. Un attracteur étrange
possédera toujours au moins trois exposants de Lyapunov, existe au moins un expo-

sant positif.
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