5.1 Solutions

Solution 5.1

Soit le systeme différentiel

L3 02
{x Y 55)

y=—y’ —ya®+u,

1) La matrice Jacobienne en point d’équilibre (0,0) est donnée comme suivante

—322 —y? 22y —1
J(z,y) = (

—2zy+1 —3y? — 22,

J(0,0) = (2 _01 )

Les valeurs propres sont solutions du polynome caractéristique M(\) avec

alors

det[J(0,0)] — AT =0,

alors
N +1=0,

donc les valeurs propres sont

)\1 - 'L.,)\Q = —1.

le partie réel des valeurs propres Ay, Ao est nul donc on ne peut pas savoir la stabilité
du systéme en [’origine.
2) En étudier la stabilité en [’origine avec fonction de Lyapunov,

soit V(z,y) = x> + y* alors

V(z,y) = 2x% + 2yT
= 2z(—2% — xy?® —y) + 2y(—y® — y2* + )
= —22% — 2%y% — 2y — 2yt — y22? + 2y
= —2(zt + 222y% + oY)
= —2(2% + 92)?
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alors la fonction de Lyapunov V(x,y) = 2% + y* est vérifice

(

Viz,y)=a*+y>>0,Y(z,y) # (0,0)
V(0,0)=0
— .
V(z,y) = —=2(2* +y*)* < 0,Y(z,y) =# (0,0)
lim||(z7y)||_>+oo V(:c,y) = +00.

\

Alors (0,0) est asymptotiquement stable.

Solution 5.2
1) On pose

r = T i’l = T3
alors )
Ty = Iy Ty = —DHr{Ty — T1

2). Soit la fonction de Lyapunov V (zy,xs) = 22 + 23 alors

V(zy,29) >0 si (x1,22) # (0,0) et V(0,0)=0 et lim V(ry,z9) = +o0.

||| —+o0
' 2 2
V(x1,x9) = —102725

alors le point d’équilibre (0,0) est asymptotiquement stable.

b). 1)
i = 2z + 1> Ty =C
. tel que
y=—3y Yo = C2

donc = =3y = y(t) = ane ™3 = y(t) = coe™! car yo = ¢
er & = 2x +y* on obtien la solution homogéne xy, alors
T =2z = x, = aqe?, a; € R, on cherche la solution générale,

2
&

—6t
3 .

la solution particulaireest x, = —2e
Donc la solution générale est x(t) = xp(t) + x,(1)
2 2
2(t) = (e + 2)e¥ — 2,

8 8
Alors le flot ® du systéme (5.3) est
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2) S est un ensemble invariant

2 2 2
t
= —% = x(t) = —%e’m = xz(t) = —yé ),

donc ®(S) C S alors S un ensemble invariant par .

Solution 5.3

1) x(t) esr croissant alors

3—x
x>0 e 3—x—2y>0 x>0 ety < =5*

z(t) >0 < ou & ou
r<0 e 3—x—2y<0 r <0 etyzg%g”

x>0 ety > 3’Tx
x(t) esr décroissant #(t) < 0 << ou
<0 et y< S_Tx
y>0 ety<3-—2z
y(t) esr croissant &(t) > 0 << ou
y<0 et y>3—2zx
y>0 ety<3—2zx
y(t) esr décroissant (t) < 0 &< ou

y<0 et y<3—2
2) Points d’équilibres du systéeme (5.3) sont

(0,0),(0,3),(3,0), (1, 1),

3) Matrice jacobienne

J(z.y) 3—2x —2y —2x
x,Y) =
—2y 3—2x—2y

3)
La nature du points d’quilibre
3 0
J(0,0) = ( ) alors les valeurs propres sont A\; = 3 et \y = 3, donc (0,0) est
0 3

point noeud instable.

87



Dr Kamel Djeddi Chapitre 5 — Exercices corrigés

-6 -3
(0,3) est point noeud stable.

-3 0
J(0,3) = < ) alors les valeurs propres sont \y = —3 et Ay = —3, donc

-3 —6
J(3,0) = ( > alors les valeurs propres sont \y = —3 et Ay = —3, donc
0 -3

(3,0) est point noeud stable.

-1 -2
J(1,1) = ( P ) alors les valeurs propres sont \y = 1 et \y = —3, donc

(1,1) est point col.

Solution 5.4
1) Points fives du systeme (5.5) sont 0,+4/1 — L.
1'(0) =7 alors 0 est stable sir € [—1,1] et instable si r €] — oo, —1[U]1, +-00].
F(£4/1=2) = =2r + 3 alors £1/1 — % sont stables si r €]1,2[ et instable si
r €] — 00,0[U]0, +o0[. Le point fize n’existe pas pour r € [0, 1].

Solution 5.5
1) Points d’équilibres du systéme (5.6) on pose & =0,y =0 et 2 =0 alors

1
(x—c)x+ba=0y=——x,2=—y, et A=c*—4ba.
a

- 85t A > 0 alos existe deux points fixes tel que a # 0.

<c+\/Z —c— VA c+\/Z> (c—\/z —c+VA c—ﬂ)
5 , : , .

2a 2a 2 2a 2a

- 81 A <0 pas de point fize.

- 81 A =0 alos existe un point fixe tel que a # 0, est (g, 5o i) )

~ Sia=0 et c+#0 alos existe un point fize est (0,2, —2),
- Sia=0,b=0 et c =0 alos existe un point fize est (0,0,0),
- Sia=0,b=0 et c#0 pas de point fize.

2) a= -3 etb=c=0 alos existe un point fixe du systeme (5.6) est (0,0,0),

0 -1 -1
Matrice jacobienne J(x,y,z) = 1 -3 0
z 0 =z
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det(J(0,0,0) — AXI) = 0 donc —A(A\> +3\+1) =0.

Alors existe trois valeurs propres réels

—3+V5 —-3-5
2

A =0, = <0 N\ =——Y2

2

Ne pas déduire la stabilité.

Solution 5.6
1) Points fizes du systeme (5.7) siy, =0, 2> —x +c=0 et A =1 — 4c,

- S5i A >0 doncc< i implique existe deuz points fixes

1+vI—dc , 1-+T—4c
—,:E _—

*_
xl_

2 2 2
- St A =0 doncc= % implique existe un point five est x* = %
- Si A <0 donc ¢ > i implique pas de point fize.

Ls stabilité on pose f(x) =2 + ¢
- Sic< i f(x}) =233 =1—+/1+4c alors z} instable
- Sic< i f(z3) =233 =1—+/1—4c alors

x5 stable si —% <c< i,

3

ry instable si —3 < —1.

2) y, # 0 il existe deux points fixes du systeme (5.7) sont

i implique pas de point fixe.
- Sic= % implique existe un point fixe est (%, 0)

3) J(n,y) = ( B = )

2y, 2x,

1 —2y/c—1%
J( 1) = et les valeurs propres sont Ay = 1 +
24/c— 1 1
vV1—4de, g =1—+/1—4ec.
_1
B T—l): 1 2\/c— 5
) 4 1
—2‘/0—2 1

V1—dc, Ao =1—+/1—4c

J(

et les valeurs propres sont \y = 1+

N |

89



Dr Kamel Djeddi Chapitre 5 — Exercices corrigés

10
J(%) = ( > et les valeurs propres sont A\ o = 1.
01

4) Zn+1 = Tp+l + Z.yn—I—l - xi - yi +c+ anyn alors

Znt1 = (g + 1yn) (T + 1y) + C.
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