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Ce chapitre constitue une introduction aux espaces métriques, lesquels sont des espaces topo-
logiques particulierement importants.

Dans tout ce chapitre, K désigne le corps R ou C.

1 Distances, boules

Définition 1 (Distance, espace métrique) Soit X un ensemble non vide. Une distance ou métrique sur
X est une application d : X x X — Ry qui satisfait les propriétés suivantes pour tous x,y,z € X :

(D1) d(x,y) = 0si et seulement si x =y, [Séparation]

(D2) d(x,y) =d(y,x), [Symétrie]

(D3) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z), [Inégalité triangulaire].

Muni de la distance d, I'ensemble X est appelé espace métrique et est noté (X, d).



Exemple 1 Sur un ensemble non vide X,

d(x,y) = 0 six=y
= 1 six#y.

est une distance dite discréte ou triviale, et (X, d) est appelé espace métrique discret.

Exemple 2 Sur K = R ou C, I'application d : K x K — IR définie par

d(x,y) = |x -yl

est une distance appelée distance usuelle ou naturelle de K.

Exemple 3 Sur l'espace K" (K = R ou C), on définit, en notant x = (x1,...,x,) ety = (y1,..., Yn) €

K", les distances principales suivantes :

di(x,y) = Y |xi—yil,
i=1

day(x,y) = /) (xi— yi)? (distance euclidienne)
i=1

n Vp
dy(x,y) = (Z |xi — yi|” ) ,p>1 (distance holdérienne d’ordre p)
i=1

deo(x,y) = max |x; —yil.

Pourn=1,onady =d, =dy = de.

L'inégalité triangulaire pour d, découle de I'inégalité classique (1) appelée inégalité de Minkowski.

Théoreéme 1 (Inégalité de Minkowski, version discréte) Soit p € [1,+oo] et n € IN*. Alors, pour

tousa;,b; €K, i=1,..,n,ona

<i|az-+bz-|”>p < ()n:\az-!*’>p+ (f!bw)p. &)
i=1 i=1 i=1

Exemple 4 Considérons I'ensemble B(X,R) des applications réelles bornées sur un ensemble X.

On rappelle que

f:X — Restbornée <= f(X) est une partie bornée de R
<= 3C > 0tel que |f(x)| < C pour tout x € X.

Sur ’ensemble B(X,R), on définit la distance

doo(f,8) = sup |f(x) — g(x)|.

xeX



Exemple 5 Sur l'ensemble C([a,b],R) = {f:[a,b] — R; f continue}, on définit les distances
principales suivantes en posant pour f,g € C([a,b],R) :

qifg) = [ 1f()—g(t)dt

a

da(f,8) = \//ab(f(t)—g(f)fdt

de(f,g) = sup |f(t) —g(t)] [distance de la convergence uniforme]

b 1/p
b9 = ([ Ir0-gwra)  p=1
L'inégalité triangulaire pour d, se réduit a 'inégalité de Minkowski pour les intégrales.

Théoreme 2 (Inégalité de Minkowski, version continue) Si p € [1,4o0| et f,¢ € C([a,b],K),

([ +seras) < ([ rora) « ([ swre) ®

Proposition 1 Pour tous points x,y et z d'un espace métrique (X, d), on a

alors

|d(x,2) —d(y,2)| < d(x,y). 3)

Définition 2 (Distance induite, sous-espace métrique) Si (X,d) est un espace métrique et A une
partie non vide de X, la restriction d4 de d @ A x A est une distance sur A. L'espace métrique (A,d )

est dit sous-espace métrique de (X, d).

Définition 3 (Espace métrique produit) Soit (Xq,dq) et (Xp,dz) deux espaces métriques. On définit

les distances principales suivantes en posant pour x = (x1,x2) et y = (y1,y2) € X1 x Xy :

Di(x,y) = di(x1,y1) +d2(x2,12)

Da(xy) = 3/ (di(xa,yn)) + (da(xa,y2))?

Dp(x,y) = [(di(xr,y))" + (da(x22))’] . p>1
Deo(x,y) = max{di(x1,y1),d2(x2,2)}

Muni de I"une des distances ci-dessus, X; x X est appelé espace métrique produit.

Définition 4 (Boule et spheére) Soit (X, d) un espace métrique, a € X et r > 0. On définit :
— Boule ouverte: B(a,r) = {x € X |d(a,x) <r}
— Boule fermée : B(a,r) = {x € X | d(a,x) <r}
— Sphere: S(a,r) ={x € X|d(a,x)=r}

Dans les trois cas, a est appelé le centre et r le rayon.



L’égalité
S(a,r) = B(a,r) ~ B(a,r)

est une conséquence directe de la définition.
Exemple 6 Dans R muni de la distance usuelle d(x,y) =[x —y|,onapoura € Retr > 0:
B(a,r) =|la—r,a+r[, Blar)=[a—r,a+r] et S(ar)={a—r,a+r}

Exemple 7 Dans R?, les boules ouvertes (resp. fermées) de centre 0 de rayon 1 ont les formes

suivantes pour les distances dy, d; et d, (resp. y compris les frontieres) :

N
NN

Pour x = (x1,x2) € R, ona:

X X,

dr(x,0) < 1 &= /a3+x3<1 & xf+x3<1,

_1§x1§1/

deo(x,0) < 1 <= max{|x1|,[x2|} <1 < ([x1| <1 et |12 <1) <~
—1§X2§1.

Exemple 8 Dans C([a,b], R) muni de la distance de la convergence uniforme d, la boule B( fy, r)
de centre fj et de rayon r est 'ensemble des fonctions f € C([a, b], R) dont les courbes sont situées

strictement entre celles des fonctions fo —r et fo +r.

y
f | y=f[)(t)+TE

|

|
O a

[

(S S

Exemple 9 Dans un espace métrique discret (X, d), on a pour touta € X :
—sir<1: Bf(ar)=B(ar)={a}etdoncS(a,r)=9;
—sir=1: B(ar)={a}, B(a,r) =XetdoncS (a,7r) = X\ {a};
—sir>1: B(a,r)=B(ar)=XetdoncS (a,r) = 2.



Définition 5 Soit (X, d) un espace métrique et A une partie non vide de X.

— On appelle distance d"un point x a A, le nombre positif ou nul

d(x,A) =inf{d(x,y); y € A}.
— On appelle diametre de A et on note diam(A), la quantité positive ou égale a +o0 :
diam A = sup {d(x,y); x,y € A}.

— Une partie A de X est dite bornée si son diametre est fini.

Exemple 10 Dans R muni de la distance usuelle, on a

d(0,]1,3[) = inf x=1, diam (]1,3[) = sup |x—y|=2.

1<x<3 1<x,y<3

On vérifie immédiatement que
Proposition 2 Une partie non vide A de X est bornée si et seulement si il existe une boule contenant A.

Preuve. Supposons A bornée, donc diam A < +o0. Soit 4 un point arbitraire de A, alors A C

B(a,diam A) car Vx € A : d(x,a) < diam A.

Inversement, supposons A C B(a,r). Pour x,y € A,ona:
d(x,y) <d(x,a)+d(ay) <2r

d’ot,
diam A = sup d(x,y) <2r < oo,
(xy)eA?

d’ot1 la bornitude A. m

Proposition 3 Soit (X, d) un espace métrique et soit A et B deux parties non vides de X. On a :
- Vx,y e X, |d(x, A) —d(y, A)| <d(x,y).
— diam A =0 <= A est réduit a un point.

A C B — diam A < diam B.

A et B bornées = A U B bornée (la réunion de deux parties bornées est bornée).

Toute partie finie de X est bornée.

Définition 6 Soit X un ensemble et (Y,d) un espace métrique. Une application f : X — Y est dite bornée
si son image f(X) est bornée dans (Y, d).
On note B(X,Y) I'ensemble des applications f : X — Y bornées. La formule
deo(f,8) = sup d(f(x), &(x)),
xeX

définit une distance sur B(X,Y'), appelée distance de la convergence uniforme.




2 Topologie d'un espace métrique

Proposition 4 Soit (X, d) un espace métrique. La famille T des parties O de X qui vérifient la propriété :
Vxe O, Ir>0 telque B(x,r)CO,

est une topologie sur X, appelée topologie associée a la distance d.

Les éléments de T sont dits ouverts et leurs complémentaires fermés.

Preuve. Il suffit de vérifier que T satisfait les trois propriétés d'une topologie, i.e.
(01) X et @ sont des éléments de T;

(02) Une union quelconque d’éléments de T est un élément de 7;

(O3) Une intersection finie d’éléments de T est un élément de 7.

Remarque 1 La topologie associée a la distance usuelle sur R n’est rien d’autre que la topologie

usuelle de R.

Proposition 5 Dans un espace métrique (X, d),
— toute boule ouverte est un ouvert ;
— toute boule fermée est un fermé ;

— toute sphere est un fermé.

Proposition 6 Dans un espace métrique (X, d), une partie est ouverte si et seulement si elle est réunion
de boules ouvertes.

Autrement dit, la famille des boules ouvertes est une base d’ouverts de la topologie associée i la distance d.

Preuve. Soit O un ouvert de (X, d). Pour tout x € O, il existe ry > 0 tel que B(x,ry) C O. Par
suite, O = |J {x} C U B(x,7rx) CO. m
xeO xeO

Proposition 7 (Caractérisation d’un voisinage d’un point) Soit (X,d) un espace métrique, V une

partie de X et x un point de X. Alors,
VeV(x) <= Jde>0: B(xe)CV.

Proposition 8 Un espace métrique est séparé, i.e. pour tout couple de points x,y € X distincts, x # y, il

existe deux boules ouvertes disjointes contenant respectivement x et y.

Preuve. Soit (X, d) un espace métrique et soit x, y deux points distincts de X. On pose r = d(x, ),
alors les boules B (x, %) et B (y, %) sont disjointes. En effet, siz € B (x, %) N B (y, %), alors on a

ror 2
= < _ R
r=d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) < 3 + 3 31’,

ce qui est impossible pour 7 > 0. m



Corollaire 1 Toute partie finie d’un espace métrique est fermée.
Proposition 9 Un espace métrique (X, d) est normal.

Proposition 10 (Point intérieur, point adhérent, point d’accumulation) Soit (X,d) un espace mé-
trique, A une partie de X et x un point de X.

— x est un point intérieur a A si et seulement si :
Jr>0 telque B(x,r) C A.
— x est un point adhérent a A si et seulement si :
Ve>0: B(x,e)NA#Q,

1e.

Ve>0,dyc A telque d(x,y) <e

— x est un point d’accumulation de A si et seulement si :
Ve>0,dye A telque 0<d(xy) <e.
Proposition 11 Soit (X, d) un espace métrique, A une partie de X et x un point de X. On a

1. d(x,A) =0 < x € A.

2. diam(A) = diam(A).

Proposition 12 Si (X, d) est un espace métrique, alors

1. Tout point x € X admet une base dénombrable de voisinages : B(x) = {B (x,1) ; n € N*}.
2. Lafamille B = {B (x,1) ; x € X, n € N*} est une base d’ouverts de (X, d).

n

Preuve. Si V est un voisinage de x, il existe r > 0 tel que B (x,r) C V. Comme R est archimédien,
il existe n € IN* tel que nr > 1soit 1 <rdouB(x,1) CB(x,r)C V. m

3 Equivalence de distances

Il'y a au moins 2 fagons de comparer deux distances définies sur un méme ensemble X. On peut

se contenter de comparer les topologies associées ou faire une comparaison plus quantitative.

Définition 7 Soient d et d’ deux distances sur un ensemble X.
— On dit que d est plus fine que d’ si tout ouvert pour d’ est ouvert pour d.

— On dit que d et d’ sont topologiquement équivalentes si chacune est plus fine que I'autre; i.e. qu’elles

définissent la méme topologie (la méme famille d’ouverts).



Ces notions se caractérisent aisément avec les boules comme ceci :

Proposition 13 d est plus fine que d’ si et seulement si toute boule ouverte pour d' contient une boule

ouverte pour d et de méme centre.

Exemple 11 Dans IR", les distances d;, d> et do, sont topologiquement équivalentes deux a deux.

Comparons d; et d, par exemple. On a d'une part, doo < d; ce qui entraine que
Vx € R", Vr > 0: By(x,r) C Boo(x,7).
D’autre part, on a d; < nde, ce qui se traduit par
Vx € R", Vr > 0: Be (x,%) C Bi(x,7).

Pour n = 2, on voit I'équivalence topologique des distances d1, d; et dw sur la figure ci-dessous

Définition 8 On dit que deux distances d et d’ sur un ensemble X sont (métriqguement) équivalentes s’il

existe deux constantes réelles « > 0 et B > 0 telles que
Vx,ye X: ad(x,y) <d'(x,y) < Bd(x,y) (4)

soit

&'(x,9)
vy =P

Proposition 14 Si les distances d et d’ sont équivalentes, alors elles sont topologiquement équivalentes.

Vx,y € X, avecx #y:a <

Preuve. Supposons que la double inégalité (4) a lieu. Pour tout x € X etr > 0,ona

By <x,;> C By(x,r) C By (x,g) .

[
Exemple 12 Les distances d;, d; et do sur R” sont équivalentes en vertu des inégalités suivantes

doo S dl S \/ﬁdZ S ndoo-

Exemple 13 Les distances D1, D, et D, définies sur 1’espace métrique produit X; x X (cf. exemple

3) sont équivalentes en vertu des inégalités suivantes

Deo < Dy < V2Dj < 2D



4 Suites dans un espace métrique

Définition 9 (Suite convergente) Soit (x,), une suite d’éléments d'un espace métrique (X, d) et soit
a € X. On dit que a est une limite de (x,), quand n tend vers l'infini si pour tout € > 0, il existe un rang

N a partir duquel tous les termes de la suite sont dans la boule B(a, €), ce qui se résume par
Ve >0, AN, € N, Vi > N : d(x,,a) < e.
On dit aussi que (x,,), converge vers a quand n tend vers l'infini et on note x, — a.

Ainsi,
déf ..
Xy —a <= limd(x,,a) =0.
n—oo
Exemple 14 La suite de terme général x, = (¢7", 1) converge vers (0,0) dans l'espace R?> muni
de I'une quelconque des distances principales.

Comme tout espace métrique est séparé, on a :

Proposition 15 Toute suite (x,), C (X, d) a au plus une limite. Si une telle limite a € X existe, on dit

que a est la limite de la suite (X, )neN quand n tend vers l'infini et on note &ij&oxn =a.
La notion de convergence d une suite permet de caractériser 'adhérence A d’une partie A d’un
espace métrique de la maniére suivante :
Proposition 16 Soit A une partie non vide d'un espace métrique (X, d) et soit x € X. Ona
x € A < Il existe une suite de points de A qui converge vers x.

Preuve. Conséquence immédiate de la proposition 23 du chapitre 1 jointe a la proposition 12. m

Corollaire 2 (Caractérisation séquentielle d"un fermé) Soit A une partie non vide d'un espace mé-

trique. A est fermée si et seulement si toute suite convergente de points de A a sa limite dans A.

Preuve. Notons par L(A) I'ensemble des limites des suites convergentes de A, i.e.

L(A):{xEX;EI(xn)CA: limxn:x}.

n—oo

La proposition 16 signifie que L(A) = A. Par conséquent, si A D L(A) = A alors A = A et donc
A est fermée. Réciproquement, si A est fermée alors A = A = L(A) et A contient donc les limites

de toutes ses suites convergentes. m



Définition 10 (Suite de Cauchy) On dit qu'une suite (x,) d'un espace métrique (X, d) est de Cauchy

si elle vérifie la propriété suivante (condition de Cauchy) :
Ve >0, AN € N, Vm,n > Ne:  d(xm, x,) <5,
c’est-a-dire si, dans R, on a :

lim d(xy,, x,) = 0.

m,n—oo
Ceci peut aussi s’écrire comme ceci en posant m = n +k :

Ve > 0,3N, € N,Vn > N, Vk € N :  d(x,44, %) <&

Exemple 15 La suite de terme général x,, = 1 est de Cauchy dans R muni de la distance usuelle.

Il en est de méme pour la suite de terme général x, = e ".

Voici une autre condition équivalente :
Proposition 17 Une suite (x,,) d'un espace métrique (X, d) est de Cauchy si et seulement si
;}Lr{}o diam(S,) =0
o0it Sy = {xn; n > p}.
Preuve. Il suffit d’observer que la condition de Cauchy équivaut a
Ve >0,dN, € N: diam(Sy,) <e¢
ou de maniere équivalente (compte tenu de la décroissance de la suite de parties (S p) p)

Ve > 0,3N; € N,Vp > N;:  diam(S,) <e. 5)

(diam(Sp))p cn est une suite de nombres réels positifs et la condition (5) signifie que sa limite est

nulle quand p — co. m

Exemple 16 Dans R, la suite de terme général x, = (—1)" n’est pas de Cauchy car, pour tout
peN,ona$, ={-1,1} dot diam(S,) = 2.

Notons les propriétés suivantes des suites de Cauchy.

Proposition 18 Dans un espace métrique,

1. Toute suite convergente est de Cauchy. La réciproque est fausse.
2. Toute suite de Cauchy est bornée. La réciproque est fausse.
3. Toute suite extraite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.

4. Toute suite de Cauchy admettant une sous-suite convergente est convergente.
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