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1 Topologie, ouverts, fermés et voisinages

On désigne par X un ensemble non vide quelconque et P(X) 'ensemble des parties
de X.

Définition 1 Une famille T de parties de X est appelée topologie sur X si elle vérifie :

01 X, oecr.

(O2) T est stable par union quelconque, i.e. une réunion quelconque (finie ou non) d’éléments de

T est encore un élément de T.

(O3) 7 est stable par intersection finie, i.e. une intersection finie d'éléments de T est encore un

élément de T.

Dans ce cas, le couple (X, T) est appelé espace topologique, et les éléments de T sont appelés

les ouverts (ou les parties ouvertes) de X.

Remarque 1 Pour établir la propriété (O3), il suffit de vérifier que 'intersection de deux

éléments de T est encore un élément de 7.

Exemple 1 (Topologie discréte) X avec T = P(X). C'est la topologie la plus grande en
termes de nombre d’ouverts : toute partie de X est un ouvert. (X, T) est appelé espace

topologique discret.

Exemple 2 (Topologie grossiére) X avec T = {@, X}. C’est la topologie la plus petite en
termes de nombre d’ouverts : les seuls ouverts sont @ et X est un ouvert. (X, 7) est appelé

espace topologique grossier.

Exemple 3 X = {a,b} avect = {@, X, {a}}.

Les ouverts sont: @, X et {a}.

Exemple 4 Sur X = {a,b,c},

la famille 71 = {@, X, {a}, {b,c}} est une topologie,

la famille 7, = {@, X, {a}, {c}} n’est pas une topologie car {a} U {c} = {a,c} & 1,

la famille 73 = {@, X, {a, b}, {b, c} } n’est pas une topologie car {a,b} N {b,c} = {b} ¢ 73.

Exemple 5 Sur X = [0, 40|, la famille T constituée de X, & et de tous les intervalles de

la forme ]a, +oo[ avec a € Ry est une topologie sur X.



Exemple 6 (Topologie usuelle de R) Sur X = IR, la famille T de toutes les parties O de R

vérifiant la propriété suivante
Vxe€ O, 3h>0telque |Jx—h,x+h[CO,

est une topologie sur R appelée topologie usuelle de R. Pour cette topologie,

— tout intervalle ouvert |a, b[ (oi1a,b € R aveca < b) est un ouvert (pour tout x € |a, b|
on peut prendre 1 = min {x —a,b — x}),

— l'ensemble |a,b[U]c,d[ (otta,b,c,d € Raveca < b < ¢ < d) est un ouvert,

— les ensembles ]a, +oo[ et | —o0, a[(ot1 @ € R) sont des ouverts,

— I’ensemble |a, b] (o1 a,b € R avec a < b) n’est pas un ouvert car pour le point b il
n’existe aucun réel i > 0 tel que |b — h, b + h] soit inclus dans |a, ],

— 'ensemble {a} (ot 2 € R) n’est pas un ouvert et, plus généralement, toute partie
finie non vide de R n’est pas un ouvert car ne contient aucun intervalle ouvert,

— I'ensemble Q des nombres rationnels n’est pas un ouvert, car en raison de la densité
de R \ Q dans RR, il n’existe aucun intervalle ouvert inclus dans Q.

— I'ensemble R \ Q des nombres irrationnels n’est pas un ouvert, car en raison de la

densité de Q dans IR, il n’existe aucun intervalle ouvert inclus dans R \ Q.

Proposition 1 Tout ouvert dans R muni de la topologie usuelle est la réunion d’intervalles ou-

verts de la forme |a, b ot a,b € R avec a < b (par convention U= ).
Preuve. Soit O un ouvert dans R muni de la topologie usuelle, alors
Vxe O, 3hy >0: |x—hy,x+hy[CO.

Posons Iy = |x —hy,x +hy[;alors O = U {x} C U L CO,douO0O= U L. =

xeO xeO xeO

Définition 2 (Fermé) Un sous-ensemble F d'un espace topologique X est dit fermé, si son com-

plémentaire F© = X \ F est un ouvert. On note F la famille de tous les fermés de X.
Exemple 7 Pour la topologie discrete sur X, toute partie de X est un fermé.
Exemple 8 Pour la topologie grossiéere sur X, les seuls fermés sont & et X.

Exemple 9 X = {a,b} avecT = {9, X, {a}}.
Les fermés de (X, ) sont: X, @ et {b}.



Exemple 10 X = {a,b,c,d,e} avect = {2, X, {a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}}.
Les fermés de (X, 7) sont: X, &, {b,c,d,e},{a,b,e},{b, e} et {a}.
On remarque qu'’il existe des parties qui sont ouvertes et fermées a la fois, comme il existe

des parties qui ne sont ni ouvertes ni fermées.

Exemple 11 Sur X = [0, +-oo[ muni de la topologie T = {@, X} U {]a, +oo[ ; a € R} }, les
fermés sont X, & et tout intervalle de la forme [0, a] aveca € R ([0,0] = {0}).

Exemple 12 Sur R muni de la topologie usuelle,
— l'intervalle fermé [a,b] (o1 a,b € R avec a < b ) est un ensemble fermé car son
complémentaire | —co,a[ U |b, +-oo[ est un ouvert,
— les intervalles | —o0, 4] et [a, +oo[ (@ € R) sont des ensembles fermés,
— l'ensemble {a} (a € R), et toute partie finie de R, est un fermé car son complémen-
taire | —oo0, a[ U |a, +-00[ est un ouvert,

— l’ensemble [a,b] (otta,b € R aveca < b ) n’est ni un ouvert ni un fermé.

Remarque 2

1. &, X sont des parties ouvertes et fermées a la fois pour toute topologie sur X.

2. Une partie d'un espace topologique peut étre ouverte ou fermée ou ouverte et fer-

mée a la fois ou ni ouverte ni fermée.

Des égalités bien connues (lois de De Morgan)
c c
(Ua) -na (na) ~Ua
i€l i€l i€l i€l
on déduit des propriétés (O1), (O2) et (O3) celles des fermés.
Proposition 2 La famille F de tous les fermés de (X, T) vérifie
(F1) @ et X sont des fermés.

(F2) Toute intersection de fermés est un fermé.

(F3) Une réunion finie de fermés est un fermé.

Remarque 3 La réunion infinie de fermés n’est pas nécessairement un fermé. En effet,

dans R usuel les intervalles [l 1} sont des fermés mais

U [%1] =10,1].

nelN*



Définition 3 (Voisinage d’un point) On dit qu’une partie V d’un espace topologique (X, T)
est un voisinage d’un point a € X si V contient un ouvert contenant a. On note V(a) 'ensemble

des voisinages du point a. Ainsi,
VeVa) < d0e€Tt:a€O0CV.
Exemple 13 Si X = {a,b} et7 = {9, X, {a}}, ona

V(a) = {{a}, X}, V() ={X}.

Exemple 14 Si X = {a,b,c} ett = {9, X, {a},{b,c}}, ona

V(a) = {{a}, {a,b} {a,c}, X}, V(b) = {{b,c}, X}, V()= {{bc}, X}.
Exemple 15 Pour la topologie grossiere sur X, V(a) = {X} pour tout pointa € X.

Exemple 16 Pour la topologie discrete sur X, toute partie de X contenant le pointa € X

est un voisinage de a.
De la définition ci-dessus, découle le résultat suivant.

Proposition 3 (Caractérisation des ouverts) Pour qu’un sous-ensemble non vide A d’un es-

pace topologique (X, T) soit un ouvert il faut et il suffit qu’il soit voisinage de tous ses points.

Preuve.
Nécessité. Si A est un ouvert non vide alors il est voisinage de tous ses points en vertu
de la définition 3 (on prend O = A).

Suffisance. Supposons que A soit voisinage de tous ses points, alors
Vace A 30, €1: ac O, CA,

douA= U {a}Cc U O, CA,etdoncA= | O, €1. m
acA acA acA

Proposition 4 (Propriétés principales des voisinages) Soit (X, T) un espace topologique et

V(a) la famille des voisinages d'un point a de X.

(V1) Tout voisinage de a contient a (donc n’est pas vide) :

VeV = acV.



(V2) Toute partie de X contenant un voisinage de a est aussi un voisinage de a :
(VeV@)etV DV) = V' eV(a).

(V3) La famille V(a) est stable par intersection finie, i.e. I'intersection finie de voisinages de a est

encore un voisinage de a.

(V4) SiV € V(a), il existe W € V(a) tel que W C Vet V € V(b) pour tout b € W.
Preuve. Les propriétés (V1) et (V2) sont évidentes. Pour (V3), on écrit
Vi=1,.,n,30;€1t: acO;CV,

d'oua € ﬂ O; C ﬂ V;. Comme ﬂ O, est un ouvert, ﬂ Vi est un voisinage de a. Dans
=1 i=1 i=1 i=
(V4), il sufflt de prendre W = O ou O est I'ouvert dans la définition 3. =

2 Intérieur, adhérence et frontiere

Définition 4 Soit (X, T) un espace topologique et A une partie de X.
— On dit qu'un point x de X est intérieur a A si A est un voisinage de x, i.e. s’il existe O € T
tg.xec O CA.

L’ensemble des points intérieurs a A est appelé intérieur de A et est noté A.

— On dit qu'un point x de X est adhérent a A si tout voisinage de x contient un point de A, i.e.

YW eV(x):VNA#D.

L'ensemble des points adhérents i A est appelé adhérence de A et est noté A.
— On dit qu’un point x de X est un point frontiére de A si tout voisinage de x rencontre a la

fois A et le complémentaire de A, i.e.
YVWeVkx):VNA#TetVNAS # 2.

L’ensemble des points frontieres de A est appelé frontiere de A et est noté dA ou Fr(A).

Autrement dit,
d0A = AN A-.
Remarque 4 Par définition, il vient immédiatement
o J—
ACACA,

i.e. tout point intérieur a A appartient a A, et tout point de A est adhérent a A.



Exemple 17 Sur X = {a,b} muni de la topologie T = {9, {a},{a,b}}, donner 'adhé-

rence, l’mterleur et la frontiere de {a} etde {b}.

Réponse : {a} = {a}, {a} = X, {b} @, {b} = {b},
9 ({a}) = {a} n{b} = {b}, 0 ({v}) = {b} N {a} = {b}.

Exemple 18 Sur X = {4,b, ¢, d, e} muni de la topologie

v =1{2,X,{a},{c,d},{a,c,d}, {bcde}},

donner "adhérence, l'intérieur et la frontieére de 'ensemble A = {b,c,d}.
Réponse: A = {c,d}, A = {b,c,d,e},
A¢ = {a,e}, A= {a,b,e},0A = ANA°={be}

Exemple 19 Dans R muni de la topologie usuelle, on a pour tous 2,b € Raveca < b:

~{a} =2, {af = {a},

- (0,6l =T, b[=]a,b] = Ja,b[ =Ia,b], [a,b] = [a,b] = Ja,b[ = [a,b],
— [a,+oo[ = Ja, +oo[ = Ja, +eo|, ] ~c0,b] =] o0, b] =]—co,],
— [a,+oo[ = ]a,—l—oo[oz [a,400[, ]—o00,b] =]—00,b] =]—00,b],

o

-N=Z=Q= IR/\\Q = @, (toutintervalle ouvert contient des nombres rationnels
et des nombres irrationnels)

~-N=N,Z=7Z,Q=R~Q=R

- {%;nelN*}:{%;nelN*}U{O}.

Proposition 5 Soit (X, T) un espace topologique et A une partie de X.

1. A est le plus grand ouvert de X contenu dans A, i.e. A € T et
VOet: OCA = OCA.

2. A est ouverte si et seulement si A = A.

3. Aest le plus petit fermé de X contenant A, i.e. A est un fermé et si F est un ferméet A C F
alors A C F.

4. A est fermée si et seulement si A = A.

o

5.04=CA ot CA=CA
L'ensemble CA = CA est appelé extérieur de A et est noté Ext(A).




Remarque 5 Des points 1. et 3. de la proposition ci-dessus, on déduit que

0]
1. A coincide avec la réunion de tous les ouverts de X contenus dans A :

A=J o
Oet
OCA

2. A coincide avec I'intersection de tous les fermés de X contenant A :

A= () F

F fermé
FDA

L'ensemble (] F estappelé fermeture de A.
F fermé EE—
FDA

Exemple 20 Pour une partie A d’un espace grossier X, on a

A = XsiA#g,
A = IsiA#X.

Exemple 21 Pour une partie A d'un espace discret X, on a

A = A (car A estun fermé),
A = A (car A est un ouvert).

Proposition 6 Soit (X, T) un espace topologique et A et B deux parties de X.
1. X=X,

2. ACB — ACHB,

3. A=A,

4. (ANB) = ANB, eten général N A; C N Ajsilest infini (pas d’égalité en général),
i€l i€l

5. (AUB) D AUB (pas d’égalité en général).

Proposition 7 (duale de la proposition 6) Soit (X, T) un espace topologique et A et B deux
parties de X.

1. ©

=,
2.ACB = ACHB,



|
I
kS

D>I
el

B =

A
oS
C

D>I

U
NB

BN
>

B C (pas d’égalité en général).

Remarque 6 1. L'égalité dans 4) n’est plus vraie en général pour une famille quel-

conque de parties de X comme le montre 1’exemple suivant :

Uit=U{}=Q et J{rt=0=R
reQ reQ reQ
Mais on a toujours

JAiclJA:

icl icl

2. On munit R de la topologie usuelle. Pour A = Qet B=R~\Q,ona

et ANB=0 =0,

B =
=B=R e ANB#R.

SN

Donc en général AN B # AN B, mais on a toujours

(Aic)A:

icl icl

Proposition 8 (Propriétés de la frontiere) Soit (X, T) un espace topologique et A une partie
de X de frontiere 0 A.

1. 0A est un fermé (comme intersection de deux fermés),
2. 0A = A~ ;1,
3. AUDA=A
4 ANIA= A,
5. 0A = 9(A°),
6

. A ouvert et fermé <= 0A = @.

Exemple 22 Dans R muni de la topologie usuelle, on a
= 9([a,b]) = 9([a,b]) = 9 (la,b]) = 3 (Ja,b]) = [a,b]\]a, b[= {a, b},
= 9([a,+oof) = 9 (Ja, +-e0]) = {a},
= 9(]-00,b]) = 9 (]—o0,b]) = {b},



— 0Z = Z car Z est un fermé ((Z = | J n,n + 1[ est une réunion d’ouverts) d’intérieur

nez
vide,

o

-0 =0~Q=R~2=R, 9(R.Q)=R~Q~R<Q=R~2=R
Des points 3. et 4. de la proposition ci-dessus, il découle

Corollaire 1 Soit (X, T) un espace topologique et A une partie de X.

1. A est fermée si et seulement si A contient sa frontiere,

A fermée <= 0A C A.

2. A est ouverte si et seulement si A ne rencontre pas sa frontiere,

A ouverte < ANOJA = J.

On distingue deux types de points adhérents.

Définition 5 (Points isolés, points d’accumulation) Soit (X, T) un espace topologique et A

une partie non vide de X. Pour x € A, on a deux possibilités :

i) Soit il existe un voisinage V de x tel que VN A = {x}. On dit que x est un point isolé de A.

Dans ce cas x € A.

ii) Soit pour tout voisinage V de x, ona VN A # {x}, i.e. V contient au moins un point de A

distinct de x. On dit que x est un point d’accumulation de A.

L’ensemble des points d’accumulation de A est appelé ensemble dérivé de A et est noté A'.
Ainsi,
x pointisoléde A <= 3IVeV(x): VNA={x},

x point d’accumulationde A <= VVeV(x): VNA#getVNAF{x}
— YWeVkx): (V~{x})NA#o.

Remarque 7 Il s’ensuit immédiatement de la définition 5 que tout point adhérent a A et

n’appartenant pas a A est un point d’accumulation, i.e.

A~NACA.

10



Remarque 8 Des définitions 4 et 5, découle que
A=AUA

Exemple 23 Sur X = {4,b,c,d, e} muni de la topologie T = {&, X, {a,b},{c,d,e}}, don-
ner les points d’accumulation et les points isolés de 'ensemble A = {b,c,d}.
Réponse : A=X A = {a,c,d, e}, b estle seul point isolé de A.

Exemple 24 Sur X = {a,b,c,d, e} muni de la topologie T = {&, X, {a}, {c,d},{a,c,d}},

donner les points d’accumulation et les points isolés de I’ensemble A = {b,c,d}.
Réponse : A ={b,c,d,e}, A’ = {b,c,d, e}, aucun point isolé dans A.

Exemple 25 Dans R muni de la topologie usuelle,

i) 0 et 1 sont des points isolés de 'ensemble A = {0,1}. Plus généralement, tous les

points d"un sous-ensemble fini de IR sont isolés.

ii) 2 est un point isolé de 'ensemble A = [0,1] U {2}. Le reste des points de A sont des

points d’accumulation : A’ = [0, 1].
iii) tout point de Z est isolé.

iv) tout point de R est un point d’accumulation de Q et de R \ Q.
Exemple 26 Dans un espace topologique discret, tous les points sont isolés.

Comme une partie A d"un espace topologique contient ses points isolés, il résulte du

point 4. de la proposition 5 que

Corollaire 2 Une partie A d'un espace topologique est fermée si et seulement si A contient ses

points d’accumulation.

Preuve. A/ CA «<— A UA=A «— A=A <= Afermée. m

3 Espaces séparés

Définition 6 (Espace séparé) Un espace topologique X est dit espace séparé (ou de Hausdorff)

si pour tout couple (a,b) d’éléments distincts de X, il existe deux voisinages V, de a et V, de b tels
que V, NV, = &.

11



Remarque 9 Il revient au méme de dire que X est séparé si pour tout couple (a,b) d’élé-
ments distincts de X, il existe un ouvert O, contenant a et un ouvert O, contenant b tels
que O, N Oy = @.

Exemple 27 R muni de la topologie usuelle est séparé. Pour deux réels distincts a et b, on
peutprendre V, =]a—h,a+h[etV, =|b—h,b+ h[avech = b=

a|
.
Exemple 28 On munit X = {a,b} de la topologie T = {@, {a}, {a,b} }.

(X, T) n‘est pas séparé car il n’existe aucune paire de voisinages V, de a et V}, de b t.q.
Vu m Vb - @.

Exemple 29 On munit X = {a,b,¢,d,e} dela topologie T = {2, X, {a}, {c,d},{a,c,d}}.
(X, T) n’est pas séparé car il n’existe aucun ouvert O, contenant ¢ et aucun ouvert Oy
contenantd t.q. O, N Oy = .

Exemple 30 Un espace topologique discret est séparé. Pour deux points distincts a et b,
on peut prendre O, = {a} et O, = {b}.

Exemple 31 Un espace topologique grossier, contenant plus d"un point, ne peut étre sé-

paré.

Proposition 9 Dans un espace séparé X, tout singleton est fermé et, par conséquent, toute partie

finie est fermée.

Preuve. Il suffit de montrer que {x} est fermé, ot x € X est arbitraire. Soit y € {x}¢ (on
suppose que X n’est pas un singleton). Alors on peut choisir un ouvert O, qui contient y

mais pas x. Il s’ensuit que {x}* = |J Oy qui est alors réunion d’ouverts, donc ouvert.
ye{x}e
Par conséquent, {x} est fermé. m

Proposition 10 Dans un espace séparé, un point x est un point d’accumulation d'une partie A

si et seulement si tout voisinage de x coupe A en un nombre infini de points.

Preuve. Laissée en exercice. m

De la proposition ci-dessus découle le
Corollaire 3 Une partie finie d'un espace séparé n’admet aucun point d’accumulation.

Définition 7 Un espace topologique séparé X est dit normal s’il vérifie la condition suivante :

"Pour chaque paire A, B de fermés disjoints de X, il existe deux ouverts disjoints O 4 et Op avec
AC OyetBC Op”.

12



4 Densité, espaces séparables

Définition 8 Soient A et B deux parties d'un espace topologique (X, T). On dit que A est dense
dans Bsi B C A, i.e. si tout point de B est adhérent a A.
Si A est dense dans X, i.e. A = X, on dit que A est partout dense.

Exemple 32 Dans R muni de la topologie usuelle, on a
— Q et R \ Q sont partout denses.
—~ A =1]0,1] est dense dans B = [0,1[ car B C A = [0,1].

Exemple 33 On munit X = {a,b,c,d, e} de la topologie T = {&, X, {a},{a,c,d}}.
A = {a,d} est partout dense car A = X.

Exemple 34 Dans un espace topologique grossier X, toute partie non vide est partout

dense.

Exemple 35 Dans un espace topologique discret X, la seule partie partout dense est X

lui-méme.

Proposition 11 Soient A, B et C trois parties d'un espace topologique (X, T). Si A est dense
dans B et si B est dense dans C, alors A est dense dans C. Autrement dit, la notion de densité est

transitive.

Preuve. (BC AetCCB) = (BCAetCCB) = CCA. m

La proposition suivante fournit une caractérisation importante de densité.

Proposition 12 Une partie A d'un espace topologique (X, T) est dense dans X si et seulement si

tout ouvert non vide de X rencontre A,
A=X <= VO et {g}: ONA+Q2.

Preuve. Supposons A = X. Soit O un ouvert non vide de X, et soit x un point de O.
Comme x est un point adhérent & A alors tous ses voisinages, y compris O, rencontrent
A.

Inversement, supposons que tout ouvert non vide de X rencontre A. Soit x € X; tout
voisinage V de x contient un ouvert O. Comme ONA # &, alors VN A # &, ce qui

signifie que x € A. Conclusion: A = X. m

13



Définition 9 (Ensemble dénombrable) Un ensemble X est dit dénombrable s’il existe une bi-

jection ¢ de IN sur X, c’est-a-dire si I'on peut ranger les éléments de X en une suite

X = {(0), (1), p(n) ..}
oit p(n) # ¢(p) sin # p . La bijection ¢ peut aussi étre notée de facon indicielle : p(n) = x,;

alors
X = {x0,X1, e, X, .. }

Exemple 36 IN, Z et Q sont des ensembles dénombrables, alors que R, R ~\ Q et tous les

intervalles de type (a,b) avec a < b, sont non dénombrables.

Remarque 10 Un sous-ensemble d’un ensemble dénombrable ne peut étre que fini ou

dénombrable.

Remarque 11 La réunion finie ou dénombrable d’ensembles dénombrables est un en-

semble dénombrable.

Remarque 12 Le produit cartésien fini ou dénombrable d’ensembles dénombrables est

un ensemble dénombrable.

Définition 10 (Espace séparable) On dit qu’un espace topologique (X, T) est séparable s'il ad-

met une partie finie ou dénombrable partout dense.

Exemple 37 R muni de la topologie usuelle est séparable puisque 1’ensemble des ration-
nels Q est dénombrable et Q = R.

Exemple 38 Un espace topologique discret ne peut étre séparable sauf s’il est fini ou dé-

nombrable.

Remarque 13 Il n’y a aucun lien entre la notion d’espace séparé et celle d’espace sépa-

rable.

Proposition 13 Dans un espace topologique séparable, toute famille d’ouverts non vides deux a

deux disjoints est nécessairement finie ou dénombrable.

Preuve. Soient D = {x,; n € J} (avec ] C IN) une partie finie ou dénombrable et dense
dans un espace topologique X et (O;);.; une famille d’ouverts non vides deux a deux
disjoints de X. D’apres la proposition 12, pour tout i € I, il existe n € ] tel que x,, € O;.
Soit n; = inf{n € J; x, € O;}, alors I'application i — n; est injective de I dans J, donc I

est fini ou dénombrable. m
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