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Exercice 1  Soit X =)0, +oco[. Pourx,y € X, on note

d(l‘,y) =

r oyl

1 1 ’

1. Montrer que d est une distance sur X .

2. L'espace métrique (X, d) est-il complet 7 (Indication. On pourra considérer la suite
réelle de terme général x,, = n).

Exercice 2 (Construction de distances)  On appelle jauge une application p : R, —
R, croissante, ne s’annulant qu’en 0 et sous-additive (i.e. p(s+t) < @(s)+p(t), Vs, t € Ry).

1. Soit (X,d) un espace métrique et v : Ry — R, une jauge. Montrer que d' = ¢ o d est
une distance sur X .

2. Application. En déduire que

d

d =2
YTira

dy = min {1,d}, dz = In(1+d), et dy=d*avec0<a<l
sont des distances sur X .

3. Montrer que d et d' = pod sont métriquement équivalentes s'il existe une constante réelle
C > 0 telle que
Clt<pt)<Ct, VteRT

Exercice 3  Soit (X, d) un espace métrique et soient A et B deux sous-ensembles non vides
de X. Montrer que :

1. Vr,ye X o |d(z,A) —d(y, A)| < d(z,y),
2.VzeX: z€A < d(z,A) =0,
3. diam(A) = diam(A).

Exercice 4 (Distance de la convergence uniforme)  Soit X un ensemble non vide quel-
conque et soit (Y, d) un espace métrique. On note B(X,Y") l'ensemble de toutes les applications
f: X — Y qui sont bornées, c'est-a-dire qui vérifient : diam [f(X)] < +oo.

Pour f,g € B(X,Y), on note

doo(f,9) = sup d(f(z),g(z)).

zeX



1. Montrer que d, est une distance sur B(X,Y).
2. Montrer que (B(X,Y),dy) est un espace complet si (Y, d) est complet.

Exercice 5  Montrer que pour tout intervalle borné |a,b|] de R, I'espace C (|a,b],R) des
fonctions continues de [a,b] a valeurs dans R est un espace complet pour la distance de la
convergence uniforme d.

Exercice 6  Soit C'([—1,1],R) I'espace des fonctions continues de [—1,1] a valeurs dans R.
On munit C(]—1,1],R) de la distance d, définie par

0 (f. ) = / 15(0) gl da

On va montrer que C([—1,1],R) muni de cette distance n'est pas complet. Pour cela, on
considére la suite (f,),>1 des fonctions définies par

—1 pourx € [—-1,—1/n],

fu(t) =4 nx pourx € [—1/n,1/n],
1 pourz € [l/n,1].

o=

1. Vérifier que f, € C(|—1,1],R) pour tout n > 1.
2. Montrer que pour tous n,m > 1 :
[fm(2) = fol2)] <2, Vo € [-1,1].
En déduire que (f,,)n>1 est de Cauchy.

3. Supposons qu'il existe une fonction f € C([—1,1],R) telle que (f,)n>1 converge vers f
dans (C([—1,1],R),dy). Montrer qu’alors on a

lim _a|fn(x)—f(x)|dx:0 et lim /1|fn(x)—f(x)|dx:()
1 a

n——+oo J n—-+00

pour tout 0 < o < 1.



4. Montrer qu’on a

—o 1

lirf |fo(x) +1|dz =0 et lirf / |fu(z) —1|dz =0
n—+oo | 4 n—+oo [

pour tout 0 < o < 1.

5. En déduire que

Conclure.
Exercice 7 Soit (X,d) un espace métrique. Montrer que
1. Une intersection quelconque de parties complétes de (X, d) est compléte.
2. Une union finie de parties complétes de (X, d) est complete.
3. Si toutes les parties fermées et bornées sont complétes, alors X est complet.

Exercice 8 Soit d et d' deux distances métriquement équivalentes sur un ensemble X . Mon-
trer que :

1. (X,d) est complet si et seulement si (X,d') est complet.
2. (X,d) et (X,d') possédent les mémes parties bornées.
3. (X,d) et (X,d") possédent les mémes suites convergentes et les mémes suites de Cauchy.

Exercice 9 (Théoréme du point fixe et résolution de systéme)  On munit R* de la
distance d; :

di ((z,9), (@",y) = |z — 2| + |y = ¢/
et on définit I'application f : R? — R? par :

f(z,y) = <i sin(z +y),1+ ; arctan(z — y)> .

1. Démontrer qu'il existe une constante k € 10, 1] telle que, quels que soient (z,vy), (',y') €
R?, on a

dq (f(ﬂf, y)7 f(x/v y/)) <kd ((x,y), (x',y’)) :
2. En déduire que le systéme

sin(z + y)
1+ 2arctan(z —y) =y

admet une unique solution dans R2.



