
Part I

Chapitre 3: logique propositionnelle

1 La proposition (assertion) logique et la valeur
de vérité

Dé�nition 1 C�est une phrase informative qu�on peut juger vraie ou fausse.
La valeur de vérité est "vrai" ou "faux" noté 1 pour vrai et 0 pour faux:La
proposition peut être a¢ rmative ou négative.

Exemple 1 La terre est sphérique (a¢ rmative) sa négation: la terre n�est
pas sphérique.

La proposition peut être composée. Dans ce cas sa valeur de vérité dépend
des valeurs de vérité des propositions qui la composent.

Exemple 2 La terre est sphérique et tourne autour du soleil.

Remarque 1 Une question, un ordre, un paradoxe ne sont pas des proposi-
tions car on ne peut pas les attribuer des valeurs de vérité.

Exemple 3 Où alez-vous ? Rangez vos a¤aires, je mens.

1.1 Langage propositionnel

Il est composé de :

1. L�Alphabet: Une proposition notée P , Q, R,.... , un connecteur
logique e, ^, _, ), ,, des parenthèses.

2. La syntaxe: Une formule notée � , � , . . . est une composition de
propositions à l�aide de connecteurs logiques. La composition se fait en
respectant les règles suivantes :

i) Toute proposition est une formule.

ii) Si � est une formule alors e� est aussi une formule.
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iii) Si � est � sont deux formules alors � � � est aussi une formule, où
� l�un des connecteurs e, ^, _, ), ,.

iv) Si � est une formule alors (�) est aussi une formule.

Remarque 2 Toute formule contient des propositions ou des connecteurs
juxtaposés est consédérée mal formée.

2 Priorité des connecteurs

La connaissance des priorités permet la bonne lecture de la formule et évite
les parenthèses supplémentaires.

� La priorité des connecteurs de la plus forte à la plus faible: e, ^, _,),
,.

� Lorsque le même connecteur se répète dans la même formule, la priorité
est donné à celui le plus à gauche.

� Lorsqu�un connecteur est mis entre parenthèse alors il est prioritaire.

3 Sémantique

La sémantique du langage propositionnelle s�intéresse à donner une valeur de
vérité à chaque formule du langage.
On peut dé�nir une fonction v : EF �! V = f0; 1g, tel que EF désigne

l�ensemble des formules.

Exercice 1 Ètablir les tables de vérité de toutes les formules contenant deux
propositions. Trois propositions. Déduire le nombre de lignes de la table d�une
formule contenenant n propositions.

4 Satis�abilité

Une formule � est satis�able ou satisfaisable, ssi, sa table de vérité contient
au moins une ligne dont la valeur de vérité de � est 1. En généralisant, on dit
qu�un ensemble de formules � = f�1; :::; �ng est satis�able ssi, dans sa table
de vérité contient au moins une ligne tel que toutes les valeurs sont vraies.
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Exercice 2 Déterminer les formules satis�ables dans les tables que vous avez
établi dans l�exercice précédent.

5 Tautologie et antilogie

On dit qu�une formule � est une tautologie, si elle est vraie dans toutes les
lignes de sa table de vérité. On note ` �. Une antilogie est une formule
fausse dans toutes les lignes de sa table de vérité.

Exemple 4 Les propositions e (eP ) , P , e (P^eP ), (P_eP ), (P ^Q) ,
(Q ^ P ), (P _Q) , (Q _ P ) sont des tautologies tandis que la proposition
((P ^Q) _R) , (P ^ (Q _R)) n�est pas une tautologie. (Ètablir les tables
de vérité).

6 Èquivalence logique

On dit que � et � sont logiquement équivalentes si elles ont la même table
de vérité et on note : � � �

Exemple 5 (eP _Q) � (P ) Q) � (eQ)eP ) (établir la table de vérité).

7 Conséquence logique

On dit qu�une formule � est une conséquence logique d�une formule � et on
note � ` � si la valeur de vérité de � est 1 dans toutes les lignes où la valeur
de vérité de � est 1, en d�autre terme: la formule (�) �) est une tautologie.
En généralisant, on dit que qu�une formule � est une conséquence logique de
l�ensemble de formules � = f�1; :::; �ng et on note � ` � si la valeur de vérité
de � est 1 dans toutes les lignes où les valeurs de vérité des formules de �
sont toutes 1.

Exemple 6 (eP _Q) ` (P ) Q) (établir la table de vérité).

Exemple 7 Même résultat pour � = fP ) Q; eQg `eP .
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7.1 Règles d�inférence logique

Proposition 1 Les tableaux associés montrent les régles d�inférence (déduc-
tion) pour la logique propositionnelle et la logique des prédicats. En partic-
ulier, la régle de Modus Ponens: (P ^ (P ) Q)) ` Q et la règle de Modus
Tollens; (P ) Q) � (eQ)eP ),ou encore sous forme du règle de Modus po-
nens: (eQ ^ (eQ)eP )) `eP .

Exercice 3 À l�aide des tables de vérité, montrer les règles dans les tableaux
associés
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