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CHAPITRE 1

Eléments de calcul différentiel

Enseigner c’est apprendre deux fois!

Introduction

Ce premier chapitre est un bref rappel de calcul différentiel sur les espaces
de Banach, l’accent sera mis sur les principauzr théoremes: accroissements
finis, inversion locale, fonctions implicites...

Différentiabilité

Soient E et F deux espaces normés, U un ouvert de E et f: U — F une
application. On dit que f est différentiable en zq € U §'il existe g € L(E,F),
i.e linéaire et continue, telle que:

o @) = f(ao) = gla = wo)lle

a0 [l = ol

=0

ou bien, en utilisant les notations de Landau, on écrit

(&)= F(w0)~g(z—z0) = oflz = aal}) = lz—aal|e(x—a0) avee lim e(h) =0

o g est dite la différentielle de f au point z( et est notée D, f.
o On dit que f est différentiable sur U si elle I'est en tout point x de U, on

dit que f est de classe €™ si lapplication différentielle

est en plus continue.

Remarques.
e La différentielle en un point, lorsqu’elle existe, est unique.

Df: U — L(EF)
xr —  D,f
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o La différentiabilité et la différentielle ne dépendent que des topologies
choisies sur E et F et non des normes représentant celles-ci.

Montrons 'unicité, si f est différentiable en zy et g1, go € L(E,F) deux
différentielles de f alors f(zo+h) — f(zo) = g1(h) +o(||h]|) = g2(h) +o(||h]])

donc si g = g1 — g2 alors g(h) = ||h]|le(h) on H}Liumos(h) = 0 par linéarité
VA > 0 g(Ah) = [|Ah|le(AR) i.e g(h) = ||h|le(AR) en faisant tendre A vers 0

alors g = 0 d’ou I'unicité de la différentielle.
Exemples.
1. Si f € L(E,F) alors f est différentiable et Vx € E, D, f = f

2. Si f:Eyx..xE, — F est n-linéaire continue alors f est différentiable

et
vx = (xla"wxn) S Elx---XEn D(x1 ,,,,, f(hla 9 ) Z f(icla x’i717hi7xi+17"'7xn)

3. GL(E,F) ={ue L(E,F) / u est un homéomorphzsme} dit groupe li-
néaire, est un ouvert de L(E,F) en effet, obsemons que siu € L(E), ||ul| <

1 alors Idg —u € GL(E) et (Idg —u)™! = Z u™, supposons maintenant

que GL(E,F) # @ et u € GL(E F) montmns que pour v “proche” de wu,

v € GL(EF). Si|lv—ull < *H alors || 1dg —u™ || < JJu™ |- |Jv—ul <

1 donc u™'v € GL(E) et v € GL(E,F). Si ¢ : GL(E,F) — GL(F,E) u
Ualors D,¢(h) = —u"'hu™" en effet, si ||h| < m

alors (u+h) " —ut = (Id —i—hu_l)_l —u
+oo
= u! (Id —hu™t + Z (—hu_l)n> —u?
= —uthu Tt +u! Z hu_l

= Dy¢(h)+ (HhH)

La différentiabilité est stable par composition, c’est 'objet du théoreme
sutvant
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Théoreme 1.0.1.

Soient E,F et G trois espaces normés, U ouvert de E, V ouvert de F,
g:U — F tel que g(U) C Vet f:V — G. Si g est différentiable en
xo € U et f différentiable en g(x¢) alors f o g est différentiable en x et

Dmo(fog) = Dg(mo)f ODmog

Démonstration. On a

(fog)(@o+h)—(fog)(z) = flg(@o) + glxo + fi)r— 9(wo) ) — f(g(@o))
tend vers 0, lorsque ||h||—0
= Dy(ao)f(9(x0 + h) = g(w0)) + o(l|g(wo + ) — g(x0)[])
Dy(ag) f(Daog(h) + o([[2]])) + o(O(][2]]))
Dy(a) f (Do 9(h)) + Dy(ao) f([1l[€(R)) + o([|2]])
= (Dyao)f © Duog)(h) + [|nl| Dy(ay) f(£(h)) + o([|1]])

J/

—o(]Ihl)

i.e fog est différentiable en x¢, par unicité de la différentielle Dy (f 0 g) = Dy(zg) f © Dayg
O

Exercice 1.1. Traduire cette égalité en dimension finie a l’aide des matrices
jacobiennes.

1.1 les Théoremes Fondamentaux

1.1.1 Théoreme des accroissements finis

Définition 1.1.
La dérivée de f : [a,b] — F a droite de x € [a,b], lorsqu’elle existe est

)t TR = 1)

r"=% h

La dérivée de f a gauche de x € |a,b] se définit de facon similaire.

Théoréme 1.1.1 (Accroissements finis).

Soient f : [a,b] — F et g : [a,b] — R deux applications continues. Supposons
que Yz € [a,b] — D (D ensemble au plus dénombrable) f!(x) et g} (x)
existent et que || f (x)|| < ¢/, (z) alors

1£(®) — f(a)ll < g(b) — g(a)

Démonstration. Voir J. Dieudonnée [5]. vol I, page 160 : Fondement de I’Ana-
lyse moderne. O]
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Corollaire 1.
1. Si ¢ : U — F est une application différentiable et si [a,b] C U alors:

|lo(b) — d(a)]| < os<lil<)1 | Da—tyarw®|| - |10 — all. Il suffit d’appliquer le

théoréme a f(t) = ¢(tb+ (1 —t)a) et g(t) = sup ||D.o| - ||b — al|t.

z€[a,b]

2. Toute application de classe €' est localement Lipschitzienne.

1.1.2 Inversion locale et fonctions implicites

Définition 1.2.

Une application f:U — V ou U (resp. V) est un ouvert d’un espace normé
E (resp. F), est un €' difféomorphisme si f est bijective et de classe € et
sa réciproque f~1 est de classe €.

Exercice 1.2. Que pensez vous de f :R — Rz +—— 23 7

Théoréme 1.1.2 (Inversion locale).

Soit f : U — F une application ¢*, avec U ouvert de E, E et F de Banach.
Si D,,f € GL(E,F) pour un certain xy € U (f est dite étale en z),
alors il existe Uy, voisinage de x, et un voisinage Vy(,,) de f (xo) tels que
[ 2 Usy = Vi(ag) Soit un € difféomorphisme et :

D) (f71) = (Dof)™" V€ Uy,

Démonstration. On se ramene au cas, plus simple, ot g = 0, f(z¢) =0, E =
F et D,, f = Idg. 1l suffit de prendre g(z) = (D, f) "' o [f(x + xo) — f(0)]-
On veut montrer que g,(z) = y + 2 — g(x) admet un unique point fixe qui
sera solution unique de 'équation y = g(x) et g sera inversible. Soit h(z) =
x — g(x) alors Doh = 0. Soit r > 0 tel que: ||z|| < r = ||D,h|| < 3 (par
continuité de 'application différentielle v — D h ) et ||z|| < r = ||h(z)]| <
% (par le théoreme des accroissements finis). Posons g, () = y + h(z) si
y € B (O,%) et v € B(0,r) alors

gy (@) < lyll + Ih(2)[| < r (i)
d’autre part

21 — o]

lgy(x1) = gy(@2)[| = [|R(z1) = h(z2)]| < 5

(i)

ce qui implique que g, : B (0,r) — B(0,r) est une contraction, elle admet
donc un unique point fixe: Vy € B(0,5), Iz € B(0,r) g,(r) = x, solution
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de g(z) =y i.e g est inversible, g=' : B (0,5) — Uy C B (0,r). (ii) donne

||5E1 —$2||

(21 = g(21)) = (22 = g(@2))| = —

|21 — 22|
2
par suite |21 — 22| < 2||g(z1) — g(x2)||

donc ||y — ol = [lg(1) — g(22)]| <

ie g (w) =g ()l < 2y — well (iii)
et g~ est continue. GL(E) est ouvert dans L(E), donc si r est suffisam-
ment petit (D,g)~' existe Vo € B(0,r). Par continuité 3IM > 0, Va €
B0r), ||(Dag) 7| < M. Siyye € B0S), 21 = g7 (1) et 22 = g7 (1)
alors :

g™ (1) =97 (¥2) = (Day9) " (m1—12)|l = ll21—22—(Dayg) ' (9(x1) —g(2))]]
= |(D2y9) ™ [Dang(w1 — 79) — glz1) + g(22)] |
< M|\ g(w1) — g(@2) — Dayg(21 — 22)||

Comme g(z1) — g(22) — Dy g(21 — 22) = of||z1 — 22||) = o(||ly1 — v2||) (d’apres
(iii)) alors g~ (1) — 97 (¥2) — (Dayg) ™ (y1 — y2) = o([lyr — w2|) d'ou la
différentiabilité de g=! et

Dyay(97") = (Dog)™" Vx € Uy (1)

Comme g = (Dyf) ™t 0 T pug) © f 0 Ty 0 Ty et T py) sont les deux
translations sur E (resp.F) x +— x + x¢ (resp.y — y — f(zo)) alors f est
inversible sur U,, = T}, (Up). De plus comme D,g = (D, f) oldr oD,y fo
IdE - (onf)il © Dm-‘rﬂcof alors

(D2g)™" = (Dataof) ™' 0 Dao f (2)
D’autre part ¢! =T _,, 0 f'o Tf(zy) © Day f donc
Dyay(9) ™" =Tdg 0Dy, o,y foa(a) (f) ™ 0 1dr 0Dy f = Dy(arag)(f) ™' 0 Dmg‘
On déduit de (1), (2) et (3) que: )

Vo €Up Djorey(N) = Daveof)™ Lo Vyels Dyg(f)™ = (D)

]
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Corollaire 2. Si f : U — F est une application €, injective et étale sur U,
alors f est un €' difféomorphisme de U sur f(U) qui est alors un ouvert de

F.

Théoréme 1.1.3 (Fonctions implicites).

Soit f € 6€*(UxV,G) (k> 1) oa U (resp. V) est un ouvert de E (resp. F),
supposons que la dérivée partielle par rapport a la deuxiéme coordonnée est
inversible en un point (xg,y0) € U x V D(w PRVAS GL(F,G) alors il existe
Uy voisinage de xo et Wy voisinage de f(zo,yo) et une unique application
g € €Uy x Wy, V) tel que

fzg(x,w)) =w V(x,w) € Uy x Wy

— 2 -1 1
De plus { D(m wd = _(D(ﬂ?,g(m7w2))'f) © D(m’g(m w))'f
(m w9 = (D(m’g(m,w))‘f)

Démonstration.

Si ¢: UxV — ExG alors D(xo,yo>¢=<

(zy) = (z,f(2y))

Ide 0
D)= —
(z0,30) _(D%myo)f) 1D(1x07y0)f (Df (@o, yO)f)

d’apres le théoreme d’inversion local, ¢ est un €* difféomorphisme et

Id
E D2 0 ) est inversible
(fﬂo yo)f (mo,yo)f

> D (zoy0)® € GL(EXF,ExG)

ol UyxVog — UxV  olug=mro¢ ! est application cherchée.
(zw) — (z.g(zw))

car (:va) = (b((iﬁ,g(l’,U)))) = (:c,f(at,g(:c,w))) donc f(x,g(:v,w)) = w. On ob-

tient la différentielle de g grace au théoréme d’inversion locale: D, ¢~ ! =

(D(z.g(zw)) @) ", ou directement en différenciant les deux membres de f(z,g9(z,w)) =

ExG & ExF 4 G

w, la différentielle de la composée
(zw) = (rg(zw) — flrglrw)=w

est d’une part
D) (f 0 9) (k) = D wyme(hok) = me(hk) =k (1)
d’autre part
Dz (f o) (hik) = D(x,g(x,w))f 0 D(zu)p(hsk)
= Do g f (0D, )9 (h) + D¢, w)g(k‘))

= D(lx,g@vwg)f(h)+D<xg<ww)f( (a9 (1) + Dl 09 (K))
= (P(lx,g(x,w))f + D(:):,g(z,w))f © D( W )!i)(h) + (pzx,g (z,w) )f © D(x,w)gj)(k') (2)

' TV
=0 =Idg
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en identifiant (1) et (2) on obtient la différentielle de g. O

Exercice 1.3. Montrer que le théoréme des fonctions implicites est équi-
valent au théoréme d’inversion locale (appliquer le théoréme précédent a
d(zy) =y — f(x) ou f vérifie les hypothéses du théoréme d’inversion lo-
cale.)

1.1.3 Théoréme du rang constant

Définition 1.3. Si f : U — R™ (U ouvert de R™) est différentiable ena € U,
on appel rang de [ en a lentier rang, f = rang D,f = dimIm (D, f) .
Remarques.

1. rang, f = r si la matrice (%) possede un mineur d’ordre r de
i J1<i<m

155<n
déterminant non nul et aucun mineur d’ordre supérieur a r de déter-
minant non nul.

2. On a toujours Ya € U, rang, f < min(n,m).

3. Par continuité du déterminant s rang, f = r alors rang, f > r pour
x voisin de a (l'inégalité peut étre strict pour x # a comme le montre
Uexemple (z,y) — (2? — y*,2y) au point (0,0)).

4. f est dite de rang constant si rang, f est indépendant de x € U. C’est
le cas, par ezemple, si rang, f =n ou rang, f =m en un point a € U.



les Théorémes Fondamentaux © BAHAYOU 11

Théoréme 1.1.4 (théoréme du rang constant).
Soit U un ouvert de R™, a € U et f € €' (UR™).

1. Sirang, f = m, f est dite submersion en a, il existe alors U, € V,
ouvert, V ouvert de R" et ¢ : V — U, un € difféomorphisme tel que

Ve eV, Fo@(Xryeeesn) = (T1yeees®in)

2. Sirang, f = n, f est dite immersion en a, il existe alors U, € Vg
ouvert, Via) € V(p(a)) ouvert, V ouvert de R™ et ¢ : Vi) — V un
&' difféomorphisme tel que

Ve € U,, P 0 f(X1yeees®n) = (T15e0ey®ny0,...,0)

3. Si f est de rang constant 7, alors 3U, € V4 ouvert, V ouvert de R",
Vf(a) S V(f(a)) ouvert, W ouvert de R™, p:U, = Vety: Vf(a) — W
deux €*diffeomorphismes tel que

Ve eV, P o fop(T1yeeesn) = (T1yeeey®ry0,...,0)

Remarques.
1. a un difféomorphisme pres de la source, une submersion est localement
une projection donc localement ouverte.
2. a un difféomorphisme prés du but, une immersion est localement une
injection canonique donc localement injective.

Démonstration. 1. Quitte a permuter les coordonnées, on peut supposer
que la matrice %(a) est inversible. Soit la fonction ¢ définie sur

U par ¢ (z,2') = (f (z,2') 2") ou = (T1,...,xm) €t &' = (Tyi1,sTn)-
La jacobienne de ¢ en a est

Df Df
D ($1,...,$m) (a) D(merla-'-?xn) (a)
0 Idgn-rm

et est inversible, d’apres le théoreme d’inversion locale il existe un voi-
sinage ouvert U, de a tel que ¢ soit un difféomorphisme de U, sur
V = ¢ (U,). Comme f = mgm o ¢ il suffit de prendre p = ¢!,

2. Sif=(F,G)=((fi,rfn):(fus1s-» m)) quitte & permuter les coordon-
nées, on peut supposer D,F inversible, d’apres le théoreme d’inversion
locale il existe un voisinage ouvert U de a ou F est un difféomorphisme,
W = F(U)xR™ " est un voisinage ouvert de f(a) contenant f(U). Soit
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¢ définie sur W par ¢(y,y’') = (F~'(y),y' = GoF~!(y)) oty = (y1,--,yn)
et ¥ = (Yns1,---,Ym)- Sa jacobienne est

DF-!
_ 0
D(y17~--7yn)
D(GoF™)
et LAV T
D(yla“'ayn)

elle est donc inversible sur W . En outre ¢ est injective sur W. En
effet si ¥ (y,y') = ¥ (2,2') alors y = z car ' : U — F(U) est un
difféomorphisme ; il en résulte que i/ = 2’ et v est alors injective et étale
sur W c’est donc un difféomorphisme de W sur son image W’. Pour
conclure il suffit de remarquer que pour tout 2 de U on atpo f(x) = (x,0)
par construction méme de ).
3. Yz € U, rang D, f = rsion pose u(xy,....xn) = (f1(2)seees [ (), 204150, T0),

quitte a permuter les coordonnées et restreindre U, on peut supposer
Diheoti) (4) inversible Va € U. La différentielle de u en a est donnée

D(z1,...,xr)
par:
Difionh) () Dlfivent)
Dou = | D(z4,...,x,) D(yi1,eeT)
O Ian—r

donc Va € U, D,u est inversible, il s’en suit d’apres le théoreme d’inver-
sion locale que v : U; — Uy est un % *-difféomorphisme d’un voisinage
Uy de a (U; C U) sur un voisinage Us de u(a) dans R". Si g = fou™!
alors g(z1,...,2n) = (21,20, Gr41(2)5--,Gm (%))

[dg- 0
= D r+1y--9m D r+1y-9m
ng (g +1 g ) Z) (g +1 g )(Z)
D(z1,...,2,) D(2p41,-12n)

et Vz € Uy, rang D,g = rang D, (f ou™') = rang(D,-1(,)f o D.u™') =
rang D, -1, f = 7 il résulte que %(z) = 0Vz € Uy (si-
non D,g serais de rang strictement supérieur a k. S’en convaincre
est un excellent exercice d’algebre linéaire). On peut donc écrire Vi €
{r+1,...n}, gi(z1,,20) = gi(21,-.20) = 6i(Z)

Soit ¥ : U3 — R™ définie par: ¥ (y1,--,Ym) = Wt sYrsYrs1—Gri1(G) yeeesYmm—
Gm(¥)) ott Uz = mpm(Uy) si m < n et Uy = mpa(Us) si m > n et
7= (y1,-.,yr). Yy € U3 on a

(a)

[dg- 0

Dy@ZJ = _D(gr+17“'7gm) (y) IdRmfr

D(y17"'7y7‘)
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donc Vy € Us, Dyt est inversible, ¢ : V. — W C R™ est un ¢*'-
difféomorphisme et 1ho fou™" 1 (21,....2) ¥ (T1,0eesZprGrs1 (T),0ees G () A
(z1,...,2,,0,...,0)

]

1.2 Sous-variétés de R”

Définition 1.4. > C R" est une sous-variété de dimension p et de classe
€* au voisinage de a s’il existe un voisinage ouvert U, de a dans R" et f un
€* difféomorphisme de U, dans f(U,) (ouvert de R™) tel que: f(U,NY) =
fUs) N(R? x 0) = {(y1,--,Un) € fF(Us); Ypt1 = ... = Yy = 0}. St X est
une sous-variété au voisinage de chacun de ses points, on dira que X est une
sous-variété.

Exemples.

1. 81 X est un ouvert de R"™ alors ¥ est une sous-variété de classe €,
de dimension n (mazimale). Il suffit de prendre f =1d|x
Réciproqguement toute sous-variété de R", de dimension mazximale est
ouverte.

2. Les parties discrétes de R™ sont les seules sous-variétés de dimension
0.

3. Limage d’une sous-variété de R"™ par un difféomorphisme est encore
une sous-variété de méme dimension.

4. Si f i R" — R™ est de classe €% (k > 1) alors son graphe T' =
{(x,f(z)); € R"} est une sous-variété de R"™™ de classe €* de
dimension n. Considérer ¢ (x,y) = (z,y — f(x)).

Le théoreme du rang constant permet de donner plusieurs définitions

équivalentes d’'une sous-variété
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Théoreme 1.2.1.
Il'y a équivalence entre :

1. X est une sous-variété au voisinage de a, de classe €* et de dimension

p.

2. 3U, voisinage ouvert de a dans R", 3f € €*(U,,R""P) submersion
en a telle que U, N X = f~1(0).

3. 3U, voisinage ouvert de a dans R™, 3V} voisinage ouvert de 0 dans
RP, 3g € €% (Vy,R") telle que

) g(0)=a
ii) g est une immersion en 0.

iii) g:Vy = U,N X est un homéomorphisme.

Démonstration. 1) = 2) : Soient dans R", U, voisinage ouvert de a, Vj
voisinage ouvert de 0 et ¢ : U, — Vp un €* difféomorphisme tels que
(U, NXE) = Vo N (RP X Ogn—p). Si on pose f = mgo-p 0 ¢ définie par

f(l') = (¢p+1($),...,¢n<l')) alors Daf = Da(ﬂ-R”*P © ¢) = TRrn—p © Da¢ la
composée est donc surjective et f est une submersion en a. Par construction
méme de f, f71(0) =U,NX.

2) = 1) : Soit U, voisinage ouvert de a et f € €*(U,,R"P) une submer-
sion en a telle que U, N3 = f~1(0). Quitte & permuter les coordonnées, on
peut supposer que m(a) est inversible. Soit ¢(x,y) = (z —d',f(z,y))
ou z = (21,..,2p), Y = (Tps1,--,2n) €t a = (d',ap41,...,a,) alors ¢(a) = 0 et

Idg» 0
D,op = ( DfR Df > est inversible. Par inversion locale, quitte a dimi-
o5 (a) D—y( )

nuer U,, ¢ : U, = Vy est un €* difféomorphisme sur un voisinage V; de 0.
Montrons que ¢p(U,NE) = VoN(RPx0). Six € U,N3 alors ¢(x) € VoN(RPx0)
car f(x) = Ogn-p, d’autre part si y € Vo N (R? x 0) alors 3l € U,, ¢(x) =y
i.e f(z) =0 donc x € U, N3 d’ou I'égalité.

3) = 1) : Soit U, un voisinage ouvert de a dans R™, 1}, voisinage ouvert de
0 dans R? et g € €% (V(,R") telle que g(0) = a, g immersion en 0 et g : Vj —
U, N % est un homéomorphisme. Par le théoreme du rang constant, 3V voi-
sinage ouvert de a, W voisinage ouvert de 0 contenant g(V') et un difféomor-
phisme ¢ de W sur ¢(W) tels que Vo € V ¢ o g(x1,...,x,) = (21,...,2p,0,..,0)
il suffit de prendre ¢ = p~1.

1) = 3) : Soit dans R™ U, voisinage ouvert de a, Vj voisinage ouvert de 0
et ¢ : U, = Vo un €* difféomorphisme tels que ¢(U, N X) = Vo N (RP x 0).
Sionpose g =¢ toioti:R — R" (z1,..,1,) — (T1,...,2,0,..,0) est
I'injection canonique, alors g(0) = ¢~1(0) = a et Dog = Do(¢p ' 0i) =
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Doptoi = (Dy¢)~ ! oi donc g est une immersion en 0, g € €*(Vy,R") et
g: Vo = g(Vy) = U, N'E est un homéomorphisme. O

1.2.1 Espace tangent a une sous-variété de R”

Définition 1.5. Soit X une sous-variété de R"™. Un vecteur v de R™ sera
dit tangent a X en un point a € ¥ s’il existe une application différentiable
v Iy = ]—a,af — R™ telle que v (1) C X, v(0) = a ety (0) = v. L’ensemble
de ces vecteurs est l’espace tangent a Y en a et est noté T,X.

Théoreme 1.2.2.
Si X est une sous-variété de R™ de dimension p, alors pour tout a € X, T, %
est un R-espace vectoriel de dimension p.

Démonstration.  Soit a € ¥, U, un voisinage ouvert de a dans R"et ¢ :
U, — ¢(U,) un diffomorphisme tel que ¢(U, N X) = ¢(U,) N (RP x 0).
Montrons que 7,3 = (D,¢) ' (R? x 0) ce qui suffit pour avoir le théoréme.
Soit v € T, et soit v : Iy — U, différentiable telle que v(0) = a et 7/(0) = v
Quitte a restreindre Iy on peut supposer que v(ly) C U, N 3. On a donc
o(y(t)) € RP x 0Vt € Iy d’ott en différenciant D, ¢ -+'(t) € RP x 0 Vt € I.
En particulier pour t = 0 Dy¢-v € RPx0et v € (D,p) 1 (RP x0) Ainsi T,X C
(Da¢) 1 (R? x 0) Montrons I'inclusion inverse. Soit v € (D,¢) ' (R? x 0) et
posons ¥(t) = ¢(a)+tDy¢p-v 1 est alors différentiable et 1)(t) € RPx0 Vvt € R.
Comme 9(0) = ¢(a) alors pout ¢ voisin de 0, soit t € Iy (t) € ¢(U,) et donc
P(t) € p(U,) N (RP x 0). Posons (t) = ¢~ Loh(t), t € Iy 7 est différentiable,
7(0) = a et v(0) = (Dyy¢™ ') © Dep - v = v i.e v € T,X d’ou l'inclusion
inverse et 1'égalité cherchée. O

Le théoreme suivant permet une caractérisation de l'espace tangent a
une sous-variété de R™ lorsque celle-ci est définie par les criteres usuels de
submersion ou de plongement.

Théoreme 1.2.3.
Soit X est une sous-variété de R"™ de dimension p et soit a € X,
1. Si U, est un voisinage ouvert de a dans R" et f € €* (U,,R""P) une
submersion en a telle que U, N X = f~1(0) alors T,X = ker D,f.
2. Si U, est un voisinage ouvert de a dans R", V, est un voisinage ouvert
de 0 dans RPet g € €* (V,,R™) une immersion en 0 telle que g (0) = a
et g: Vo — U, NX est un homéomorphisme alors T3> = Im Dyg.

Démonstration. 1. Comme rang D,f = n — p alors dimker D,f = p et
il suffit de montrer l'inclusion T, C ker D, f. Soit v € T,¥ et soit
v : Iy — X différentiable telle que v (0) = a et 7/ (0) = v. Quitte
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a restreindre Iy on peut supposer v (ly) C U, NYE d'ou f(y(t)) =0
Vt € Iy par conséquent D, f -+ (t) = 0 Vt € Iy, en particulier pour
t=0D,f-v=0ievekerD,f.

2. Comme Dgg € L(RP.R™) et Dyg est injective alors dimIm Dyg = p
et il suffit de montrer que Im Dyg C T,3. Soit v € Im Dyg, alors v =
Dog - w, w € RP. Soit ¢ : Iy — V une application différentiable telle
que 1 (0) = 0 et ¢’ (0) = w. Posons 7 = g o). 7 est différentiable,
7 (lo) € Ua N, 7(0) = a et 7' (0) = Dog - ¢ (0) = Dog - w = v d'ott
v E T,

O
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Problémes

Exercice 1.4. (voir solution, page
M,(R) — R
A — det A

différentiable. On rappel que l'application “trace” est linéaire

1. Montrer que 'application déterminant F : est

MH(R) — R
A= (aij)lgingn — trA= Z Qi = det (C1<A>,€2,...,€n) + ... +det (61,...7671,1,0“ (A))

=1

2. Montrer que DoaF(AH) = det A x tr H
(Indication : calculer la différentielle de la composée H — AH +—
det AH ).
Déduire, pour A inversible, que DoF(H) = det Axtr(A™ H) et DigF(H) =
tr H

3. Montrer directement que D oF(H) = tr(AH) ot A est la transposée
de la comatrice de A (On rappel que tA = Com A = matrice des cofacteurs =
((=1)"*7 det A;j)1<ij<n Aij €tant la matrice d’ordre n — 1 obtenue en
supprimant la i°™ ligne et la 7™ colonne de la matrice A ).

Exercice 1.5 (lemme de Morse).

On se propose de montrer que si a € U est un point critique non dégénéré

de f € €3(U,R), i.e Dof =0 et det(ajng (a))1<ij<n 7# 0 alors 3(U,p) une

carte centrée en a telle que Vx € p(U),

k n
foe H(x1yeyn) = fla) — wa i Z 22
i=1 i=k+1
o*f

Oz 0, ()10

ou k est la signature de Q) = (

k = sign Q = #{valeurs propres > 0} — #{valeurs propres < 0}
I— Pour M €S ={M e M,(R), "M = M} (ensemble des matrices symé-
M,(R) — S
A — AMA
Montrer qu’il existe un voisinage U de f dans S, un voisinage V de
Videntité 1dgn dans M, (R) et une application g de classe € de U
dans V telle que A ="g(A)Mg(A)

triques) avec M inversible, on définit une application f :
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I[I— Montrer que sur toute boule ouverte de centre a dans U, f peut se

mettre sous la forme f(x) = f(a)+ > x;h;(x) ot les hj sont de classe
j=1

€2 et hj(a) = g—gj(a)

11— Appliquer deux fois le résultat précédent puis conclure.

Exercice 1.6.

1. Montrer que Ay, = {M € M(m x n,R), rangM > k} est ouvert dans
M(m x n,R)

Ay = U {M € M(m x n,R), det M ; # 0}

(I,J)c{1,...m}x{1,...,n}
[|=|J|=k

2. Soit f € €1 (U,V) entre deuz ouverts de R™ et R™. Montrer que [’en-
semble suivant By, = {x € U, rang D, f > k} est un ouvert de U, Vk >
0.

intérieur

3. Soitr = sup(rang D, f) (r < min(m,n)) montrer que B = | ECL‘ e,
zelU k=0
est un ouvert dense de U.

Exercice 1.7 (Identité d’Euler).

1. Soit f une application de classe € de R" \{0} dans R telle que pour
tout A >0 on ait f(A\x) = \"f(x), (m € R) on dit alors que f est ho-
mogeéne de degré m. Montrer que < V, f,x >= mf(x) (identité d’Euler)

2. Montrer que pour m,a # 0 'y, = {z € R", f(z) = a} est une sous-
variété de R™.

3. Montrer que l"identité d’Euler équivaut a [’homogénéité de f.

4. Montrer que si f est € sur R" et homogéne de degré m alors f est
un polynome.

Exercice 1.8 (critére de non-homéomorphisme).
1. Montrer que si f : X — Y est un homéomorphisme alors le nombre
de composantes connexes de X et de Y est le méme (Si C, est la
composante conneze de x montrer que f(Cy) = Ci ().

rang D, f = /{:?
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2. Montrer que R? n'est pas homéomorphe a R.

3. Montrer que S* n’est pas homéomorphe a un intervalle de R.

4. Que représente ¥ = {(z,y,2) € R3, 2% = 22 +y?}. Montrer que X n'est
pas une sous-variété au voisinage de (0,0,0).

Exercice 1.9.

Soit M, = {(z,y,2) € R®, 2 + y* =z et 2° + y* + 2° = a®} (a > 0)
1. Déterminer a pour que M, soit une sous-varieté.
2. Donner une interprétation géométrique.
3. Déterminer [’espace tangent T3y Ms.

Exercice 1.10 (paramétrisation du Tore T?).
Donner la paramétrisation de la surface de révolution engendrée par le cercle

de centre w € {(z,y,2) € R® 2 = 0} et de rayon r <|| Ouw |l= R tournant
autour de ['axe Oz.

Exercice 1.11 (groupes de Lie classiques).

1. (a) Montrer que O,(R) = {M € M,(R), "MM = 1Id} est une sous-
variété de R™ de classe €, de dimension @
non-connexe.

(b) Montrer que Tig(O,(R)) = {M € M,(R), ‘M = —M}.

2. (a) Montrer que SL,(R) = {M € M,(R), det M = 1} est une sous-

variété € de dimension n®> — 1 non compacte.

(b) Montrer que VA € SL,(R)
T4(SL,(R)) = {M € M,(R), < AM >=0} = {M € M,(R), tr(A"IM) =
0}

, compacte et

Exercice 1.12 (mesure de Radon sur une sous-variété).
Soit X une sous-variété de R™ de dimension p et classe €% (k > 1). Si (U,p)
est une paramétrisation de X, on définit une mesure de Radon u sur X

par
1
2\ 2
> dx

[ £dn=< .t >= /(foso)(w)( >
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0U ¢ = (Q1yeesPn), T = (T1,...,2,) €t [ € o (X), i.e continue a support
compact.

duz( >

11<...<ip
de 2.

Détailler les cas suivants :

D(@zl a“')Lpip)
D(J}h...,l’p)

2\ 2
) dx est une mesure sur X et [ du = mesure

1. p =1, retrouver la notion de longueur d’arc.
2. p=2 et X =S* (sphére unité de R?).
3 p=n—1YX={zxeR" x,=0¢(x1,...,0n-1)} (hypersurface de R™).

Exercice 1.13 (coordonnées polaires sur R").

1. Montrer que tout point x = (x1,...,x,) de R™ peut étre paramétrisé par
Ty = 7 cos 6
Ty = rsin 01 cos O,
Tp_1 = rsinfy...sinb,_ocosb,_;
T, = rsinf;...sinf,_osinb,_;

2. Si f e LN(R™), exprimer [ f(x)dx en coordonnées polaires.
]Rn
(Commencer par montrer, par récurrence, que :
dr = " tdrdw =
r"(sin0y)" 72 X (sinfy)"73 X -+ x (sinf,_») drdf; ...d0, ).

3. Montrer que si f est radiale (i.e ne dépend que de ||x|| = r) alors

—+ oo
/f(zc) dr = c, / r* L f(r)dr
R™ 0
. 2ms
<0u Cp = W et T'(t f e " dx (t > 0) est la fonction Gamma).
2

4. Déterminer V' le volume de B (0,1) dans R".
5. Montrer que: ||z||* € L*(B(0,1)) & a > —n, ||z||* € L*({||z] > 1}) © a < —n.



CHAPITRE 2

Variétés différentielles

2.1 Topologie des variétés

On sait faire du calcul différentiel sur un espace de Banach et le calcul
différentiel est local. On peut donc faire du calcul différentiel sur tout espace
qui est “localement isomorphe” a un Banach. C’est en essayant de donner un
sens a cette logique qu’on est conduit a la notion de variété.

Définition 2.1 (Cartes locales).
Soit M un ensemble non vide, on appelle carte locale en x tout couple (U,p)
tel que:

e xr c U C M, U estdit domaine de carte.

o v : U — ¢(U) une bijection et ¢ (U) un ouvert d’'un Banach B. On

appelle ¢ la fonction coordonnées ou coordonnés locales.

Un atlas est une collection de cartes deux a deux compatibles dans le
sens :

Définition 2.2 (Atlas).
Un ensemble de cartes “compatibles” A = {(U;,p;) ] i € I} sur M est dit €*
atlas si:

o JU; =M (les domaines de cartes de A forment un recouvrement de

M).
i) V(i) € I? ¢ (UiNU;) est un ouverts de B; et
o Jii) ¢ =¢;0 goj_l Lo (U;NU;) — ¢ (U;NU;) est de classe €*
entre un ouvert de B; et un ouvert de B,
((@j)(i’j)e[2 dites fonctions de transition ou de changement de cartes).
Remarques.

1. 11 résulte de cette définition que Vi € I, @;(U;) est un ouvert de B;
et Uintersection de deux domaines de cartes est aussi un domaine de
cartes.
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Fic. 2.1 — changement de cartes ¢;;

2. Les (¢ij) (i jyer> sont des €* difféeomorphismes (des homéomorphismes
si k =0) car elles sont bijectives et (¢;;) ™1 = ¢ji.
3. siles {B;}ier sont de dimension finie ou si les (¢i;) i jer2 sont de classe
€' alors : les deux cartes (Us,p;) et (Uj,p;) sont compatibles implique
B; et B; sont isomorphes.
Tout ¢° atlas A = {(U;,pp;) / i € I} impose une topologie “canonique”
sur M :
Théoreme 2.1.1. Si M est un ensemble non vide muni d'un €° atlas A = {(U;,p;) /i € I} alors
Ta={UCM/Viel, o;(UNU;) est un ouvert de B;}
est une topologie sur M et c'est I'unique topologie pour laquelle (U;),., sont des
ouverts et (;),.; sont des homéomorphismes.

Démonstration. T est bien une topologie sur M, en effet
oViel, p;i(MNU;) = p;(U;), p;(@NU;) = @ sont des ouverts de B; i.e

Mz} CT
o SOit (9>\)/\€A C T, \V/Z - I, Y2J) ((U 9)\) ﬂUl) = @i (U (9)\ﬂUZ)) =
AEA AEA
U i (05 NU;) est réunion d’ouverts de B; donc |J 0y € T
AEA AEA

o Soit {W,0} Cm,Viel, p;(WNONU;,) =p; (WNU;)N(ONT;)) =
o W NU;) N (BNT;) (car p; est injective) intersection de deux ou-

verts de B; donc WNoer
Montrons que pour cette topologie Vi € I, U; € T et ¢; : U; — ¢; (U;) est un
homéomorphisme. Comme V (i,5) € I?, ¢; (U;NU;) est un ouverts de B,
alors (U;);er C 7. @; étant bijective, il reste alors a montrer qu’elle est
continue et ouverte. Si 6 est un ouvert de ¢; (U;) (donc aussi un ouvert
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de B;) alors Vj € I, o; (¢ (0)NU;) = ¢; (07" (0)NU;) NU;) = g; 0
;' (0N @i (U;NU;)) comme 6 N ; (U; NU;) est un ouvert de ; (U; N U;)
et ;0 p; " est un homéomorphisme alors ¢, (goi_ L@o)n Uj) est un ouvert de
¢, (U;) donc aussi de B; par suite p; ' (8) € T et ; est continue. Si U C U;
et U € 1 alors ¢; (UNU;) = ¢; (U) est un ouvert de B; contenu dans ¢; (U;)
et ¢; est ouverte.

Montrons que si 77 est une seconde topologie sur M telle que (U;);e; C 71 et
Viel, g (Uynlu,) — (@i (Ui),7;) est un homéomorphisme alors 7 = 7.
Si U € 1 alors Vi € I, UNU; est un ouvert de U; par suite ¢; (U NU;)
est un ouvert de ¢; (U;) (donc aussi de B;) et U € 7 i.e 7y C 7. Récipro-
quement si U € 7 alors Vi € I, ¢; (UNU;) est un ouvert de ; (U;) donc
Vie I, UNU; € parsuite U=UNM=UN(U,c;Ui) = Uic;(UNT;) est

réunion d’ouverts donc U € 7, 4 C 7. O

Exercice 2.1. Soit A = {(U;,p;i), 1 € I} un €° atlas sur un ensemble non
vide M. Montrer que 7 = {U C M, Vz € U, 3(U,,p;) carte en x, telle que x €
U, C U} est une topologie sur M, puis comparer les topologies T, T4.
Définition 2.3 (Variétés topologiques).

On appelle variété topologique tout couple (M, A) formé d’un ensemble non
vide M et d’un atlas A de classe €° sur l’ensemble M.

Exercice 2.2. Si M est un espace topologique montrer que M est une va-
riété topologique si et seulement si tout point de M possede un voisinage
homéomorphe a un ouvert d’un espace de Banach.

Exemples.

1. Soit M un ensemble, {(x,x — 0) ; © € M} est un atlas de M; la
topologie sous-jacente est la topologie discrete.

2. Si B est un espace de Banach, {(B,1d ,B)} est un atlas de B ; La topo-
logie sous-jacente a la structure de variété qu’il définit est la topologie
de ’espace de Banach B.

3. On verra que les sous-variétés de R™ sont elles aussi des variétés topo-
logiques.
Exercice 2.3. Montrer que si A et B sont deux €° atlas sur un ensemble non
vide M alors (.AUB est un €V atlas sur I\/I) & (A et B engendrent la méme topologie sur M).

A la lumitre de Pexercice précédent on dit que deux €* atlas sont com-
patibles (ou équivalents) si leur réunion est encore un * atlas. ceci permet
d’identifier tout les atlas compatibles avec un atlas donné.

Théoreme 2.1.2.

Si A est un €% atlas sur un ensemble non vide M alors la réunion de tout les
€* atlas compatibles avec A est aussi un €* atlas dit atlas maximal (ou atlas
saturé).
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Démonstration. Si A = U Bet si on note par: {(UP,08) }icr,s
B atlas compatible avec A
un atlas B compatible avec A, alors M = |J UP = U < U Uf) :
i€lp B compatible avec A \ i€l

Soient (V,¢) et (W) deux cartes de A et montrons qu’elles sont compa-
tibles. Soit x € V N W, il existe alors (U,p) € A une carte en x tels que
e(VNWnNU)=pVNU)Ne(WNU) est un ouvert de p(U) et

poplip(VNU)— ¢(VNU) estde classe €*
Yvoptip(WNU)—p(WNU) est de classe €%

donc

d(VNWNU)=¢op (p(VNWNU) est un ouvert de ¢p(V), et
PVNAWNU)=vop He(VNWNU) estun ouvert de (W)

il en résulte que pop™! = (pop~1)o(por)) est de classe € de Y(VNWNU)
dans ¢(V N W NU) comme ceci est vrai localement pour tout ¥ (x) dans
P(VNW) on déduit alors que: pop™! : p(VNW) — ¢(VNW) est de classe
c*. O

Définition 2.4 (Variétés différentielles).
On appelle variété différentielle tout couple (M, A) formé d’un ensemble non
vide M et d'une classe de €% atlas (k > 1) sur M compatibles avec A (ou de

Uatlas mazimal A contenant A).

Remarques.
1. Une variété de classe €* est aussi de classe € si k > r, en particulier
toute variété différentielle est une variété topologique.
2. Une variété topologique est dite de dimension finie si Vi € I, dim B; <
+00 et de dimension infinie sinon.

3. Plusieurs catégories de variétés peuvent étre étudiées :

(1) Lorsqu’on prend des espaces models autres que les Banach, essen-
tiellement ceux qui permettent de faire du calcul différentiel (les
espaces de Fréchet par exemple).

(i1) Lorsqu’on exige d’autres conditions de régularités des (¢;;).

4. Pour nous le mot “variété” lorsque employé seul désigne une variété
topologique et “variété différentielle” désigne variété de classe €%, k > 1
(plusieurs auteurs parlent de variété réguliere ou lisse lorsqu’elle est de
classe €>°). Nous allons voir, dans la section (compléments), qu’il y a
en gros deuz classes : les variétés €° (topologiques) et les variétés €~
(analytiques réels).
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Exemples.
1. Un espace de Banach B muni de ’atlas {(B,1d)} est une variété de
classe €*.
2. Sphére unité S"
La sphere unité S™ = {(x1, ..., xp11) € R™ 2f + - 22, =1} est
une variété € de dimensionn, en effet si N = (0,...,1) et s = (0,...,—1)

dénotent, respectivement, le pole nord et le pole sud alors a l'aide des
deux projections stéréographiques :

oy o S"\{n}

(Il,...,l’n+1)

R" ps o S"\{s} -

H
= (e ) (@1, Tng1) =

N

F1c. 2.2 — projection stéréographique de péle sud sur S?

on veérifie que

psopy 1 (RY)* - (R")"
(@1tn) = (e o) =

et se changement de cartes est bien €
e S" est compacte car elle est fermée et bornée dans R*1.

e S" est conneze, c¢’est l'image du connexe [0,27)" par Uapplication
continue ¢
61(64,...0,) = cos 0,
¢o(bh,...0,) sin 0, cos 0,
o((bh,...00) =<
On_1(01,...0,) = sinb...sinb, 5cosb,
¢On(01,...0,) = sinf;...sinf, 9sinfb, 4

(

R?’L

1

Tn

Ee— e

) 1+xn+l
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3. Tore T?
Le Tore T? est la surface engendrée par la rotation d’un cercle de centre
w € {z =0} et de rayon r < ||ow| = R tournant autour de l’ave oz.

T? est paramétrée par lapplication :
f:(0.0)— (cosB(R+rcosg),sinf(R+ rcosp),rsing), comme

—sinf(R+rcosp) —rcosfsing
Dy f = cosO(R+rcosp) —rsinfsing
0 7 COS

on vérifie que f est une immersion € sur R? et que f est injective sur
|a,a + 27[ X 3,6 + 27 Va5 € R. On déduit que f est un plongement
et T2 est une sous-variété de classe € et de dimension 2 de R®. On
déduit aussi que le tore T? est compact et connezxe.
4. Espace projectif P"(R)

On considére 'espace quotient PY(R) = R™™ — {0}/R par la relation
d’équivalence: v R v < I\ # 0, u = Av. L’ensemble des droites
de R™™ P(R), est appelé l’espace projectif réel. Les U; = {[z] =
[(z1,00s@pt1)] € PYR), x; # 0} (1 <i < n+1) forment un recouvre-
ment ouvert de P'(R) et les

i : Ui — R™
(2] = [T @gr)] (G, 0 22

sont des homéomorphismes. Il est facile de voir que

ot R" — Ui
(xla-'-axn) — [(xla-'wxifl717$i+1a"'7xn)]

et que les fonctions de transition

%‘Oéﬁj_li 0;(U;NU;) — ©0;(U; NU;)

(T1,0Ty) — @i 0 goj_l((xl,...,xn))

sont de classe €. Comme Uapplication S" — P"(R), = +— [z] est
continue et surjective on déduit, de plus, que P"(R) est compact et
conneze.
5. Grassmanniennes G,
Théoréme 2.1.3.
Si M est une variété munie d'un atlas A de classe €%, (k > 0) et si B est un Ba-
nach, alors I'ensemble & (B) = {x € M, 3(U,,p;) € A carte enz; B; est homéomorphe a B}
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est un ouvert de M.
Cet ensemble est fermé si I'une des deux conditions suivantes est satisfaite

1. Les {B;}ies sont des espaces Euclidiens (des espaces normés de dimension
finie). Admettons le théoréme d'invariance de la dimension qui dit que si
U est un ouvert de R™, V un ouvert de R™ et U est homéomorphe a V'
alors nécessairement n = m.

2. Les fonctions de transitions (ou de changement de domaines) (¢i;) i jyer
sont des €* difféomorphismes.

Démonstration. o Siz e &B)etaeU,alors Yy € Uy, y € &B) ie

&(B) est voisinage de chacun de ses points il est donc ouvert dans M.,

o Il n’est pas difficile de voir que dans chacune des deux conditions

du théoreme si U; N U; # @ alors B; est homéomorphe a B;, dans

le cas Euclidien si ¢;(U; N U;) est homéomorphe a ¢,;(U; N U;) alors

dim B; = dim B; i.e B; isomorphe a B; et dans le deuxiéme cas si

©;(U;NU;) est difféomorphe a ¢, (U;NU;) alors B; isomorphe & B; (c’est

une conséquence directe du théoreme d’inversion local). Montrons que

ceci implique que & (B) est fermé, en effet si x & &(B), I(U;,,04,) € A

une carte en z telle que B;, n’est pas homéomorphe a B et Vy €

Uiy, y € U, NU; implique B; non homéomorphe a B par suite Vo €

M\&(B), AU, voisinage de x tel que U;; C M\&(B) donc &(B) est un
fermé de M.

O

Définition 2.5. Une variété M est dite pure s’il existe un Banach B tel que
M soit égale a &(B) = {x € M, 3(Us,pi) €A carte en x telle que B; est homéomorphe a B}.
On dit aussi que M est une variété de Banach (ou modelée sur un Banach).
Il en résulte que les composantes connexes d’une variété différentielle (ou
d’une variété topologique de dimension finie) sont pures. Pour les variétés
qui possedent de “bonnes propriétés topologiques” (dénombrables & 'infini,
possédants une base dénombrable...voir section “compléments”) les compo-
santes connexes sont en nombre fini ou dénombrable ce qui permet, quitte a
se restreindre aux composantes connexes, de considérer que les variétés pures.

Dans toute la suite on ne considere que les variétés pures'

Les variétés topologiques héritent localement toutes les propriétés topo-
logiques d’un Banach, a savoir notamment

Théoreme 2.1.4.
1. Dans une variété topologique les points sont fermés.
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2. Toute variété topologique est de Baire.
3. Toute variété topologique est localement connexe par arcs.

4. Une variété topologique est localement compact si et seulement si elle est
de dimension finie.

Démonstration.

1. Soit x € M, y € m et U un domaine de carte contenant y. Comme
U est séparé (homéomorphe a un ouvert d'un espace de Banach) et
Un{z} # @ alors y =z ie {z} = {z}.

2. Les ouverts d’'un Banach sont de Baire donc aussi les domaines de
cartes, il en résulte que toute variété topologique M est localement de
Baire mais ceci équivaut & M de Baire (voir Annexe).

3. Si (U,p) est une carte en x et si V' € V) est un voisinage ouvert de x

alors
Ir >0,z €9 (Ble(x)r) cVNUCV

et o1 (B(p(x),r)) est un voisinage connexe par arcs de .

4. Si une variété topologique M modelée sur un Banach B est localement
compacte alors grace aux cartes locales (fonctions coordonnées) B sera
lui aussi localement compact et le théoreme de Riesz affirme que B est
de dimension finie. Réciproquement si B est de dimension finie alors
toutes ses boules fermées sont compactes donc si (U,¢) est une carte en
z alors 3r > 0 tel que ¢! (B(¢(x),r)) C U est un voisinage compact
de x, i.e M est localement compacte.

[]

Corollaire 3.
1. Toute variété connexe est connexe par arcs.
2. Les composantes connexes d’une variété sont ouvertes.

Démonstration. Ceci est vrai dans n’importe quel espace topologique locale-
ment connexe par arcs. (voir annexe) O

Remarques. Il faut prendre garde que cette topologie n’est pas séparée. Voici
un contre-exemple d’un espace localement euclidien (variété topologique de
dimension finie) qui n’est pas de Haussdorf.

On ne considere désormais que les variétés séparées'
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2.2 Morphismes de variétés

Une application différentiable entre deux variétés est simplement une ap-
plication différentiable lorsqu’on la lit dans des cartes.
Définition 2.6 (Différentiabilité).
Soitent M et N deux variétés différentielles, une application f : M — N est

différentiable en a sl eziste une carte (U,p) en a et une carte (V,¢) en f (a)
telle que f(U) CV et

pofopt:p(U)— ¢(V)est différentiable en ¢ (a)

Lorsque f est différentiable en tout point a de M, on dit que f est différen-
tiable sur M.

Si pour tout x dans M application ¢po fop™t:p(U) — ¢ (V) est de classe
€* sur o(U) on dit que f est un morphisme de classe €* sur M.

Exercice 2.4. Montrer que si f est différentiable en a alors ¥ (U,p) carte en
a, ¥V (V,0) carte en f (a) telle que f(U) CV alors pofop™ : ¢ (U) — ¢ (V)
est différentiable en ¢ (a).

Définition 2.7 (Difféomorphisme). Une application f : M — N entre
deux variétés différentielles est un €* difféomorphisme si f est bijective et
f, £~ sont de classe €*.

Exercice 2.5. Soient A et B deux atlas sur un ensemble M, montrer que A
et B sont €% compatibles si et seulement si l'identité 1d : (M, A) — (M,B)
est de classe €.

Exercice 2.6 (transport de structures). Soient (M, A) est une variété de
classe €% et f : M — N un homéomorphisme, montrer qu’il existe sur N une
unique structure de variété de classe €% pour laquelle f est un €* difféomor-
phisme. C’est la structure donnée par Uatlas B = {(f(U),po f~1)/ (Uyp) €
A}. Examiner le cas ou M =S' et N =R/Z.

Exercice 2.7. Montrer que les deuz atlas A = {(R,1d)} et B = {(R,p), ¢:
x — 23} ne sont pas €' équivalents mais les deuz variétés (R,A) et (R,B)
sont € difféomorphes.

Exercice 2.8. Soit B un Banach, montrer que ¢ : x % est un €
difféeomorphisme de B(0,r) dans B. Déduire que toute variété modelée sur B
admet un atlas {(U;,p;), i € I} pour lequel p;(U;) = B, Vi € 1.

2.2.1 Espace tangent

Définition des “géometres”
Soit M une variété différentielle modelée sur un Banach B. Une courbe €*
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passant par a € M est la donnée d'une application v : |—e,,e,] — M de
classe ¢! d’un voisinage de 0 de R dans M telle que v(0) = a. On définit
sur I'ensemble de ces courbes €(M,a) = {y € €' (]—e,,e,[,M), 7(0) = a}

la relation suivante :

(Im) ~ (Ia2) & 3(Usp) carte en a telle que (p o 71) (0) = (9 ©72) (0)

On montre que c’est une relation d’équivalence et I’espace quotient €' (M,a)/ ~
définira 'espace tangent a M en a et sera noté (T,M), (I'indice g pour I'ap-
proche des géometres).

On n’a pas insister sur le fait de prendre les restrictions des courbes 7, et
72 a des sous-intervalles de I, et I,, respectivement, pour pouvoir composer
avec @ (ceci est toujours possible grace a la continuité de 7, et 7,), donc en
réalité il faut identifier une courbe avec sa restriction et ceci grace a la notion
de germes (voir I'approche algébrique).

Montrons que (T,M), est un espace vectoriel

Théoreme 2.2.1.

(T,M), est en bijection avec B. Par transport de structures, (T,M), est un
espace de Banach isomorphe a B. En particulier si M est de dimension finie
alors (T,M), est un espace vectoriel de méme dimension que M.

Démonstration.

L’application 6,: (T,M), — B est bien définie et bijective
7 = (9e)(0)

le seule point qui n’est pas immédiat est la surjectivité. Soit v € B et consi-
dérons T'(t) = ¢ ' (¢(a) + tv) il est clair maintenant que I' € € (M,a) et
(poT)(0) = v

Par transport de structures (T,M), est un espace vectoriel normé

Vit = 9;1(‘%(71) + Qw(%))
XY = 0,1 (A0, (7))
7= 116, ()l

0, est un isomorphisme isométrique, car [|0, || = sup; <1 [|0,(¥)|| = sup <1 |7 =
1= 62" Donc (T,M), est un Banach. Reste a montrer que la structure de
(T,M), ne dépend pas de la carte (U,p) choisie (chose qui n’est pas immé-
diate vu que 'isomorphisme 6, dépend de ¢). Si (V,¢) est une autre carte en
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a alors le diagramme suivant est commutatif

0
(TaM)g — B

67100
¢ 14 04

(TaM)q
et la structure vectoriel de (T,M), est unique, a un isomorphisme pres. [

Définition des “physiciens”

Soit M une variété différentielle modelée sur un Banach B et considérons
I'ensemble des triplets E = {(U,p,u), (U,p) carte en a et u € B} On définit
sur E la relation suivante:

(Uspsu) ~ (Vig0)) v = Dy(y(¢ 0 ¢~ ")(u)

On montre aisément que c’est une relation d’équivalence sur E et l'espace
quotient sera noté (T,M), (p pour faire référence a l'approche des physi-
ciens). Montrons que (T,M), est isomorphe a (T,M),. Il suffit de montrer
que (T,M), est isomorphe a B. Soit (U,p) une carte en a et considérons
I'application 7, : (U,p,u) — u de (T,M), dans B, sa surjectivité est évi-
dente, montrons son injectivité et le reste sera identique, a des notations
pres, au théoreme précédent. (U,p,u) = (Up,v) < v = Dyy(@ oo t)(u) =
D (a) Id gy (u) = u ce qui suffit pour avoir un isomorphisme entre (7,M), et
B (& condition de procéder comme dans le théoréme précédent) donc aussi
un isomorphisme entre (T,M), et (T,M),.

Définition des “algébristes”
Pour les variétés €>° de dimension finie on a une description purement al-
gébrique de 'espace tangent en un point. Avant de décrire cette approche
donnons quelques définitions
Germes Soient M et N deux variétés de classe €% et a € M. On considere
toutes les fonctions de classe €% f: Uy — N ou U; est un voisinage ouvert
de a dans M et on pose f ~ g s'il existe V' C Uy N U, voisinage ouvert de
a dans M tel que fjy = g;y. C’est une relation d’équivalence sur I'’ensemble
de ces fonctions. La classe d’équivalence d'une fonction f est dite germe de
f en a et est notée [f] ou Germ, f.

L’ensemble des germes est noté €*(M,N). Si N = R on peut addition-
ner et multiplier les germes et on obtient ainsi l'algebre réelle commutative



Morphismes de variétés © BAHAYOU 32

€*(MR), notée €*(M).

Germ, f + Germ, g = Germ,(f + ¢)
A - Germ, f = Germ,(\ - f)
Germ, f x Germ, g = Germ,(f X g)

Dérivations On appelle dérivation sur €*(M) toute forme linéaire X : €*(M) —
R qui vérifie 'égalité de Leibniz: X ([f] % [g]) = g(a) X ([f]) + f(a)X([g])

On notera I’ensemble des dérivations par D¥(M) et par D, (M) lorsque k = oo.
Montrons que si M est de dimension finie et de classe € alors (T,M), ~
D.(M).

Théoréeme 2.2.2.

L'application suivante

¢ (TaM)g i Da<M>
T o s E(M) R
[f] = o()([f]) = (f o) (0)

établit un isomorphisme entre (T,M), et D (M)

Démonstration. Montrons d’abord deux lemmes:
Lemme 2.1. Si X est une dérivation alors Vf = ', X([f]) =0

Démonstration. X ([1]) = X([1] - [1]) = X ([1]) + X ([1]) donc X ([1]) = 0 par
suite

Ve e R, X([c]) = X(c[1]) = eX([1]) = 0. O
Lemme 2.2. Si g € €%(U), (k> 1), U ouvert de R" et si [a,x] C U alors

g(x) = gla)+Y x;9;(x) ot les {g; }1<j<n sont de classe €* sur un voisinage de [a,x]
j=1

Démonstration.

o) = a(o)+ [ LELEZI g0y [ a2t (1=

n 1
done g(z) = g(a) + 3 z;g;(z) avec g;(z) = [ L (tx + (1 — t)a)dt, on peut
=1 o’

différencier sous le signe intégrale et les {g;}1<;j<, sont de classe €%~ sur un
voisinage de [a,z]. O
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Montrons maintenant le théoreme. L’application ¢ est bien définie, en
effet
71 = < I(U,p) carte en a, tel que (¢ ov1)(0) = (¢ 072)'(0) on a donc
(fo71)'(0) = Do(f o 71)(1)
= Dy(fop opom)(l)
= Dyt )f (g om)(0)
= Dy(a)f © 1((90072)/(0))
= Do(fw o p o)1)
= Do(f 072)(1)
= (f072)'(0)
d’autre part ¢(7) est une dérivation car elle est linéaire et vérifie 1’égalité
de Leibniz ((f x g) ©7)'(0) = ((f o) x (907))'(0) = (fo7)(0) x (g
(0) + (g0 7)(0) x (f ©7)(0). ¢ et injective car si (f 0 7)(0) = (o
72) (0), V[f] € €*(M) et si (U = (¢',....p")) est une carte en a alors
(

(@' om) (0) = (p o) (0,) Vi=1,.n
ie (pom)(0)=(pom)(0) et T=7
Montrons que ¢ est surjective. Si X est une dérivation alors

X([f]) = X([f o oy])
= X([gow])

x([oo vt + Lt - gt o]
- X)) + Y ma—xi@(“)) < X(e)

a(f;xf_l) (p(a)) x X([¢')

d’autre part si: y(t ) o e(a) + tX ([¢Y),-.. X ([¢"]))] alors v € T,M et
o) ([f]) = (f o) (0) = Do(f oo™ 0o pory)(1

= Dw(a)(f © 90_1)«90 o

= Do) (f o o (X ([¢

=3 W ) x X (161

— X(If)

d’ou la surjectivité de ¢ et le théoreme en découle. O]
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2.2.2 Application linéaire tangente
Définition 2.8 (Fibré tangent). Soit (M, A) une variété de classe €%, k >

1 modelée sur un Banach B. On définit 'ensemble TM = |J T,M (réunion
aeEM
disjointe de tout les espaces tangents a M). Soient (U,p) € A et lapplication
“pied”
™ IM — M

T.M — =z
Comme n=1(U) = |J TuM = TU (car T,U ~ T,M, Va € U) alors
aclU
To: = (U)=TU — o(U) x B

M eTU ~ ((go7)(0).(po7)(0))

est bien définie et on vérifie que TA = {(TU,Ty), (Uyp) € A} est un atlas
qui fait de TM une variété de classe €%~'. En effet TM = U TU

U domaine de carte de M
et les fonctions de transition sont déduites du diagramme commutatif sui-

vant :

TUl N TU] & QOZ(UZ N UJ> x B

T<pjngo;1

(,DJ(UZ N U]) x B

To;

i.e (05(2),(p;07)(0)) = Tej o Ty ' (¢;(x),(; 07) (0)) implique que
TpjoTo; ' = (p;09; ") X (Dyiypsop; ')

et les fonctions de transition sont de classe €+ *.

Définition 2.9. §i f : M — N est une application différentiable en a € M,
son application linéaire tangente T f : TM — TN est définie par

Tof @ (TaM)g — (Tf@)N)g
[v] = [foA]

cette application est linéaire, de plus si (U,p) est une carte en a et (V,9) une
carte en f(a) telles que f(U) C V alors lexpression de T, f sur les cartes est
donné par

Taf =037 0 (Dy@y®o fop ") ob,
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Comme le diagramme suivant est commutatif

(TM), L <Tf<a W, LQ_,> ~ AP

0p0Tq fob 1 @
et Tof([y]) = [f o] donc si on pose ¢ = 040 T, f 0 6" alors

(g 07) (0) = (6o f o7) (0) tb \&) ‘Nb\
= (po foptoponr)(0) -
:Do((dwfo ’1) o (pom)(1) ‘1’

Digomyo)(@0 fop™) o (Dolpory)(1))
Dya)(¢o foyp™ 1)((9007)/(0))

donc ¢ = Dy(q)(¢po fop™") par suite Ty f = 0" 0 (Dy@ypo fop ") ob, (il est
claire maintenant que T,f est linéaire). On aurais pus utiliser la deuxieme
définition de 'espace tangent pour aboutir rapidement au méme résultat.
Définition 2.10 (submersion). Un morphisme f : M — N entre deuz
variétés différentielles est une submersion en un point a € M si:

i) T.f est surjective,

ii) ker T,f admet un supplémentaire topologique dans T, M.
A= {x e M, f est une submersion en x} est un ouvert de M, lorsque A = M
on dit que f est submersion sur M.
Exercice 2.9. Montrer qu'un morphisme f € €*(M,N) entre deuzx variétés
différentielles est une submersion en a € M si et seulement s’il existe un
voisinage ouvert V de f(a), un morphisme s € €*(N,M) tels que s(f(a)) = a
et fos=1dy (s est dite section locale de f au voisinage de a.)
Exemples.
1. St M et N sont deuz variétés différentielles alors les deux projections
MxN—MetMxN— N sont des submersions.
2.
Théoréme 2.2.3.
La composée de submersions et le passage au quotient donnent les propriétés
importantes suivantes :
1. Sif: M — N est une submersionena € M et g : N — X une submersion
en f(a) € N alors g o f est une submersion en a.
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2. Sigo f est une submersion sur M et f surjective alors g est une submersion
sur N.

3. Sif: M — N est une submersion en a et g : My — Ny une submersion
en b alors f x g est une submersion en (a,b).

4. Si f est une submersion sur M alors [ est une application ouverte.

5. Si f est une submersion sur M, alors la relation d'équivalence induite R :
xR y< f(xr) = f(y) est ouverte. [ définit par passage au quotient un
homéomorphisme f de M/R sur f(M)

Définition 2.11 (immersion). Un morphisme f : M — N entre deuz va-
riétés différentielles est une immersion en un point a € M si:

i) T.f est injective,

ii) Im T,f est fermée et admet un supplémentaire topologique dans T sq)N.
A={x € M, f est une immersion en x} est un ouvert de M, lorsque A = M
on dit que f est immersion sur M.

Exemples.

1. L’injection canonique i : U — M d’un ouwvert U d’une variété différen-

tielle M est une immersion.
2.
Exercice 2.10. Montrer qu’un morphisme f € €*(M,N) entre deuz variétés
différentielles est une immersion en a € M si et seulement sl existe un
voisinage ouvert U de a, un voisinage ouvert V- de f(a), un morphisme r €
CF(V,U) tels que f(U) CV etro f =1Idy (r est dite rétraction locale de
f au voisinage de a.) et f: U — f(U) est un homéomorphisme pour f(U)
munt de la topologie induite de N.
Théoreme 2.2.4.
Les propriétés d'immersions, les plus importantes, sont données par:

1. Sif: M — N est une immersion ena € M et g : N — X une immersion

en f(a) € N alors g o f est une immersion en a.

2. Sigo [ est une immersion en a € M alors f est une immersion a.

3. Si f: M — N est une immersion en a et g : My — N; une immersion en
b alors f x g est une immersion en (a,b).

4. Si f est une immersion sur M alors f est une application localement in-
Jective.

Définition 2.12 (plongement). Un morphisme f : M — N entre deux
variétés différentielles est un plongement si:
{ i) f est une immersion sur M,

ii) f:M— f(M) un homéomorphisme, f(M) muni de la topologie induite de N.

Définition 2.13 (subimmersion).
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2.2.3 Sous-variétés

Définition 2.14. Soit M une variété de classe €%, (k > 0) modelée sur
un Banach B. et soit E un sous espace de B admettant un supplémentaire
topologique i.e AF sous espace de B tel que B = E® F. Un sous ensemble 2
de M est dit sous-variété de M modelée sur E si:Vx € X, 3(U,p) carte en x
tels que p(U) =V @ W et o(UNX) =V @ {0}.
V et W étant des ouverts de E et F' respectivement.

Il résulte de cette définition que tout ouvert U de M est une sous variété
(il suffit de prendre F' = {0}). Réciproquement si ¥ est une sous-variété
de M modelée sur B, le méme espace de Banach model de M, alors X est
nécessairement un ouvert de M.

Théoréme 2.2.5.
Les sous-variétés sont localement fermées.

Démonstration. Rappelons qu’'une partie A d’un espace topologique X est
dite localement fermée si A est ouvert dans son adhérence ou d’une maniere
équivalente si tout point de A possede un voisinage V' de sorte que A soit
fermé dans V. En effet si A est ouvert dans A i.e 30 ouvert de X tel que
A=0nAalorsVr € A, 0 ¢ Viz) et AN 0 est fermé dans 6. Réciproquement
siVa € A, U, € V() tel que U, N A soit fermé dans U, alors U, N A =
U,NA" = U, U4 par suite A C Upea(UaNA) C Adonc A=60NAonb=
Uaes Ua et A est ouverte dans A. X est une sous variété de classe €7 d'une
variété M de classe €%, (r < k) si et seulement si Vo € X, 3(U,p) carte en
tels que (U) =V aeaWet oUNX)=V&{0} or V& {0} est fermé dans
V @& W donc U N X est fermé dans U (p étant un homéomorphisme), et X
est localement fermée. O]

Théoréme 2.2.6.
Une sous-variété X d’une variété différentielle M est, elle aussi, une variété dif-
férentielle.

Démonstration.

Si A= {(Us,p:),1 € I} est un €* atlas sur M alors B = {(U;N X ,0i|v.n5), 1 €
I} est un €* atlas sur . En effet, Vi € I, @;(U;) = V; ® W, V; et W; étant
des ouverts de E et F' respectivement, et ;(U; N X) = V; @ {0} alors g;
induit un homéomorphisme «; : U; N X — V; donc si U; NU; N X # @ alors
o O ozj_l : V; — V; se factorise comme

—1
PioP,;

Vi S VieWw; — VieW; 5V
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ou I'injection 7 est une immersion €°, ;o g0;1 est un ¢*-difféomorphisme et
: oo , -1 1

7 est une submersion €. Il en résulte que c;oar; et (Gilvins) © (@iluns)

sont de classe €*. O

Théoréme 2.2.7.
Soient M et N deux variétés différentielles, f un morphisme de M dans N :

1. Si f est une submersion sur M et si ¥ est une sous-variété de N alors
f7H(X) est une sous-variété de y;.

2. Si f est un plongement et si . est une sous-variété de M alors f(X) est
une sous-variété de N et f|x est un isomorphisme de ¥ sur f(X).

2.3 Partition de ’unité

La partition de I'unité est un outil essentiel pour étudier des propriétés et
des objets de nature “globale” d’une variété partant des informations locales
sur les cartes. Cet outil permet notamment : la construction d’une métrique
riemannienne, d’'une connexion (isomorphisme entre espaces tangents), de
I'intégrale d’une forme différentielle (théoreme de Stokes), la démonstration
des théoremes d’immersions de Whitney...

On verra dans la prochaine section (Compléments) des conditions nécessaires
et suffisantes de 'existence d’une partition de I'unité de classe €* sur une
variété €* de dimension finie. Notons que le principe du prolongement ana-
lytique empéche 'existence de partitions de 1'unité pour le cas des variétés
analytiques réel (ou les variétés complexes). Pour les définitions on se repor-
tera a I’annexe.

Définition 2.15 (paracompacité).

Un espace topologique X est dit paracompact si tout recouvrement ouvert de
X admet un raffinement ouvert localement fini.

Définition 2.16 (partition de 'unité).

Soit U = (U;)ser un recouvrement ouvert localement fini de X. Une famille
{gi}ier de fonctions continues de X dans R est une partition de l'unité su-
bordonnée a U si elle vérifie les propriétés suivantes

1. gi(x) > 0 pour tout i € I et tout x € X

2. suppg; C U; Pour touti € [

3. > gi(x) =1 pour tout x € X.
il
Les résultats suivants sont tres utiles, voir les démonstrations dans L. Schwartz [9].
Théoréme 2.3.1.
Pour qu'un espace topologique séparé X soit paracompact, il faut et il suffit
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que tout recouvrement ouvert de X admet une partition de l'unité qui lui est
subordonnée.

Théoreme 2.3.2.
1. Un espace paracompact est normal i.e deux fermés disjoints ont deux voi-
sinages disjoints.
2. (Tietze-Urysohn) Si A et B sont deux fermés disjoints d'un espace normal
X , il existe une fonction continue f sur X, a valeur dans [0,1], égale 3 0
sur Aetal surB.
Une variété de classe €* modelée sur un Banach n’admet pas toujours
une partition €% de I'unité, cependant on a le théoreme suivant :
Théoreme 2.3.3.

Si M est une variété paracompacte modelée sur un Banach B vérifiant la propriété
de Tietze-Urysohn de classe €%, i.e

P) - Pour tout X etY fermés disjoints de B, il existe f € €*(B),
| flx)=0pourxe X, f(x)y=1pourxz €Y et0< f(z) <1VreRB

Alors M admet des partitions de I'unité de classe €*.

Corollaire 4. Tout espace de Hilbert séparable H posséde la propriété (P),
En particulier tout espace de dimension finie posséde cette propriété.

2.4 Compléments

Remarques.

1. Toute variété de classe €' est €* difféomorphe a une variété €, bien
plus, si M est de classe €* alors AM de classe € et ¢ : M — M un
€' difféomorphisme tels s que si M1 est €1 difféeomorphe a M alors M
est € difféomorphe a M, . En d’autres termes, tout €' atlas mazimal
contient un € atlas.

2. 1l existe des variétés topologiques qui n’admettent aucune structure dif-
férentielle (par exemple des variétés de dimension 4). Voir Kervaire,
Smale, Milnor, Novikov, Quinn, Freedman.

3. 1l existe des wariétés topologiques qui admettent plusieurs structures
différentielles non difféomorphes.

Théoreme 2.4.1.
Soit M une variété séparée, de classe € et de dimension finie. Il y a équivalence
entres :

1. M est paracompact.

2. M est métrisable.
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3. M admet une métrique Riemannienne.
4. Chaque composante de M est séparable.

Démonstration. O

Théoréme 2.4.2.
Soit M une variété séparée, connexe, de classe € et de dimension finie. Il y a
équivalence entres :

1. M est paracompact.

2. Il existe une partition € de l'unité subordonnée a tout recouvrement
ouvert de M.

3. M est métrisable.

4. M admet une métrique Riemannienne.

5. M est 0—compact.

6. M est dénombrable a I'infini.

7. M admet un atlas dénombrable.

8. M admet une base dénombrable d'ouverts (2"*™ axiome de dénombrabi-
lité).

9. M est séparable.

Démonstration. O
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Problémes

Exercice 2.11.
1. Montrer que S = {(x,y) € R, xy = 0} nest pas une variété topolo-
gique.
2. En est-il de méme pour S = {(x,0), x > 0} U{(0,y), y >0} ¢

Exercice 2.12.
On définit sur Uintervalle [0,1] la relation suivante : ¥Ry < y = x ou |y—z| =
1
1. Montrer que R est une relation d'équivalence sur [0,1].
2. Trouwver un homéomorphisme entre [’espace quotient [0,1]/R et la sphére
St
3. Déduire que [0,1]/R est une variété €>°, de dimension 1, compacte et
conneze.

Exercice 2.13. Soit M une variété différentielle de dimension finie, séparée
et connexe.
Soit f € €1 (M,M) telle que fof=f. On note ¥ = f(M).
1. Montrer que ¥ = {x € M, f(x) = x}.
2. Montrer que T,f oT,f =T,f Ya € .  Déduire que
ImT,f={uveT,M, T,f(u) =u} = ker(Idp, s =T, f).

3. Montrer que dim M = rang T, f+rang(Idy, » — T, f) déduire que rang T, f
est constant Va € X (utiliser le fait que a — rang T, f est semi-continue
inférieurement et que M est connexe). On note p = rang T, f.

4. Montrer qu’il existe un voisinage U de > dans lequel le rang de f est
constant, i.e rangTyf = p Vo € U (If = Ty f o Tof Yo € M).
Déduire a l’aide du théoreme du rang constant que X est une sous-
variété conneze et fermée dans M, de classe €' et de dimension p.

Exercice 2.14 (Variétés de Stieffel).
Soit le groupe orthogonal O,(R) = {M € M, (R), *MM = 1d} et soit ’ap-
plication :

[ OuR) — O, k(R)

M —  f(M) obtenue de M en supprimant les k premieres lignes et colonnes

1. Montrer que f est une submersion.
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2. Déduire que OSt(k,n) = {(u1,...,ux) € R¥, < w;u; >= 6i} sont des
sous-variétés compactes de O,(R) dites Variétés de Stieffel.

Exercice 2.15 (Tore a m trous).
Soit f(x) = x(x — 1)%...(x — m)? et soit r > 0 suffisamment petit, montrer
que

S={(zy2) €R, (¥ + f(2)* + 2% =%}

décrit une surface a m trous.

Exercice 2.16 (Ruban de Mé&bius). On considére lapplication :
f ]-11[x]02n[ — R3
(r,0) — (cos O(R + rcos(0/2)),sin (R + rcos(6/2)),r sin(9/2)>

1. f est-elle un plongement?
2. Décrire l’ensemble f(]-1,1[x[0,27[)

Exercice 2.17. Soient f : M — N un morphisme de classe €%, k > 1 entre
deux variétés différentielles et ¥ une sous-variété de M

1. Montrer que f|s, la restriction de f a X, est de classe €*.

2.8 g: Y — N est un morphisme de classe €%, montrer qu’il existe
g € €*(M,N) qui soit un prolongement de g i.e g|s = g.

Exercice 2.18 (sous-variété immergée qui n’est pas plongée).
1. Montrer que g : t — (cost,sint, cos V/2t, sin \/2_15) est une immersion de
R dans R*.

2. Montrer que g(R) n'est pas une sous-variété et g(R) = T? (le Tore a 2
dimension).

Exercice 2.19 (Variété quotient).

Soit Diff (M) le groupe des difféomorphismes d’une variété M de dimension
n et de classe €. Soit I un sous-groupe de Diff(M) et la relation suivante
sur M :

TRy < 3gel, y=gx)
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1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur M.

2. On muni M /T, Uespace quotient, de la topologie quotient. Montrer que
la projection canonique T est continue et ouverte.
Dans toute la suite, on fait I’hypothese :

Ve € M, I(U,,ps) carte en z, tel que g #1dy = g(U)NU =2
(2.1)
3. Montrer que si M est séparée et si I' est un groupe fini tel que g #*
Idy = g(z) # = alors Uhypothése (2.1)) est satisfaite.

4. Montrer que les applications 7, : U, — w(U,) sont des homéomor-
phismes.

5. Montrer que pour tout point & € w(U,) Nw(U,) il existe un voisinage W
de 7;1(€) contenu dans U, et un élément g € T tel que: 7ry_1 oOTy =g

sur W.

6. Déduire une structure de variété de dimension n et classe € sur M /T
pour laquelle ™ est une submersion.



CHAPITRE 3

GGénéralités sur les fibrés

3.1 Fibré localement trivial

Définition 3.1. Une fibration de classe €* est la donnée d’un triplet (M,m,B)
que ’on note souvent par m: M — B ou

e M et B sont des variétés différentielles de classe €% appelées, respecti-
vement, [’espace total et la base.

o m: M — B est de classe €*, appelée projection canonique, tel que la
condition suivante (dite de trivialité locale) soit satisfaite :

(T.L): Pourtout x € B, il existe un voisinage U de x, une variété F de classe
€* et un €*-difféeomorphisme ¢ : 71 (U) — U x F tel que le diagramme
suivant soit commutatif :

N U) 2~ UxF

| <

U

iemod Nzy) =z, V(xy)e€UXF, oum désigne la projection de U x F
sur U.
Il résulte de cette définition que:

1. M, = n71(x), appelée la fibre au-dessus du point x de B est une sous-
variété de M. En effet la projection canonique 7 est une submersion
car m = mp 0 ¢ (composé d'une submersion et d'un difféomorphisme).

2. ¢(x) = ¢|m, induit un difféomorphisme de M, sur F
3. Va2’ € U, M, est difféomorphe a M,..
Exemples.
1. Si M = B x F (variété produit) et m: M = B x F — B est la premiére
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projection, (M,m,B) est appelé fibré trivial. Le cylindre S' x [0,1] en
est un exemple.

2. Sin=(MmB) et = (My,m;1,B;) sont deuz fibrations alors la fibra-
tion produit de n et ny est n x m = (M x My, x w1,B X By).

3. Si M est l’espace quotient de R x [0,1] par la relation d’équivalence qui
identifie les points (z,y) et (x+1,1—y) et sip : (z,y) — ¥ de M
dans S' alors (M,p,S') est une fibration qui n’est pas triviale, en effet
le ruban de Mobius M est une variété compacte a bord de dimension
2 et son bord est homéomorphe a S*, qui est connexe, alors que le bord
du cylindre posséde deur composantes connezes.

le triplet (U,¢) est appelé trivialisation locale du fibré, deux tels trivialisations
(Ui,¢:) et (Uj,¢;) engendrent les applications ¢;; = (bioqb;l appelées fonctions
de transition et sont de la forme:

¢ij . (U;NU;)x F — (U;NU;) x F
(z.9) = (2.05(2)(y))

ot les ¢;;(x) sont des difféomorphismes de classe €% de F; dans F;.

Les fonctions de transition satisfont les propriétés suivantes :

° gb”(l‘) = Id/:l , VreU

° gZﬁZJ(ZE) o (;5]2(.%‘) = Id/:Z , Vr e U;N Uj

[ gﬁm(ﬂi)O(ka(I)Ogﬁ]ﬂ(Qj) :IdFi; Vx € U@ﬂUjﬁUk
La famille {¢;;} est appelée un cocycle associé a la trivialisation {U;,¢; }ier,
et la derniere relation mentionnée est dite la relation de cocycle.
Si toutes les fibres sont difféomorphes & une méme variété F, on dit que M est
un espace fibré de fibre type F. C’est toujours le cas lorsque M est connexe,

en effet ’ensemble
E(F)= {x € B, 3(U,p) carte en x : M, est difféomorphe a F}

est a la fois ouvert et fermé. Quitte a se restreindre aux composantes connexes
de M, on peut supposer que toutes les fibres sont difféfomorphes. Remarquer
I’analogie avec la notion de variété pure.

On ne considere désormais que les espaces fibrés a fibres difféomorphes'

Définition 3.2 (morphisme de fibrés). Soient A\ = (M,w,B) et \y =
(My,m1,B1) deux fibrations, on appel morphisme de \ dans Ay tout couple
(f,g) ot f: B — By et g: M — My sont deux morphismes tel que: m o g =
fom.

e S5i B= B et f =1dg, g est dite B-morphisme de X\ dans \;.
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e Un fibré A = (M,m,B) est trivialisable s’il est isomorphe a un fibré
trivial.

Exercice 3.1.
Montrer qu’a partir d’un revétement d’une variété B et d'une famille de
fonctions de transition satisfaisant les relations ci-dessus on peut construire
un fibré sur B.

Définition 3.3 (Section de fibrés). Une section de classe €% d’un fibré
7 M — B est une application s : B — M de classe €* telle que mos = Idp.

3.2 Fibré vectoriel

Soit m : M — B une fibration de classe €*. On dit que (E,m,M) est un
fibré vectoriel de classe €%, de fibre-type F (un espace vectoriel de dimension
finie) et de groupe structural G si les fonctions de transition

gij - UiNU; — G sous-groupe de GL(F)
T — gi;(z)

vérifient la convolution des 1-cocycles:

Cohomologie un 1-cocycle est un 1-cobord s’il existe une famille g; : U; —
G telle que

gij=giog; Vijel
On note par Z1(B,G) l'ensemble des 1-cocycles et par B(B,G) I'ensemble
des 1-cobords et on définie le premier espace de Cohomologie

1 Zl (Ba G)
H(B,G) = BI(B.C)
& = {fibrés de base B, de rang n, de groupe structural G < GL(n,R)} consi-
déré & un isomorphisme (de fibrés) pres, est en bijection avec H!(B,G) (un
classifiant de structures).

Théoreme 3.2.1.

Soit sur une variété différentielle M de dimension n, n champs de vecteurs
XW XM tel que XV (z),...,.X™ (x) forment une base de T,M en tout point
x de M. Alors TM est diffeomorphe a M x R".
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La restriction de ce difféomorphisme établit un isomorphisme entre 1’es-
pace tangent T,M et l'espace vectoriel {x} x R".

Démonstration. Sim:u € TM — x € M siu € T,M est la projection du
k=n

fibré tangent sur la variété et comme u = Y u, X®*®) On définit alors
k=1

b:ue TM— (m(u),uy,...,u,) € M x R"

il est claire que ® est une bijection, reste a montrer qu’il est de classe €*
ainsi que son inverse. O

3.3 Exemples fondamentaux

Fibré tangent TM: Soit (M, A) une variété de classe €%, k > 1 modelée

sur un Banach B. On définit 'ensemble TM = |J T,M (réunion disjointe
aeM
de tout les espaces tangents a M). Soient (U,p) € A et I'application “pied”

T TM — M
M — =z

Comme 7} (U)= | T.M = TU (car T,U ~ T,M, Va € U) alors

acU

To: m(U)=TU — o(U) x B
(M eTU — ((gor)(0),(por)(0))

est bien définie et on vérifie que TA = {(TU,Ty), (U,p) € A} est un atlas qui
fait de TM une variété de classe €*~1. En effet TM = U TU

. ) U domaine de carte de M
et les fonctions de transition sont déduites du diagramme commutatif sui-

vant : To.
TU; NTU; —2~ o(U;NU;) x B

TpjoTy, !

QDJ<UZ N Uj) x B

Tpj

ie (9j(x),(p;07)(0)) = T; 0 Ty (0;(x),(¢i 0 7) (0)) implique que

TpjoTw; ' = (pjop; ') x (Dgypj o9y ')



Exemples fondamentaux © BAHAYOU 48

et les fonctions de transition sont de classe €*~1. T'M est bien un fibré
localement trivial car le diagramme suivant est commutatif:

Ty

Y U) —— ¢(U) x B

\m

U — ¢(U)

Les sections du fibré tangent sont appelées champs de vecteurs, et ferons
I’objet du chapitre suivant.

Fibré cotangent T*M: De facons similaire a la construction du fibré tan-
gent, si (M, A) est une variété de classe €%, k > 1 modelée sur un Banach B.
On définit 'ensemble T*M = |J T;M ou T M, appelé espace cotangent,

aeM
est le dual topologique de I'espace tangent T, M.

Le fibré A?(T*M): Onle définit par AP(T*M) = | AP(T:M),ou AP(TxM)
zeM
est ’ensemble des p-formes linéaires alternées sur T, M, et

T ANP(T*M) — M
A(TEM) — o

Si A= {(U;,pi), i € I} est un atlas sur M, on pose:

¢ Y (U) —  U; x R
w e (m(w)y (e )

ol (gp{l)*w(vl,...,vp) :~w(D%ow(w)gp;i(vl),...,D%W(wlgoi_l(vp)). AP(T*M) est
alors muni de latlas A = {(771(U;),0:), 1 € I} ou ¢; = (¢; x Id) o ¢; et est
donc une variété de classe €% 1. Les sections de ce fibré vectoriel sont les

p-formes différentielles sur M.

Le fibré Sym?(T*M): 1l est définit tout comme A?(7T*M) mais en prenant
comme fibre I’ensemble des formes bilinéaires symétriques sur T, M au lieu de
A?(TxM), ensemble des formes bilinéaires alternées. Les sections de ce fibré
sont les champs de formes quadratiques ; si une section s : M — Sym?(T*M)
vérifie: pour tout € M, s(x) est définie positive sur T, M, alors s est appelée
métrique Riemannienne sur M.



CHAPITRE 4

Champs de vecteurs et flots

4.1 Champs de vecteurs et dérivation

Définition 4.1. Soit M une variété de classe €%, un champ de vecteurs de
classe €",(r < k) sur M est la donnée d’une application X : M — TM de
classe € telle que X(x) € T,M, Yz € M (c’est une section du fibré tangent
TM). L’ensemble des champs de vecteurs €* sera noté par Xi(M). On notera
simplement X (M) si k = +o00.

F1G. 4.1 — champ de vecteurs sur S?

Exemples.
1. Un champ de vecteurs sur un ouvert U d’un Banach B s’identifie a une
application différentiable de U sur B.
2. X € X(S") ssi X : S" — R" telle que, pour tout v € S* <
z,X(x) >= 0. Ainsi toute matrice antisymétrique d’ordre n+ 1 définie
un champ de vecteurs sur S™.

3.
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Xp(M) peut étre muni d’une structure de R-espace vectoriel grace a la
structure de vectoriel I'espace tangent en tout point. la somme et la multi-
plication par un scalaire se définit point par point

{ (X+Y)(z) = X(z)+ Y(x)
X)) = A-X()

On définit la multiplication “ponctuelle” par une fonction par:
Vfe € (MR), x+—
f(x)X(x) est un champ de vecteurs de classe €% noté fX

Définition 4.2 (Image réciproque).

SiY € Xp(N) est un champ de vecteurs sur N et si f : M — N est un €+
difféomorphisme local alors f*Y(x) = (T.f) (Y (f(x))) définit un champ
de vecteurs sur M (dit champ de vecteurs image réciproque de Y par f). En
effet, par composition d’applications €*

M L o oN X ™ an=, ™

v o— [f(x) — Y(f@) e TN — (T (Y(f(2)=fY()eTM

Lorsque f est un difféomorphisme global, alors on peut définir le champ de
vecteurs image directe d’un X € Xi(M) par f par:

FX =X de fuX(y) = Ty /(X' ()

SiM =N et T, f(X(x)) = X(x) alors X est dit champ de vecteurs invariant
par f.

Définition 4.3 (restriction).

Si U est un ouvert de M alors linjection canomque T U — M est un
plongement qui permet d’identifier TU = U T.U avec U T.M. Si X €

aclU aclU
X (M) alors la restriction de X : M — TM a U définit un champ de vecteurs

de classe €% sur U noté X|y

Exercice 4.1. Soit X € X (M) et (U,p) une carte locale, montrer que
0«(X|v) est un champ de vecteurs de classe €* sur o(U).

Définition 4.4. On note €>°(M) le R-espace vectoriel des fonctions f : M —
R qui sont de classe €>°. On appelle dérivation toute application linéaire
§: C°(M) — €°(M) qui vérifie lidentité de Leibniz: 6(fqg) = fo(g)+go(f).
On note D(M) [’ensemble des dérivations.

Définition 4.5 (Dérivée de Lie).

Sif € €M) et X € X(M), la dérivée de Lie de f selon X est la fonction :

z = Lxf(r) = To f(X(x))
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Cette fonction, notée aussi X f, est dans €°°(M).
Théoréme 4.1.1.
Si X € X(M) alors l'opérateur "dérivée de Lie" vérifie les propriétés suivantes :
1 { o Lx:%E>°(M)— (M) estlinéaire
"l e Lx(f-9)=g9-Lx(f)+ f-Lx(g) égalité de Leibniz
i.e Lx est une dérivation.

Démonstration.
1. L’application tangente est linéaire et a valeur dans R

™M TR~AR

O
Dw(x) (fO(pfl)

Rn

on déduit alors que
To(af +B9)(X(2)) = aTo f(X(2))+8T2g(X(2) = alx f(x)+BLxg(x)
et
T.(f-9)(X(2)) = f(z) To9(X(2)) + 9(2) T, f(X(2)) =
[ (Lxg)(z) + g (Lx f)(x)

et la dérivée de Lie Ly est une dérivation.
2. C’est immédiat dans un sens X = 0 = Lx = 0, supposons dxg €

M, X(x¢) #0

O

Théoréme 4.1.2.
L’ensemble des champs de vecteurs X (M) est isomorphe a I'ensemble des déri-
vations D(M).

Démonstration. Montrons que 'application X +— Lx est une bijection de

X (M) dans D(M) O

Définition 4.6 (crochet de Lie).
Soient X,Y € X(M) deuz champs de vecteurs sur une variété différentielle
M, On définit le crochet de Lie de X et Y, par son action sur €°°(M), par:

XYIf = X(Yf) = Y(Xf) = (XLy — YLx)

Théoreme 4.1.3.
Si X,Y € X(M) deux champs de vecteurs sur une variété différentielle M alors :

1. [X,Y] est un champ de vecteurs sur M.
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o [X,Y]=—[Y,X] (antisymétrique)
o (XY ZI|+1Y,[ZX]]+[Z,[X,Y]] =0 (identité de Jacobi)
3. Si f € Diff(M) est un difféomorphisme sur M alors f.[X,Y] = [f. X,f. Y]

{ e (X,Y)r— [X,Y] est bilinéaire
2

Démonstration.

1. Le crochet de Lie est une dérivation qui s’identifie donc a un champ de
vecteurs.

2.0 X+ BY.ZIf = (aX + BY)ZSf) — Z(aX + BY)(f)
aX(Zf) —aZ(Xf)+BY(Zf) - BZ(Y])
alX,Z)f + B[Y,Z)f

(Xf) = X(YF))
Y,Z](X)

o X.YIf=X(Yf)=Y(Xf)=—(Y
X IY.Z)=X(Y.Z]) -

||
;
>
~

on déduit que:

[Y,[Z,X]] = Y(Z(X)) = Y(X(Z2)) = Z(X(Y)) + X(Z(Y))

et [Z,[X, Y]] = Z(X(Y)) = Z(Y(X)) = X(Y(2)) + Y(X(2))

en sommant les trois dernieres égalités on obtient I'identité de Jacobi.
3. Il faut remarquer d’abord que si X € X(TM) et f € Diff(M) alors

(£:X)(g) = (X(go f)) o f7' Vge €M)
en effet

(f:X)(9)(@) = Tog(fX(@)) = Tog(Ty-10) f(X(f(2))))
= Trwlgo HX(f (@)

On a donc

(f[X,Y])(9)

(X,Yl(go f))of!
(X(Y(go f)) = Y(X(go f))of
X(Y(gof))of ™ =Y(X(gof)of
X((£Y)g) o fof= = Y((f:X)(g) o

LX((£Y)(9) — ALY (£X)(9))

= [f X[ Y](9)

f)e
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Définition 4.7.

— Soit M une variété différentielle et {Xi,...,X,} une famille de champs de
vecteurs sur M. On dit que {Xi,...,X,} sont linéairement indépendants
si, pour tout x dans M, {Xi(x),....X,(x)} sont linéairement indépen-
dants dans ’espace vectoriel T, M.

— Si M est de dimension finie n, on dit qu’elle est parallélisable s’il existe
n champs de vecteurs sur M qui sont linéairement indépendants.

Exercice 4.2.
Soit M une variété différentielle, et soient XM X® . X n champs de
vecteurs sur M formant une base de T,M en tout point x de M.
1. Montrer que TM est difféomorphe & M x R™. (Siu = > p_ upX®
considérer
:ue TMw— (m(u),uy,...,u,) € M x R"
oum™: TM — M est la projection du fibré tangent TM sur la variété
M)
2. Montrer que ce résultat est vrai sur tout groupe de Lie de dimension

finie.

4.2 flot local

Définition 4.8 (courbe intégrale).

Soit X € X(M) un champ de vecteurs sur une variété différentielle M, on
appelle courbe intégrale de X en x € M toute courbe vy :t € I, =] —e,,6,[C
R — ~(t) € M tels que: v(0) = x et v'(t) = X(y(t)), Vt € I, ou ~'(t)
désigne le vecteur Tyy(1).

Théoreme 4.2.1.

Pour tout a dans M, il existe un triplet (I,U,p) formé d’un intervalle ouvert I
contenant 0, d'un voisinage ouvert U de a et d'une application ¢ : I x U — M
de classe €%, notée (t,x) — ¢.(x), vérifiant, pour tous s dans I et x dans U,

{ %ﬁaj)h:s = X(qbs(z))’
¢o(z) = .

Si(I',U',¢) est un autre tel triplet, alors ¢ et ¢' coincident sur (I xU)N(I'xU").
De plus, pour tous t,s dans I et x dans U,

o sigs(x) eU ett+sel, alors ¢ro ps(x) = Prys(),

o ¢, est un €*-difffomorphisme local,

o le champ de vecteurs X est invariant par ¢; i.e T,p(X(x)) = X(¢(x)).
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Démonstration. Cet énonce est local. En prenant des cartes locales, on se
ramene donc au cas ou M est un ouvert d’'un espace de Banach, pour le-
quel le résultat est bien connu (voir le probleme de Cauchy dans 1’Annexe).
L’application (ou par abus son image) t — ¢;(x) de I dans M est la courbe
intégrale de X passant par x définie sur I. L’application (t,z) +— ¢(x) de
I x U dans M (ou la famille (¢;)c;) est appelée le flot local de X en xy défini
sur I x U. Lorsque ce flot est “global” i.e défini sur R x M on dit que le
champ de vecteurs X est complet. Le théoreme suivant donne des conditions
suffisantes pour qu'un champ X soit complet O

Théoreme 4.2.2.

1. Supposons qu'il existe ¢ > 0 tel que pour tout x dans M, il existe un
voisinage ouvert U, de x tel que le flot local de X soit défini sur | —
2e,2¢[xU,. Alors le champ de vecteurs X est complet i.e. le flot local
de X est défini sur R x M, et (¢1)er est un groupe a un parameétre de
€*-diffeomorphismes de M, i.e:

e ¢, est l'identité de M et pour tous t,s dans R, on a ¢, 0 s = Py,
e ['application (t,x) — ¢;(x) de R x M dans M est de classe €%, et
donc ¢ : M — M est un €*-difféomorphisme.

2. Si M est compacte, alors tout champ de vecteurs X sur M est complet.

Démonstration.

1. Posons ¢, = qﬁgk) o ¢k OU k est la partie entiere de t/e. Comme le
flot local de X preserve X, il est immédiat que %@’t:s = X(¢s(x)),
et Yo(x) = x pour tout s dans R et  dans M. Par unicité, ¢, est le flot
local de X défini sur R x M. Il est immédiat que (¢;);er est un groupe
a un parametre €% de ¢*-difféomorphismes de M.

2. Pour tout x dans M, il existe un voisinage ouvert U, de x et €, > 0 tel
que le flot local de X soit défini sur | — 2¢,,2¢,[xU,. Par compacité, il

existe z1,...,x; dans M tels que M = U,, U...UU,,. Soit ¢ = 1I£l'i£k €y
_7/_

Alors 'hypothese de (1) est vérifiée.
[

Pour une variété différentielle de dimension finie M tout champ de vec-
teurs X € X(M) ne s’annulant pas en a peut étre “redresser”, dans un voisi-
nage de a, a un champ constant. Ceci est précisé dans le théoreme suivant
Théoréme 4.2.3 (Théoréme de redressement).

Soit X un champ de vecteurs €* sur une variété M de classe €™, avec 1 <
k <r < w Pour tout point o de M tel que X(x¢) # 0, il existe une carte locale
(U,p) de classe €* en x, telle que

ex(Xlo) = (Xe) o)
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X., étant le champ de vecteurs constant X., : x +— e ou ey est le premier
vecteur de la base canonique de R™. Autrement dit, si X(xo) # 0, alors il existe
des coordonnées locales x1,...,x,, au voisinage de O telles que, au voisinage de 0,

on ait X = ai
T1

Démonstration. Comme le probleme est local, et par les propriétés des champs
de vecteurs vis a vis des restrictions et des images réciproques, nous pouvons
supposer que M est un ouvert de R™, que 2o = 0 et que X(xy) = e;. Notons
(¢¢) le flot local de X en 0. Considérons l'application

0 : (t,xa,....x0) — ¢4(0,29,...,1,),

qui est de classe €* et définie sur un voisinage de 0. Comme ¢y = Id et
%t(o)h:o = X(0) = e, la différentielle de § en 0 est 'identité. Donc par le
théoreme d’inversion locale, § est un ¢*-difféomorphisme local en 0. Pour
tout © = (x1,...,z,) suffisamment proche de 0, on a

df.(e1) = %hxl@(t,@,...,xn) = X(¢z,(0,x9,....,x,)) = X(0(x)).

Donc 6,(X.,) = X sur un voisinage de 0, ce qui montre le résultat. ]

Exercices

Exercice 4.3. Soient Xi, Xy deuz champs de vecteurs sur R*\ (0,0) définis
par

1 O Ty O
S P
et
Xo(r1,29) = —w9— + xli.
0y 0xs
Montrer que [X1,Xo] = 0. Déterminer les coordonnés (y1,y2) tels que:
X = i et Xy = i

Oy 0ya





CHAPITRE b

Groupes et algébres de Lie

5.1 Groupes de Lie

Définition 5.1 (Groupe de Lie).
Un groupe de Lie est un ensemble G muni d’une structure de groupe et d’une
structure de variété € compatibles, dans le sens

Les deux applications: Gx G — G et G — G sont de classe €
(9.h) = gh™ g = g

Exemples.
1. Tout groupe dénombrable est un groupe de Lie €“ de dimension 0.

2. St est un groupe de Lie de dimension 1.

St~ U1)={z€C* |z| =1} sous-groupe de (C* x)
(ry) — T+ iy

3. Les groupes classiques :
GL(n,R) = {M € M, (R), det M # 0}
SL(n,R) ={M e M,(R), det M =1}
O(n) = {M € M,(R), 'MM = 1d}
SO0(n) ={M e M,(R), MM =1d et det M =1}
Exercice 5.1. Soit G un groupe de Lie et C. la composante connexe de

[’élément neutre.

1. Montrer que C, est un sous-groupe distingué de G i.eVg € G, gCog™' =

Ce
2. Déduire que C, est un sous-groupe de Lie de G et que [’espace quotient
G/C, est discret. (Montrer que C, est ouvert dans G ).
Montrer que si G est connexe alors il est engendré par un voisinage de [’élé-
ment neutre, i.e 3U € V(e), G =<U >.
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Définition 5.2.
Sotent G et H deux groupes de Lie et f : G — H wune application, on dit
que [ est un morphisme de groupes de Lie si

(1) Y(91,92) € G x G, f(g1-92) = f(g1)f(g2) (morphisme de groupes)
(i7) f: G — H est une application € (morphisme de variétés)

1. f est de rang constant.

difféiomorphisme

Théoréme 5.1.1. Sif : G — H est un morphisme de groupes de Lie alors

2. Si de plus f est bijective et G est a base dénombrable alors f est un €

Démonstration.

1. Si f est un morphisme de groupes de Lie, alors f o Ly, = Ly, o f (ol
Ly : x — gz est la translation a gauche) donc T, (f o Ly) = T(Ls(g 0 f)
ie

ngf o Tng = Tf(w)Lf(g) oT,f VgaxeG
pourz =eona: Tyf =TpeLpgoTl.fo(T.Ly)™" Vg€ Gor Tie Ly
et T, L, sont des isomorphismes on déduit alors que:

rang T, f =rangT.f Vge G i.e f de rang constant
O

Définition 5.3. Une partie H d’un groupe de Lie G est dite sous-groupe de
Lie si H est a la fois un sous-groupe et une sous-variété de G.

Théoréme 5.1.2. Tout sous-groupe de Lie d'un groupe de Lie est fermé.

Démonstration. Si H est a la fois un sous-groupe et une sous-variété d'un
groupe de Lie G alors H est localement fermé i.e H est ouverte dans H. H
est un sous groupe de G, lapplication (z,y) — zy~! étant continue sur H
donc si (z,y) € H alors xy~' € H. Comme Vo € G, ¢, : g — g est un

homéomorphisme alors ¢, (H) est ouvert dans ¢, (H) i.e zH est ouvert dans
xH =H,Vr e H.
Comme H = HU ( U xH) et 0 = |J xH estunouvert de H tel que

x€H—H . x€H—H
HNO=o alors H est fermé dans H donc aussi dans G. O

Définition 5.4 (Algebres de Lie).
Un espace vectoriel g muni d’une opération |[.,.] est appelé algébre de Lie si:
— [X,Y] est un champ de vecteurs sur M.
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o (X,Y)— [X,Y] est bilinéaire
- o [X,Y]=—[Y,X] (antisymétrique)
o [X,[Y.Z]]+[Y.[ZX]]+[Z,X,Y]]=0 (identité de Jacobi)
Exemples.
1. L’ensemble des champs de vecteurs X (M) sur une variété différentielle
M est une algébre de Lie pour le crochet de Lie [,.].
2.
Théoreme 5.1.3. Si G est un groupe de Lie alors il existe un isomorphisme
entre T,GG, 'espace tangent en |'élément neutre, et g I'ensemble des champs de
vecteurs, sur G invariants a gauche.

Démonstration.
Xeg <= X=L,XVgedl
— X (gz)=T,L,(X (2)) Vg e GVx € G
= X (9)=1T1.L,(X (e)) Vg € G il suffit de prendre z = e
d’autre part si X (9) =T.L, (X (e)) Vg € G alors Vg € G,V € G on a
X(gr) = Telgs (X (e))
= T.(LyoL,) (X (e) car Ly, = Lyo L,
= T,L,(T.L,(X (e))) carT.(LyoL,)=T,L,0T.L,
T,L, (X (x)) ieX eg
On déduit que I'application linéaire

o: g — T.G

X — X (e
est injective car si X,Y € g alors
X(e)=Y(e)eT.L, (X (e)) =T.L. (Y (¢)) ¥ @X(x)zY@)‘V@EG@X:Y
¢ est surjective, en effet si v € T.G alors X (x) (v) définit un champ
de vecteurs sur G, invariant a gauche car (x) =T.L,(v=X(e) Vx e G
e X eget ¢p(X)=r. O

5.2 Fonction exponentielle

5.3 Groupes homogenes

Théoreme 5.3.1.
Si f : X — Y est une application ouverte et surjective entre deux espaces
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topologiques avec Y connexe et pour touty € Y, f _1(y) est connexe alors X
est connexe.

Démonstration. Par I’absurde, si X = U UV union disjointe de deux ouverts
non vide, alors Y = f(X) = f(U)U f(V) (car f est surjective), comme f est
ouverte f(U)Nf(V) # @ (sinon Y serais non-connexe). Soit y € f(U)Nf(V),
Y y)=Unfy)u(Vn f(y)) réunion disjointe de deux ouverts non
vide de f~1(y) ce qui contredit le fait que f~!(y) est connexe. O

Corollaire 5. St H est un sou-groupe connexe d’un groupe de Lie G et si
G/H est conneze alors G est connexe.

Il suffit de prendre, dans le théoreme précédent, X = G, Y = G/H et f
la projection canonique.
Corollaire 6. Si M est une variété homogéne sur un groupe de Lie compact
G alors M est homéomorphe a G /G, pour tout x € M.

1

Démonstration. 1. Si y = g.x comme 'application h — ghg™" est un

homéomorphisme, alors

o: Gy — G,
h + ghg™!

est un homéomorphisme, en effet il suffit de montrer que ¢ (G,) = Gy, :
si h € G, ie har = alors ghg™'.y = ghx = gx =y ie ghg™' € G,,.
G ERENG (x)

2. 1| Af ou f(g) = g.x (surjective et continue), 7 (g) =
G/G,
[9] = 9.G, (surjection canonique) et for = f. f est bijective (claire), f
est continue: si U est un ouvert de O (z) alors 7= (f~1 (U)) = f~' (V)
est un ouvert de G (f est continue) donc f~! (U) est un ouvert de G/G,,
(par définition des ouverts de la topologie quotient). Si W est un fermé
de G/G, alors f (W) = f (7= (W)) est fermé dans O (x) car 7! (W)
est fermé dans G et f est fermée (car continue sur un compact). Il en
résulte que f est un homéomorphisme.

3. Si G est compact et M homogene alors Vo € M, M = O (z) ~ G/G,.

4. 11 suffit de montrer que G = SO (n + 1) est compact et S™ est homo-
géne. G = {4 € M,;1(R), "AA = 1d et det A = 1} est un fermé
borné de M, (R) donc compact, borné: VA € G,|A|| = sup <

Az, Az >2= sup < z,'AAz >2= sup < z,# >2= 1 Pour montrer
llel|=1 [lzl|=1
que S™ est homogene il suffit de vérifier que

Vee S", JA(x) e SO(n+1) x=A(z)e;
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il en résulte que V (z,y) € S", A€ SO (n+1) y= Az (A= A(y) A ' (x))
et S™ est homogene. Il s’agit donc de vérifier que si x € S™ alors
Hug,you,} € S™ tels que la famille {x,uq,...,u,} soit orthogonale

et det (A (x) = (z,uq,...,un,)) = 1 cela est possible grace au procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, la matrice résulatante A ()

est de déterminant det A (x) = £1 et on peut changer le signe des
{u;}_, pour avoir un déterminant égale a 1, sans affecter le fait que

A (z) soit orthogonale ou que * = A(x)e;. D’apres ce qui précede
S"~ SO (n+1)/G,,.

5. On montre par récurrence sur n que SO (n) est connexe. SO (1) =
{1} est connexe, supposons que SO (n) est connexe et montrons que
SO (n+ 1) est connexe. Sionprend X = SO (n+1),Y =SO (n+1) /G,
et f: X =Y A— AG,, il suffit alors de vérifier les hyopotheses de la
premiére question, a savoir que Y est connexe (ce qui est vrai car Y ~
S™), que f est ouverte et surjective (f étant la surjection canonique,

il reste donc & montrer qu’elle est ouverte) et que Vy € Y f~1 (y) est
connexe. f est ouverte, en effet soit U un ouvert de X, f (U) est ouvert

dans Y & f7L(f(U)) = U AU est ouvert dans X. C’est une
A€SO(n+1)
union d’ouverts de X car Ly : B —— AB est un homéomorphisme sur

Xet AU=Ls(U).SiyeY,FA€ SO (n+1) y= AG,, et f~1(y) =
{B € SO(n+1), BG.,, = AG,,} = AG,, ~ G, ~ SO (n) en effet
1 0 --- 0

0
Gelz{BESO(n+1),B€1:61}:{ . A ,AE

0

SO (n) p ~ SO (n) donc connexe (par hypothese), finalement d’apres

la premiere question X = SO (n + 1) est connexe.

6. Vi = {(u1,ux) € (RN, (uzu;) = 0%} n’est pas connexe pour tout
k > 1, par exemple V;,, = S™ est connexe et V,,, = O (n) ~ O (1) X
SO (n) possede 2 composantes connexes : SO (n) et {A € O (n), det A=

_1}
[



CHAPITRE 6

Revétements et feuilletage

6.1 Revétements

On dit qu'une application p : M — N entre deux variétés de classe €* est
un €7 revétement, (r < k) si:

1. pest surjective,

2.Vy e N, 3V €V, p (V) = U U, réunion disjointe d’ouverts de
i€l
M, telle queVi € I,,, ply, : Ui — V est un €"-difféomorphisme.
Exemples.

1. z—e*=> % deC sur C*

n:

2.t e¥™ de R sur St
3. (0,p) — (cosg- (R+rsind),sing- (R+rsind),rcosb) de R* dans le
Tore T?
Exercice 6.1. Montrer que les exemples ci-dessus sont effectivement des
revétements.
Théoreme 6.1.1.
Soit p un revétement entre deux variétés M et N alors :
1. p est une application ouverte.
2. L'application y — card I, est localement constante.

Réciproquement si M est compact et f : M — N est un €"-difféomorphisme
local, surjectif alors f est un €" revétement.

Démonstration. 1. Soit U un ouvert de M et y € p(U), de la définition
d’un revétement on a 3V € Vi), p (V)= U Ui Vie I,, ply, : U; —
ily
V est un € difféomorphisme. On déduit que p(U;NU) est un voisinage
de y contenu dans p(U) qui est donc voisinage de chacun de ses points.
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6.2 Opération de groupes

Soit G un groupe de Lie et M une variété, on dit que G agit sur M s’il
existe une application différentiable

o GxM — M
(g,x) +— o&(g,x) (notée aussi g.x)

telle que: { olew) =z VreM

0(g.6(hx)) = dlgh.) Vg.h € G, Ve € M
Exercice 6.2. Montrer que ceci équivaut a l’existence d’un isomorphisme,
de groupes de Lie, de G sur un sous-groupe de Iso(M) (ensemble des isomor-
phismes de M dans M).

Toute action d’un groupe de Lie G sur une variété M induit une relation
d’équivalence sur M: x ~ y < dg € G, y = g.x. La classe d’équivalence d'un
point x sera notée O(x) ={y € M, y ~x} = {g.x, g € G} et appelée orbite
de x. Dans ce cas la variété M est appelée espace d’orbites.

L’ensemble des éléments de G qui laissent fixe un point = est appelé stabili-
sateur de x (ou groupe d’isotropie) et est noté Stab(x) = G, = {g € G, g.x =
Définition 6.1.

Une action d’un groupe de Lie G sur une variété M est dite :

1. effective si 'application g — ¢4 est injective.

2. libre (fidéle) si G, = e, Vo € M.

3. transitive si O(x) = M, ¥z € M et M est appelé espace homogéne.

4. propre siVK € M, {g € G, g K N K # &} est relativement compact.

5. proprement discontinue si VK € M, {g € G, g. K N K # &} est fini.
Exemples.

1. GL(n,R) x R" - R" (Ajz) — Ax

2. L2 xS" —S" O0x=x, lo=—x

3. 7" xR" - R" max=x+m

4. GL(n+ 1,R) x P"(R) — P"(R) A.[z] = [Ax]

Un systeme dynamique est la donnée d’une action de R, comme groupe de
Lie, sur une variété différentielle M. Cet exemple mérite toute une étude a
part, vu son importance dans l’étude des champs de vecteurs et des équations
différentielles...voici quelques exemples :

1. M=TR? et ¢(t,x) =z + (£,0)
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2. M=R? et 6(t,(,y)) = (z +te'y)
3. M=RxS! et p(t,(z,y,2)) = (x +t, At)(y,2)) ot A(t) = (o5t ~sint)

sint cost
Exercice 6.3. Etudier les exemples ci-dessus en déterminant les orbites,
les groupes d’isotropie, l’espace des orbites, le type d’action : effective, libre,
transitive, propre...

6.3 Variétés quotients

G agit proprement discontinuement sans point fixe si:

o Y(zy) e M? siy¢ O(x) alors U € V), IV € V) tels que,
Vge GonagUNV =g
o VxeM, U eV, tel que,v¥g e G/{1},onagUNU =2

Théoréme 6.3.1. Soit M une variété de classe €* et G un sous-groupe de
Diff (M) qui agit proprement discontinuement sans point fixe alors il existe sur
M/G une unique structure de variété €* qui fasse de la projection canonique
p:M— M/G un €* revétement.

Si M/G est muni de la topologie quotient alors p est ouverte, en effet si

U est un ouvert de M alors Sat(U) = p~}(p(U)) = J ¢.U est un ouvert de
geG
M, comme réunion d’ouverts {g.U = ¢4(U)}4eq-

Exercice 6.4.
1. Montrer que M/ G est séparé si et seulement si le graphe T'¢ est fermé.

2. Faisons agir G sur M x M par l’action sur la seconde coordonnée, i.e.

ge(xy) = (x,9.y). Montrer l’égalité: T'c = | go Ay (ot Ay est la
geG
diagonale de M). En conclure que si M est séparé et que G est fini,

Uespace quotient M/ G est également séparé.

6.4 Compléments

Une relation d’équivalence J sur une variété M est dite réguliere s’il existe
sur M/ une structure de variété telle que la projection canonique 7 : M —
M /R soit une submersion, cette structure est alors unique, & un morphisme
pres, i.e

g: M/®R — N est un morphisme < gom: M — N est un morphisme
Théoreme 6.4.1.

Si R est une relation d'équivalence sur une variété M et G C M x M son graphe
alors R est réguliére si et seulement si :
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G est une sous-variété de M x M
m : G — M (la premiére projection) est une submersion
De plus M /R est séparé si et seulement si G et fermé.



CHAPITRE 7

Intégration

Introduction

Dans tout ce chapitre E,F,... désignent des R-espaces vectoriels de dimen-
sion finie.

7.1 Algebre tensorielle

Définition 7.1 (convention d’Einstein).
La convention de sommation d’Einstein consiste a :

e Placer lindice en bas, lorsqu’on indexe une famille de vecteurs ou de
champs de vecteurs et placer l'indice en haut, lors’on indexe une famille
de covecteurs (formes linéaires ou leurs valeurs lorsque appliquées a un
vecteur).

o Une expression ou figure un méme indice en position inférieure et su-
périeure est une somme par rapport a cet indice.

cette convention fort utile permet, notamment, de distinguer entre vecteur et
covecteur et d’écrire les formules de maniére compacte.

Exemples.

1. Soit{e;}?, la base canonique de R™, le produit scalaire de deuz vecteurs
w=>y " ue =u'e etv=>  ve =v'e est donné par

<uw >=u'v! <ejej >=du't?

2. Soit E un espace vectoriel de base {e;}?_, et de base duale {€'}"_,. Pour
un vecteur u = u'e; et deux covecteurs a = q;e' et 3 = [3;e" on a

(a -+ B)(w) = gl + o
= (a; + Bi)u’
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3. Soient f : R — R", x — (fi(z),....fu(x)) et g : R" — R, y

(91(y)s--,9p(y)) deux fonctions “régulieres” alors

ANgof), . 0g' of*
—aa @)= a—w(f(x)) 507 (%)

1ct la sommation est par rapport a l'indice k.

Produit tensoriel Soient E et F deux espaces vectoriels réels de dimen-
sions p et g respectivement. Le produit tensoriel de E et F est le couple
constitué d’un R-espace vectoriel, noté E ® F, et d’une application bilinéaire
T noté (z,y) — z ®y, de E x F dans E ® F, satisfaisant a la propriété uni-
verselle suivante : Pour tout couple (G,S) constitué d'un R-espace vectoriel
G et d’une application bilinéaire S de E x F dans G, il existe une applica-
tion linéaire ¢ et une seule de £ ® F dans G telle que, pour tout élément
(zy) € E X F,

S(zy) = ¢(r @y)

On résume tout ¢a en disant que E ® F existe a un isomorphisme pres tel
que le diagramme suivant est commutatif :

ExF—2+¢
T
ol
E®F

Nous notons E* et F* leur espace vectoriel dual. Pour f € E*, g € F*,
x € E et y € E, nous posons (f ® g)(x,y) = f(z)g(y). Nous définissons ainsi
f ® g comme une forme bilinéaire sur £ x F. C’est le produit tensoriel des
deux formes f et g. Si {e',...,e} est une base de E* et {f',...,f?} une base
de F*, alors 'espace vectoriel des formes bilinéaires sur E x F admet pour
base les pg éléments e’ ® f7. Par définition, 'ensemble des formes bilinéaires
sur E x F est noté E* ® F* et appelé produit tensoriel de E* et F*. Tout
élément T € E* @ F* s’écrit donc T' = Tje' @ f7. Nous savons d’autre part
que tout vecteur de E peut étre considéré comme une forme linéaire sur E*,
c’est & dire comme élément de E** (en dimension finie, nous avons E** o~ E).
Nous pouvons donc appliquer ce schéma de construction a E* et E* afin de
définir le produit tensoriel E ® F ~ E** ® F**. Une base de E ® F est alors
{e;® f;} ou{e;} et {f;} sont des bases de E et F'. Nous avons alors les regles
algébriques suivantes, faciles a vérifier: si x,x1,29 € E, y,y1,y2 € F et A € R,
alors
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Nous pouvons itérer ce processus et définir ainsi E ® ... ® E ® F ®
... ® F Pour la suite, on prendra F = E* et les éléments de TS(E) =
E®.®E®E"®..® E"sontdes formes (r+s)-linéairessur E*® ...  E*@Q E® ... ® E.

—~ —~ —~ ~

s fois r fois r fois s fois

Un tel élément s’écrit T' =T} "*e;, ®...Qe;, ®ej, ®...®ej, , c’est un tenseur
de type (s,r). Nous dirons que les coefficients T} i sont les coordonnées du

Jr
tenseur 7' dans la base

{62'1 X...Q € X €, X...Q €jrs il,...,is,j17...,jr S {1,,])}}

Effectuons un changement de base e} = ale; dans E. Nous avons alors ¢ =
(ail);ej . On montre que les coordonnées du tenseur 7' se transforment selon :

19705 —1\%1 —1\is k1...ks 11 r
T35 = (@™ )y --(a™ ) Tty aj, ---aj,

De cette relation, nous dirons que les indices bas de T' sont covariants, et les
indices hauts contravariants. Un élément de R est par convention un tenseur
de type (0,0). Ces tenseurs sont appelés des scalaires. Ces tenseurs n’ayant
pas d’indice, par la relation précédente ils sont invariants par changements
de base. C’est bien ce qu’on attend d’un scalaire. Un tenseur de type (1,0)
est bien str un vecteur de E, et un tenseur de type (0,1) est une forme de
E*. Nous dirons qu'un tenseur T = T ¢; ® ... ® e;, est symétrique si Les
opérations de produit tensoriel et de contraction permettent de construire de
nouveaux tenseurs a partir de tenseurs donnés.

7.2 Formes différentielles

Définition 7.2 (Formes n-linéaires).
On appelle forme n-linéaire, toute application ¢ : E X E x ... x E — R qui

TV
n fois

est linéaire par rapport a chaque composante indépendamment, i.e chaque
application .
p': E — R
a = QT T 1,0,T5 4150 L)
est linéaire ¥ (z1,...,24,...,x,) € E" Vi€ {1,...n}
L’ensemble des formes n-linéaires sur E sera noté L"(E).
En posant pour tout pp € L(E) et A€ R:

{(go—l—w)(xl,...,xn) = o(T1,0Tn) + V(21,5 20)
A @) (x1,eyy) = A X @(T1,00Ty)

les applications ¢ + 1) et \ - ¢ sont encore n-linéaires.
Muni de ces opérations, 'ensemble L™(E) est un R-espace vectoriel.
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Exercice 7.1. En notant £ (E,F) le R-espace vectoriel des applications li-
néaires de E dans F, montrer que L (E) ~ £ (E,L"(E))
Si & = {e1,..,eq} est une base de E alors la n-linéarité de ¢

d d
O(X1yeyTy) = <Z iy €iy5enes Z /\inein>
i1=1 in=1
. 1
5

11=1 in

Mg_

©(€iy5-4€4,)
1

Aieviin (T1) iy -+ (T )iy

M

(7’17 50 )E{l, 7}

ou (z); désigne la j composante de = dans la base A.

Soit #* = {e7,...e5;} la base duale de # i.e la base du dual E* telle que
1 sit=y

ieme

ei(e;) = 0 = 0 sinon On a (z); = €j(r) donc la derniere égalité se

rééerit :
@(Ilv--'axn) = Z Ais . Znezl(xl) e:n(xn)
(i1,yin)€{1,...,d}"
= Z Nivoin (€5, @ @€l )) (21,.,25)
(i1,0mnyin)E{1,...,d}"

Il s’ensuit que la famille de toutes les formes n-linéaires de la forme e} ®...®e;
constitue une base pour L"(E), en particulier dim £"(E) = (dim E)" = d".

Action de 6,, sur L"(E)
Notons &,, le groupe des permutations de ’ensemble {1,...,n} ; posons pour
chaque 0 € 6,, et ¢ € L(E)

(0 @) (T1,0sTn) = 80(%(1),~-.,%(n))

L’application o - ¢ est une forme n-linéaire et on a définit ainsi une opération
de groupes
S, x L"(E) — L"(E)
() = o9
Définition 7.3 (Formes alternées).
Une forme n-linéaire f est dite alternée si pour toute permutation o € G,
on a

f($1,...,$n) = E(O')f(.%'g(l),...,xg(n))
(o) étant la signature de o qui est égale a (—1)” ou v désigne le nombre
d’inversions de o, i.e v = card{(i,j) e{l,..n}? i<jeto(i)> a(j)}
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Exercice 7.2.
Soit f une forme n-linéaire. Montrer l’équivalence des assertions suivantes :

1. f est alternée.

2. Pour tout i,j (i # j) dans {1,...n}, si x; = x; alors f(xy,...,x,) = 0.
3. Pour tout i dans {1,...,n}, st x; = x;41 alors f(xy,...,x,) = 0.

On note par " E* 'ensemble des formes n-linéaires alternées sur E et

+o0o k n k
/\E*:@/\E*:@}O/\E*.

On cherche a présent a former des éléments de A" E* & partir des éléments
de L"(E). Par exemple, si f € L2(E), on peut définir Af(z,y) = 3(f(2,y) —
f(y,x)). Alors Af € L2(E) et Af = f si et seulement si f est déja alternée.
Plus généralement, on définit 'opérateur suivant :
Définition 7.4.
L’alternateur ou l'antisymétriseur est 'opérateur A, : L"(E) — L™(E) défini
par '
Anf(xlv"'azn) = ﬁ Z E(U)f(xﬂ(l)"“’xg("))'
o6,
Exercice 7.3.
1. Montrer que l'opérateur A,, : L"(E) — L™(E) est un projecteur linéaire.
Plus précisément : Ap|zmey = Idpn) et Ay o A, = A,
2. Déduire la décomposition: L"(E) = ker A, & N"(E) en sous-espaces
S, -invariants.

Définition 7.5 (Produit extérieur).
On définit une opération A : N"(E) @ N™(E) — N""™(E) appelée “produit
extérieur” par:

n+m)!
fAg= %Amm(f ® g)
n!-m!
i.e (fAG)(x1,e s Tpim) = ﬁ Yo €0)f(To)s s Tom)I(Tomrt)s s To(nim))
O'EGn—Hn

On résume, dans le théoreme suivant, les principales propriétés du produit
extérieur

Théoréeme 7.2.1.

1. L'application est bilinéaire.

{ N N'YE) x NM(E) — N"T(E)
(f.9) —  fAyg

2. fNg=(Auf) Ng =N (Ang)

3. associativité: (f ANg) Nh=f A (gAh)

4. anticommutativité:si f € \"(E) etg € N™(E) alors fAg = (=1)""gA f
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Démonstration.

1. C’est immédiat, car le produit tensoriel est bilinéaire et ’antisymétri-
seur est linéaire.

2. Sio e G, alors

(o f) @ gl(T1,0 T Tng1 sy Tgem) = (0 - f)(xla Tn)9(Tns1ye s Tntm)
= f(xa( - )9<xn+1a Lptm)
= f(xa’ Lo (n ) (xo (n41)5- xo’(n—i-m))
= [o"- (f ® g)](xl,...,xn,xn+1,...,xn+m)
ot 0,:< 1 ... n n+l .. n+m>
o(l) .. on) n+1 ... n+m

donc (- f)®@g=0"-(f ®g) avec €(c’) = €(o), par suite

1 1
An—l—m(Anf /\g) = m Z 6(7’)7’ . [(ﬁ Z E(U)U : f) X g
" T€Gntm T oeG,
1 1
= (n +m>' Z 6(7)57— Z €<0>(0 f) ®g
TE€EGn+m ) oC€G,
1 1 ~
:m > G(T)ET' Y ed)d (feg)
’ 766n+m ’ i '€Gnim
DI e D SRR CHORIEY
oceS, TEG7L+m
‘ Z Aner f®g)
ceES,
= An+m(f ® g)
on déduit, de la méme fagon, que A, ., (f @ A9) = Apim(f ®g), dou
le point 2.

3. a partir de la propriété précédente on a

(n+m+p)
(n 4+ m)!p!
_EmEply (g e

n!m!p!
_ (n+m+p)! (m 4+ p)!
— nl(m +p)! Antmp | [ @ mlp!

=fA(gNAh)

n—+m)!

(f A g) ANh= An+m+p |:(n'—Tn‘An+m(f & 9) ® h‘|

Aninlg 1)
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4. Définissons o par

1 n n+1 ... n+m
O‘:
m+1 ... m+n 1 m

alors €(0) = (—=1)"™ et on a:

[0 (f @ D@15 esTryTri 15 s Tim) = (F @ 9 (X1 s Tngny 1oy T
= g(x1, s Tin) [ (T 15 T
- (g & f)(xlr"axn—i—m)

donc o (f ®g) =g ® f, par suite

A9 @ )= = 3 eln)ro)- (f©9)

<n + m> TGGner

1
=€(U)m > ero)(ro)- (f@g)
1

(n+m)!

TE Gn+7n

> epp-(foy)

= ¢(0)
PECn+m

= (=1)"" Anim(f @ 9)

( L’application 7 +— p = 7 o ¢ étant un automorphisme sur &,,1,,)

]

Définition 7.6 (image inverse d’une forme multilinéaire).
Sotent E, F deuzr R-espaces vectoriels et ¢ : E — F une application linéaire,
on définit ¢* : LT(F) — L™(E) par

¢*(f)(x177xm> - f(¢(m1),,gz5(xm))

Théoreme 7.2.2.
1. L'application ¢* : L™(F) — L™(E) est linéaire et commute avec ['action
de G,,.
2. ¢*(f Ng) = ¢*(f) AN ¢*(g) pour tous f, g € N(E*) = &,Z5° A" (E¥)
3. (pop) =g ogr

Démonstration. S’en convaincre est un excellent exercice. ]

Théoreme 7.2.3.
Soient E et F deux R-espaces vectoriels de bases Be = (e1,....en), $Br =
(f1,---sfm) et de bases duales (e7,....e%) et (ff,...,fr) respectivement. Soit ¢ :

n
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E — F une application linéaire de matrice (a;;)1<i<m,1<j<n, relativement aux
bases Be et Be. On a pour tout k < min(n,m) :

Qb*(f;l /\/\f]*k) = Z ( Z e(a)ajlia(l)anig(Q)....ajkl-g(k)) (6;/\/\6;)

1<i1<..<ig<n o€y
En particulier, sin = m, alors
O (fi Ao A fr) =det(azj)e] A ... Nep,
Démonstration. O

Théoreme 7.2.4.

Soit E =< eyq,...,e,, > un R-espace vectoriel de dimension n. Pour tout k > n,
NFE* = {0} et pour tout k < n, AFE* est engendré par la famille des formes
k-linéaires alternées {e; N .. Nej /1 < iy < .. < < n}. En particulier,

dim N'E* = O = gy

Démonstration. O

Définition 7.7 (formes différentielles).
On appelle €*-forme différentielle de degré r, sur une variété différentielle
M, toute application o € QL (M) = €*(M, \" E*)

Cohomologie de De Rham

Soit K un espace normé de dimension finie sur R, et U un ouvert de
E. On considere I'espace vectoriel 2 (U) des formes différentielles sur U
de degré p et de classe ¢7. Soit Z] (U) (resp. B} (U) ) le sous espace de
Q7 (U) constitué des formes différentielles fermées (resp. exactes). L’espace
quotient : HY (U) = 27 (U) / B}, (U) s’appelle p™ espace de cohomologie des
formes différentielles de classe €.
Théoréeme 7.2.5 (Poincaré).
Si U est étoilé alors tous les espaces de cohomologie sont réduit a {0}.

7.3 Théoreme de Stokes

Définition 7.8 (Ouvert a bord).
Soit M une variété et Q un ouvert de M, on dit que € est un ouvert a bord
siVr € FrQ = Q\ Q, 3(U,p) carte centrée en x telle que p(U N Q) =

{(z1, -+ 20) € p(U), 2 > 0}
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Exercice 7.4.
Montrer que ) est un ouvert a bord si et seulement si Vxg € Fr§), U
voisinage ouvert de xo, f : U — R de classe € tels que f(zo) = 0 et
UnNnQ={xel, f(z)>0}.
Exemples.
1. Sip € €F(R) alors Q = {(z,y) € R%, y < p(z)} est un ouvert a bord
de R? 90Q = {(z,y) e R?, y = p(z)}
2.
Théoreme 7.3.1.
Si € est un ouvert a bord alors Fr() est une hypersurface de classe €°°, sans

bord.
Démonstration. O

Définition 7.9 (Orientabilité). Une variété différentielle M est dite orien-
table sil existe sur M une n-forme w (dite aussi forme volume) qui ne s’an-
nule jamais.

Si M est une variété connexe orientable, on peut munir I’espace des formes
volumes sur M par la relation d’équivalence suivante w; ~ ws 8’il existe f > 0
telle que wy = fw;. On obtient alors deux classes d’équivalences. Orienter M
sera de choisir une classe d’équivalence [w] (une orientation).

Exercice 7.5.

1. Montrer qu’une variété différentielle est orientable si et seulement si
elle admet un atlas dont les jacobiens des fonctions de transitions sont
positifs i.e il existe sur M un atlas A = {(Uy,p;), i € I} tel que Vi,j €
I, Yz e U;NU; det(Dy, )i © go;l) >0

2. RY est-elle une variété a bord orientable ¢
Théoréme 7.3.2 (Stokes).

Soit M une variété différentielle de dimension n, orientable et soit ) un ouvert
a bord de M relativement compact. Si w € Qi (M) tel que w|q est de classe
€' ou bien siw € QY1 (M) alors :

1. Si M est compacte, [ dw =0

M

2 [dw= [i*w oui:dQ — M est l'injection canonique.
0 P



CHAPITRE 8

Variétés Riemanniennes

8.1 Symboles de Christoffel et connexions

Une connexion I' sur une variété différentielle M est une opération qui, a
un chemin de classe €% v : [0,1] — M reliant z et y i.e 7(0) = z et v(1) = v,
induit un unique isomorphisme 7 : T,M — T,M (holonomie en z si y = z).
On veut différencier les champs de vecteurs mais comme ils sont a valeurs
dans différents espaces tangents a des points différents.

Définition 8.1.
Une connexion linéaire sur M est la donnée d’une application bilinéaire V :
X (M) x X (M) — X(M) qu’on écrit (X,Y) — VxY , vérifiant les propriétés:

i) VixY = fVxY pour tout f € €>(M)

ii) V vérifie la régle de Leibniz: Vx(fY) = fVx(Y)+X(f)Y f € €°(M).
VxY est appelé la dérivée covariante de Y dans la direction de X.

En coordonnées locales une connexion est représentée a 1’aide des sym-
boles de Christoffel Ffj Soit z!,...,2" un systéme de coordonnées locales
sur U C M, et soit O,,,...,0,, la base associée des champs de vecteurs. En
utilisant les conventions de sommation d’Einstein, les symboles de Christoffel
sont définies par :

I} Oy, = Vo, O,
Définition 8.2.

e La torsion de V est définie par:
T(X,Y)=VxY —=VyX —[X,Y]
e La courbure de V est définie par:

R(X,Y) = VXVY — Vny - V[X,Y]
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Une connexion linéaire est dite symétrique si sa torsion est nulle. Si, en plus
sa courbure est nulle, on dit qu’elle est plate.

Exercice 8.1.

Soit G un groupe de Lie. Expliquer pourquoi on définit une connexion sur G
en posant Vi Le = %[Lw,Lg] ot L, désigne le champ de vecteur invariant
a gauche engendré par le vecteur w € g. Montrer que cette connexion est
symétrique et calculer sa courbure.

8.2 Géodésiques
8.3 Courbures

Les variétés de dimension finie sont localement euclidiennes (mais pas
globalement). On dispose d’une notion, appelée "la courbure”, qui permet de
mesurer ’écartement de ’euclidien, dans le passage du local au global.

Définition 8.3 (Métrique Riemannienne).

Une métrique Riemannienne sur M est la donnée, pour tout x € M, d’un
produit scalaire < , >, sur T,M vérifiant la propriété suivante: si X et Y
sont deuz champs de vecteurs de classe € sur M, z —< X(x),Y (x) >, est
€. Supposons donnée une structure Riemannienne sur une variété M de
classe €, connexe, séparée, et de dimension finie. Si ¢ : [0,1] — M est une
courbe de classe € sur M on pose

0= [ <0y =a

De plus, si x ety sont deux point de M on note d(x,y) = inf{l(¢)} Uinfimum
étant pris sur l'ensemble des chemins de classe € tels que c¢(0) = x et
c(1) = y. On montre que la restriction de d a un domaine de carte est une
meétrique compatible avec la topologie de la variété M.
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Annexe

9.1 Algebre et théorie des ensembles

Lemme de Zorn Un ensemble ordonné F est inductif si toute partie tota-
lement ordonné de E (chaine) admet un majorant. le lemme de Zorn
s’énonce alors : Tout ensemble ordonné inductif admet un élément maxi-
mal. Ce lemme est équivalent a 1’aziome de choiz et est d’usage constant
(voir la démonstration du théoréme de Hahn-Banach, de Tychonov...)

factorisation canonique d’une application Si f : £ — F est une ap-
plication entre deux ensembles E et F', elle définit sur E la relation
d’équivalence: z ~ y < f(z) = f(y) et on a la factorisation suivante:

E f

F

T projection canonique % injection canonique
U~ —— [(E)
f

9.2 Topologie générale

Ordre sur ’ensemble des topologies Soient sur un ensemble non vide X
deux topologies 7 et 7, on dit que 7 est plus fine que 7, si 7 D 7y ceci
revient au méme de dire que I'application identité Idy : (X,7) — (X,71)
est continue.

Topologie engendrée par une famille Si A C P(X) il existe aux moins
une topologie sur X pour laquelle tout élément de A est ouvert (par
exemple la topologie discrete). L’intersection de toutes ces topologies
est une topologie, qui est la moins fine contenant A, appelée topolo-
gie engendrée par A et est notée 7(A). Si on note Ay I'ensemble des
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intersections de familles finies d’éléments de A et A, l'ensemble des
réunions quelconques d’éléments de Ay alors A, = 7(A).

Base d’une topologie B C P(X) est une base d’ouverts d'une topologie T
sur X si tout élément de 7 est réunion d’éléments de B, ceci équivaut a

YUV eB,VYreUNV, d0eB, xcdcCcUnNV.

I1 est immédiat que Ay est une base de 7(A).

Définition 9.1.
Un espace topologique X est dit

1. séparable s’il admet une partie dénombrable dense.

2. localement connexe si tout point posseéde un systeme fondamental de
V018INages CONNeTes.

3. localement compact sl est séparé et si tout point admet un voisinage
compact (ceci implique que tout point posséde un systéme fondamental
de voisinages compacts).

4. o-compact s’il est séparé et union dénombrable de compacts.
5. dénombrable a I'infini sl est séparé et recouvert par une suite (K,)n>0

o
ezhaustive de compacts i.e K, CK 41 -

Topologie initiale
Topologie finale

Partition de 'unité Dans toute cette section X désigne un espace topo-

logique.

support Si f : X — R est une fonction continue, on appel support de f
I'ensemble fermé supp(f) = {z € X, f(z) # 0}, c’est le complémentaire
du plus grand ouvert dans lequel f est nulle (dit ouvert d’annulation).

famille localement finie Une famille (Uy)ea de parties de X est dite lo-
calement finie si pour tout x dans X, il existe un voisinage de = ne
rencontrant qu’un nombre fini de U i.e

Vo e X, 3V € V), card ({)\ eNVNU,# @}) < +00

On dit de méme pour une famille de fonctions continues (f;);es si la
famille de leurs supports (supp(f;))ies est localement fini.

raffinement Un recouvrement ouvert U = (U;);er est plus fin qu’'un recou-
vrement ouvert V = (V});ecs, ou que U est un raffinement de V si pour
tout 7 il existe j tel que V; contient U; i.e

Viel, 3jti)ed U CV;
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paracompact Un espace topologique est paracompact s’il est séparé et si
tout recouvrement ouvert admet un recouvrement ouvert localement
fini plus fin (i.e un raffinement localement fini).

partition de 'unité Soit U = (U;);c; un recouvrement ouvert localement
fini de X. Une famille {g;};c; de fonctions continues de X dans R est
une partition de ['unité subordonnée a U si elle vérifie les propriétés
suivantes

1. gi(z) > 0 pour tout i € [ et tout z € X
2. suppg; C U; Pour tout i €

3. > gi(x) =1 pour tout z € X.
i€l
Voici quelques résultats tres utiles
Théoreme 9.2.1.

1. Si (A)ier est une famille localement finie, alors (A;);c; est une famille
localement finie, et U;c; A; = Uicr A;
2. Si (fi)ier est une famille localement finie de fonctions continues alors f =
> ic1 [i est définie et continue, de plus supp f C Ujersupp f;
Théoreme 9.2.2.
Pour qu'un espace topologique séparé X soit paracompact, il faut et il suffit
que tout recouvrement ouvert de X admet une partition de l'unité qui lui est
subordonnée.

Supplémentaires topologiques Soit B un espace de Banach et £ un
sous-espace vectoriel de B. Le sous-espace E admet toujours un supplémen-
taire algébrique F' mais, en général, application (z1,22) € E X F +— 1 + x5
n’est pas un homéomorphisme. C’en est un si et seulement si son inverse
x — (pry(z),pry(z)) est continu, i.e. si et seulement si les projections pr; et
pr, sont continues.

Définition 9.2. Soit B un espace de Banach. On dit qu’un sous-espace E
de B admet un supplémentaire topologique sl admet un supplémentaire F
(algébrique) tel que (z1,x2) — x1+ X2 soit un homéomorphisme de E X F sur
B. On dit aussi que E est un facteur direct topologique. Comme E & F ~
F @ E on peut inverser les roles de E et F.

Si B= E, ® E, alors E; et E, sont fermés puisque E; = pr; '(0). Un
projecteur p : B — B est une application linéaire telle que p o p = p* = p.
Proposition 9.1. Soient B un espace de Banach et E un sous-espace fermé
de B. Pour que E admette un supplémentaire topologique, il faut et il suffit
qu’il existe un projecteur continu p sur B tel que p(B) = E.
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Démonstration. Si F admet un supplémentaire topologique F', d’apres ce
qui précede, la projection parallelement a F' est un projecteur continu sur
B d’image E. Soit p un projecteur continu sur B tel que p(B) = E. Si
F =kerp, Idg —p est un projecteur sur B d’image F'; p et Idg —p sont donc
les projecteurs associés a la décomposition de E en somme directe; comme
ils sont continus, B est somme directe topologique de E et F'. O

En dimension finie les sous espaces sont fermés, les applications linéaires
sont continues; il en résulte que tout sous-espace admet un supplémentaire
topologique. Ceci n’est pas vrai sur un Banach quelconque. On montre que
si F est de dimension finie, ou de codimension finie dans B, il admet un
supplémentaire topologique. Dans le cas des espaces de Hilbert, la situation
est bien plus simple.

Théoreme 9.2.3.
Tout sous-espace fermé E d’'un espace de Hilbert H admet un supplémentaire
topologique

Et={rcH; <zy>=0VycE}.

qui est appelé |'orthogonal de E dans H.

La notion de supplémentaire topologique permet de définir les submer-
sions et les immersions et donne les versions du théoreme du rang en di-
mension infinie. Pour plus de détail voir Marsden, Ratiu [8] et Boubakar,
Vinel [2]

Théoréeme 9.2.4.
Soient E et F deux espaces de Banach, f une application linéaire continue de
E dans F', et g une application linéaire continue de F' dans E

1. Pour que f admette un inverse a gauche continu, il faut et il suffit que
f soit injective et que son image admette un supplémentaire topologique
dans F.

2. Pour que g admette un inverse a droite continu, il faut et il suffit que g
soit surjective et que son noyau admette un supplémentaire topologique
dans F.

Démonstration. 1. Supposons que f est injective et que son image est fer-

mée et admet un supplémentaire topologique; il existe donc un projec-

teur continu p de F' dans F tel que p(F) = f(E). Alors, f~lop: F — F

est un inverse a gauche continu de f. Réciproquement, si f admet un

inverse a gauche continu ¢ de F dans E, fop est un projecteur continu
d’'image f(E).

2. Si g est une application linéaire surjective dont le noyau fermé admet

un supplémentaire topologique Fi, soit ¢ 'injection canonique de F}
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dans F. g oi est un isomorphisme de F; dans E et s = (g o)~}
considérée comme application de E dans F', est un inverse a droite de
g. Réciproquement, si s est un inverse a droite continu de g, s o g est
un projecteur continu de noyau ker g.

O

Exponentielle complexe

Théoréme 9.2.5. on définit 'exponentielle complexe, qui est un morphisme de
groupes, par

f=exp: C — C*

n L, .
Zz + expz= y % notée aussi e

n>0

et on a les propriétés suivantes :
1. ™ x e = "% en particulier (¢*)™! = e7% V2 € C.

2. cette application est surjective et périodique de période 27i et ker(exp) =

2mil.

3. c'est un € revétement et Vz = re?’ € C*, log z = logr+if+i27n, n €

Z.

Démonstration. L’application est bien définie car la série converge uniformé-
ment sur tout compact de C.

1.

n n—k k
z1 zo Z{L Zg . Zl 22
e Xer = E — | X E — | = - .=z
n! n! (n—Fk)! k!

n>0 n>0 n>0 \ k=0

n

donc pour tout z dans C €* est inversible, i.e exp(C) C C* et (e*)™! =
e %

Onae* =1% % . =1 & Rz =0 et Jnz = 2n7 (n € Z) donc le
noyau est donné par ker(exp) = {z € C, exp z = 1} = 2miZ, la fonction
exponentielle est donc périodique de période r = 27i. Montrons que f
est surjectif. Comme la restriction de f a U,, = {z € C, |z — 2| < T}
est un homéomorphisme sur son image pour tout zgp € C, f est un
homéomorphisme local donc c’est une application ouverte, par suite



f(C) est un sous-groupe ouvert de C*. On déduit, par connexité de C*,
que f(C) = C*, eneffet si H = C*\f(C) # @ et comme H = |J 2-f(C),

zeH
H serais un ouvert non vide de C* et C* = H U f(C) ce qui contredit

la connexité de C*, donc H = @ et f est surjectif.

9.3 Probleme de Cauchy

Soit f : U C R x B — B une fonction continue a valeur dans un Banach
B, on considere 1’équation différentielle

dx
- = (o) (9.1)

Une fonction différentiable ¢ : I C R — B est dite solution de I’équation (|9.1))

si:
{ i) (tp(t) e U pour tout t € T

i) ¢'(t) = f(t,p(t)) pourtoutte [
Si ¢ est une solution de I’équation et si f est de classe €% alors ¢ est
de classe ¢**1.
Exemples. 2/(t) = z(t) admet une infinité de solutions: x(t) = ae', a € R.
Si on se donne la condition initiale x(0) = zo, alors le probléme admet une
unique solution z(t) = xge'.

La question “naturelle” qui se posent est: quels sont les conditions pour
que l'équation (9.1)) admet une unique solution? la réponse est donnée dans
le théoreme suivant :

Théoréme 9.3.1 (Cauchy-Lipschitz).

Soit f: (t,x) € U C R x B+ f(t,x) € B une fonction continue a valeur
dans un Banach B. Si [ est localement Lipschitzienne par rapport a x alors le
probléme de Cauchy :

dx
(P) : El?) i J () (9.2)

admet une unique solution définie sur un voisinage de t.

Démonstration.
Avant de montrer ce théoreme précisons quelques notations

da >0, Ir > 0, Vt €]ty — avto + af,
V(z,y) € B(wo,r) X B(wo,r), 3k >0, |[|f(t,2) — fEy)] < Ellz -yl
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Q =]ty — h,to + h[xB(zo,r) C U est appelé cylindre de sécurité, quitte a
diminuer « et r on peut supposer {2 C U et on pose M = sup | f(t,z)||

(t,x)eQ
Remarquons tout d’abord que:

x solution de (P) <« z(t) = xo + j f(s,x(s))ds

to

t
& point fixe de T ot Tx(t) = o + [ f(s,2(s))ds
to
Le probleme sera donc de construire un espace complet, 1a ou 'opérateur T’
est contractant, et de conclure grace au théoreme du point fixe. Soit h =
min(a,y7) et considérons I'espace

E = {ZE € € ([to — h.to + h],B(zo,r)), sup |z(t) — o < Mh}

[t—to|<h

Il est claire que F est un espace de Banach, pour la norme ||z — y||g =

sup ||z(t) — w|lB, cest la boule fermée de € ([ty — hito + h],B(zo,r)). Si
[t—to|<h

z € F alors t — Tz est continue et

sup || T(t) — zol| = sup H/t f(s,x(s))ds|

[t—to|<h [t—to|<h 0

< sup |.f(s,2(s))|ds

[t—to|<h Jto
t
< swp [f(ta(®)] x s [ ds
[t—to|<h [t—to|<h Jto

<Mh ieTxeFE

D’autre part pour h assez petit T est contractant, en effet

[Tz =Tyl = sup H/ f(s,2(s)) = f(s,y(s))ds|

[t—to|<h  Jig

< sup [ [f(sx(s)) — f(sy(s))lds

[t—to|<h Jtg

< sup / Kllz(s) — y(s)ds

[t—to|<h Jtg

¢
< k/ ds x sup ||z(t) —y(t)]
to

[t—to|<h
< khllz —y||
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Si on choisit h assez petit pour que kh < 1 alors T sera contractant et
admettra un unique point fixe (unique solution de (P)). Une autre méthode,
plus subtile, pour prouver l'existence et 1'unicité locale de la solution de
(P) consiste a montrer l'existence d'un point fixe d'un itéré T de T et
ceci pour tout h = min(a,;) indépendamment de k. On prétend que Vn >
0, | T2 (t) — Try(t)]] < El)jz — y|| en effet, par récurrence

I () — Ty ()] = | / F(s.T"x(s)) — (5. T"y(s))ds]
< / V(s T"a(s)) — F(s.T"y(s))llds
kIT™ S d
< / 177 (s) — Tmy(s) | ds
t k"g — n
<k [(EEZIE

to
k‘n—H‘t _ to‘n—H

- (n+1)!

|z =yl

kh)™
on déduit que Vn > 0, [Tz —T"y| < E2% |2 —y| et comme lim,,_, o ¢ n.)
0 alors a partir d'un certain rang ny, T”O devient contractant et admet donc
un unique point fixe x qui est aussi point fixe de T, car Tx = T(T™x) =
T™(Tz) i.e Tx point fixe de T et par unicité du point fixe Tz = z. O

Définition 9.3 (Solutions maximales). Un couple (I,x), ot I est un in-
tervalle et x une solution du probleme de Cauchy sur I, est appelé
solution mazximale s’il n’existe pas d’intervalle strictement plus grand que I
sur lequel x est solution.
L’unicité a pour conséquence le résultat suivant.

Proposition 9.2. Sous les hypothéses du théoréeme de Cauchy-Lipschitz|9.5.1
pour tout (to,xo) dans U il existe une unique solution mazimale (I,x) de
condition initiale (to, o).

Démonstration. Soit (1,,x,) toutes les solutions de condition initiale (to,x).
On a d’apres l'unicité locale de la solution x4 |(1,n15) = 5 |(1.nI), C€ qui
permet de poser I = |J I, et x|, = x4. I est bien un intervalle (réunion de
connexes deux a deux non disjoints) et z est unique. L’existence de x est
assurée par le lemme de Zorn. O

Théoréme 9.3.2 (Principe des majorations a priori).
On suppose que U est de la forme U = R x Q. Si z : |[T_ T [— U est une
solution maximale, alors,

e ou bien T, = +o0,
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e ou bien pour tout compact K de ) il existe ¢ > 0 tel que pour tout
telly —eTi[onax(t) ¢ K.
La conclusion est analogue concernant T'_.

Autrement dit une solution maximale qui cesse d’exister au bout d’'un
temps fini se rapproche de la frontiere de U lorsque ¢ tend vers 7.

Démonstration. O

Une forme affaiblie de ce principe peut s’énoncer de la facon suivante:
supposons qu’on peut montrer que la solution maximale issue d'un point
x reste confinée dans un compact de ) tant qu’elle est définie, alors cette
solution est définie pour tous les temps positifs.

Exercice 9.1. Montrer que les solutions mazimales de: &(x — sinx cosz) =
sintcost sont définies sur R tout entier. (Indication: considérer u = x? +
cos’z.)

Corollaire 7. Si il existe un compact K de R™ tel que R x K C Q et pour
tout (t,x) € Q, x € K on a f(t,x) =0 (c’est a dire si f est a support compact
en x, indépendant de t), alors toutes les solutions mazximales sont définies
sur R en entier.

Corollaire 8. 57 2 = R x R" et si il existe deux constantes A et B telles
que pour tout (t,x) € Q on a || f(t,x)]] < Allz||+ B, alors toutes les solutions
mazximales sont définies sur R en entier.

En particulier c’est le cas si f est bornée, ou si f est globalement lipschit-
zienne en T.

Définition 9.4 (Champ de vecteurs).

Soit U un ouvert de R™, un champ de vecteurs de classe €% sur U est une
application de classe €% de U dans R™. On note par T'(U) l'ensemble des
champs de vecteurs sur U.

§ Un champ de vecteurs sur une variété différentielle M est une application X :
M — TM (fibré tangent de M) de classe €% telle que Vo € M, X(v) € T,M
(espace tangent a M en x). voir le cours de la géométrie différentielle.
Si X € T'(U) est un champ de vecteurs de classe € sur un ouvert U de
R™ et si a € U, on leur associe le probleme de Cauchy

do = x(s
(Pa) : { d;(%js ~ X<a( )

Si (x,1,) est 'unique solution maximale de (P,) on définit le flot {¢;}es, de
X par
o0 0 U — U
a — ¢ila) =x(t)
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Propriétés du flot

1. (bo == IdU

2. Vt,sel,sit+s €1, alors ¢prs = ¢ 0 s

3. Vs € I, X(x(s)) = %@ li=s en particulier pour s = 0 X(a) =

doi(a) |
dt 1t=0

Démonstration. 1. Va € U, ¢p(a) = 2(0) = a i.e ¢ = Idy
2. ¢rps(a) = z(t+s) = y1(t) avec
G li=s = X(2(5))
2(0) = a
T = = X(2(5))
2(0) = xz(s)
d’autre part ¢; o ¢5(a) = ¢y(ps(a)) = ¢(x(s)) = y2(t) avec yp solution
maximale de (Pys)) et par unicité y; = yo e sit +s € I, ¢rys(a) =

¢t o (bs(a)-
3. Ca résulte de la définition

ola) = () doa)
) } S X(a(s) = 29

e 1 solution maximale de (P,) : {

e y; solution maximale de (Py)) : {

x
Z—f|t=s = X(x(s dt



CHAPITRE 10

Solutions des exercices

Chapitre 1
Solution de I’exercice. page

1. F est une application n-linéaire donc différentiable et sa différentielle
est:
DAF(H) = Da,,.,
2. Si¢p(H) = AH alors

DAF(AH) = DuF((11))
= D(Fo¢)(H) (car ¢ est linéaire et ¢p(Id) = A)
= Di(det A x F(H)) (car det(AH) = det A-det H)
— det A x D F(H)

d’autre part si H = (Hy,...,H,) ot H; = (hyj,....,h,;) est la j*™ colonne
de H alors

F(Id+H) — F(Id) = det(e; + 2”: hii€r,....en + Zn: hiner) — det(eq,...,en)
k=1 k=1
= det((l + hn)el,...,(l + h,m)en) -1
= ﬁ(l +hi) =1
i=1
= Z hii + o(|| HI|)
i=1

donc DigF(H) =trH, DyF(AH) =det A-tr H et si A est inversible
DoF(H)=detA-tr A7'H
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DAF(H) = det(Hl,AQ...,An) + ...+ det(Al,...,An_th)

= Z hkl det(el,Ag...,An) + ...+ Z hkzn det(Al,Ag...,en)
k=1 k=1

= Z hkl(—l)k+1 det Akl + ...+ Z hkn(—l)k+n det Akn
k=1 k=1

ot A;; est le mineur d’ordre n — 1 obtenu en supprimant la i ligne

et la §°°™ colonne de la matrice A.
(05 PN al(j_l) 0,1(j+1) ...... QA1n
det Aij _ a(i_l)l ...... a(i_l)(j_l) a(i_l)(jﬂ) ...... a(i_l)n
a(l+1)1 ...... a(1+1)(371) a(i+1)(j+1) ...... a(2+1)n
[0 7 an(j_l) an(jH) ...... Ann

= (—1)i+j det(Al,...7Aj_1,€i,Aj+1,...,An)

d’autre part :

AH = ((—1)"7 det Aij)1<ijen - (hijh<ijen = (Cij)i<ij<n
= (Z (—1)i+k(det Azk) . hkj
k=1 1<i,j<n
donc
tr(AH) = cii=Y (O (—1)""™det Ayhy)
=1 =1 k=1

= (=1 det Ayghgy + ...+ Y (= 1)F" det Apphy,
k=1

k=1

i.e DAF(H) = tr(AH) et on retrouve les résultats de la question pré-
cédente.

Solution de ’exercice.

1. Soit M € M(m x n,R), rangM > k si et seulement s’il eziste un
mineur d’ordre k de déterminant non nul, i.e I(I,J) C {1,...m} X
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{1,...n}, |I| = |J| =k, det My ; # 0 ot My ; est la matrice k x k obte-
nue en supprimant les lignes L;(M), i & I et les colonnes C;(M), i & J.
Cette opération est une application continue.

1y M(mxnR) — M(kxEkR)  application linéaire
M — M; 5 donc continue

Comme rang M > k < detwr (M) # 0 il en résulte que

A= U (det omrr, ;) 1 (R*) est un ouvert de M(mxn,R)
(I,J)c{1,....m}x{1,....n}
|=|J|=k

2. Soit xy € By, rang D, [ =r > k si et seulement s’il existe un mineur
d’ordre r de déterminant non nul i.e 3(1y,Jo) C {1,....m}x{1,...,n}, |Io| =
|Jo| =7, det(Dyy f)1o.00 7 0 (et aucun mineur d’ordre supérieur a r de
déterminant non nul). par continuité de Uapplication x — det omy, s, (Dy f)
on déduit que: IV € V(z,), V C U tel que det 7y, 5,(Dof) # 0,V €V
i.e rang D, f > k, Yo € V (on référera a cette propriété en disant
que le rang est semi-continu inférieurement). By, est alors voisinage de
chacun de ses points donc ouvert.

Solution de ’exercice.

Opy1 = or, (1<i<n-—1)
n _ n
) = cos 0 x ¢y
T _ : n
ol = sinfxg]
D(Ghsrotngt)  O(ShirSnii) D(#hdi™)  O(Ahdn )
D(r01,....0n—1) 00 D(r,01,...0n_1) 90
D¢n+1 — D $ni1 9% 41 — D(cos@x¢") O(cos X p7)
D(r,0y,....0,_1,0 D(r01,...0n-1) 00 D(r,01,0p—1) a0
(101,--,00-1.,0) D ¢rt! ogrt! D(sin %™ 9(sin Hx o7
D(r,01,...0n_1) a0 D(r,01,....0n—1) a0
0
D(¢p,-sbn ")
D(r01,—0n 1) :
= 0
D ¢p o n
cosf X pag—4— sinf x ¢
; D ¢ n
sin 6 x IO TCX -y cosf x ¢

en développant le déterminant par rapport a la derniere colonne on obtient :

¢Tl

D ¢n
D(r,01,..

D ¢n
D(r,01,..

D ¢n

D ¢ny1 _ _—t
= Pndl _ c0829><¢” D(r01,....0n—1)

D(r,01,....0n_1,0)
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Chapitre 2

1%" Examen

Exercice 10.1.
Soit I' une hypersurface compacte, de classe €°° de R™. On considére ['en-
semble :

Us={z€R" d(z]I) <d}
oud(z, ) = inlﬁ |z — z|| est la distance euclidienne de z a I' dans R"
Te

1. Montrer que pour tout z € Uy, il existe p € I tel que: d(z,I') = ||z —p||.
2. Si x € T on note par n(x) le vecteur normal unitaire extérieur, i.e
n(x) € (T,T)*,
IIn (x)]| =1 tels que la base {n (z),v1,...,vn_1} soit directe ({v1,...,0n_1}
étant une base de T,I"). Soit (U NT,p|unr) une carte en x € T' et soit
V = mlgn-1(p(U)), montrer que

F: VxR — R"?
(st) — o 1(s,0) +tn (e 2(s0)

est un €°°-difféomorphisme au voisinage de (s,0).
3. Montrer que pour tout a € I il existe U, € Vo), et g, > 0 tels que:

F: (UND)X]-€g,6a] — U,
(w,t) — x+tn ()

est un € -difféeomorphisme.

4. Déduire, par compacité de I, qu’il existe g > 0 tels que Vo < &g, Vz €
Us, A (p,t) € I'x]-6,0[ (unique), de sorte que z =p—+tn(p). Faire une
illustration graphique de ce résultat. (Us est appelé voisinage tubulaire
de la surface T").

Exercice 10.2.
Soit f une application de classe €* d’un ouvert Q de R™ dans R™ et soit 3
une sous-variété de R™. On suppose que [ est transverse a X, c¢’est-a-dire :

VaeQ, fla)ZX ou TyyE+Im(D,f) =R™

1. Soit x € f7HX) et (V,¢) une carte en f(z) € X telle que p(V NX) =
H(V)N(RFX0,,_1) ot k est la dimension de . Montrer que ’application
sutvante :
mpo¢o f i f[THV) Ly d(V) C RF x R™* B8 R™F est une
submersion.
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2. Montrer, a laide du théoréme du rang constant, que f~1(X) est une
sous-variété de R™ et que codim f~1(X) = codim .

3. En déduire que si f est une submersion alors Vx € f(Q), f~1(z) est
une sous-variété de R™, de dimension n —m.

Corrigé du 1" examen

Exercice 10.3.

Soit T une hypersurface compacte, de classe € et soit Us = {z € R, d (z,T) <
0} o d(z,T) = 916I61£ |z — || est la distance euclidienne de z a T' dans R™

1. Comme lapplication a — ||z —al| est continue sur R™ sa restriction a T’
est bornée et réalise ses bornes, donc Ip € I, inf,er ||z — 2| = ||z —p]|.
Ce point p n’est pas nécessairement unique.

2. Soit x € I et soit n(x) le vecteur normal unitaire extérieur, i.e n(x) €

(T,1)",
In (x)]| =1 tels que la base {n (z),v1,...,vn_1} soit directe ({vi,...,0n_1}
étant une base de T,I"). Soit (U NT,p|uar) une carte en x € T' et soit
V = 7lge-1(p(U)) t.e ¢ : U — @(U) est un € difféomorphisme et
e(UNT) =pU)N (R x {0}) =V x {0} considérons

F: VxR — R™
(s,t) = @ H0) +tn(e(s,0)

ona Do F = <D(8f7+;71)(s,0) n ((p‘l(s,O))) comme la famille {aa“o—:(s,()),...,%

est libre (car elle engendre 'espace tangent a I' en x, T,I' qui est de
dimensionn—1), T,I' = (D) (R x{0}) = D500 "(R*! x {0})
et n(x) € (T,I)* donc la famille {%(3,0),...,%%(3,0),7] (¢=1(s,0))} est
libre, elle forme donc une base de R™, par suite det Do) F' # 0, Ds0)F
est inversible, et par le théoreme d’inversion locale F' est un € difféo-
morphisme sur un voisinage de (s,0). i.e Vsg € V, IVy € Vs, (Vo C V)
Je >0 (e =e(s0)) tel que

F: Vox]ee — U.
(st) = @ Hs0)+tn(e20)

est un € difféomorphisme.
3. On déduit que Ya € T', AU, voisinage ouvert de a, e, > 0 tel que

F (U, NT)X]-€4,64] — U.,
(x,t) — x4+t (x)

qui est Fo(px1d) i.e I:;(a:,t) = F(p(z),t), est un €>°-difféomorphisme.

1
(5,00}

—1



Solutions des exercices © BAHAYOU 91

4. Comme T = Uuer(U,NT) alors par compacité de T, il existe {a;}7*, C T’
telle que I' = U, (U, NT). Si on prend § = minj<;<pm &; alors Yo <
do, Vz € Us, I(p,t) € T'x]-0,d] (unique), de sorte que z = p + tn(p).

Voir figure (10.1)), page[91

Fic. 10.1 — voisinage tubulaire

Exercice 10.4.
Soit f une application de classe €' d’un ouvert Q de R™ dans R™ et soit ¥
une sous-variété de R™ de dimension k. On suppose que f est transverse a
>, c’est-a-dire :

Vae 1Y), TyaX+Im(D.f) =R™ (10.1)

1. Sia € f7YX) et (V,p) une carte en f(a) tel que H(VNY) = ¢(V)N(RF x
{0pm—1}) alors mpogof : f~H(V) Ly d(V) C RExR™=F 3 Rk g5t
une submersion. En effet, comme Tyo)S = (Dy)@) " (R* x {01 }) et
comme Dyq)@ est un isomorphisme sur R™ alors on a les équivalences :

Uhypothése de transversalité (10.1) < R™ = (Dyu¢) H(R* X {01 }) + Do f(R™)
& R™ = REx {01} + Da(¢o f)(R")

Comme ker Ty = R¥x{0,,, 1} et my est surjective alors R™F = my(R™) =
o0 Dy(@o f)(R™) il en résulte que: Dy(meo¢o f) =m0 Dy(po f) est
surjective i.e g 0 g o [ est une submersion en a.
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2. Par le théoreme du rang constant, 3U, € Vi), 3o : Uy — W un ¢!
difféomorphisme tel que : ((Wzogbof)ogoal) (T15eeyTpn) = (X150 s Tk, 1l

s’en suit alors que p,(U,Nf71(V)) = WN(R ™ *x{0,,_1}) i.e f71(2)
est une sous-variété de R™, au voisinage de chacun de ses points, de
codimension m — k.

3. St f est une submersion sur () alors [ est transverse a la sous-variété
Y = {z}, Vo € f(Q), de dimension 0, car R™ = Im D, f = T3 +
Im D, f donc Vr € f(Q), f~1(z) est une sous-variété de R", de codi-
mension m, i.e de dimension n —m.

Deuxieme Examen

Exercice 10.5.
Soient ez le vecteur (0,0,1), et f: S?> — R lapplication donnée par f(x) =<
x,es > .

1. Donnez lexpression de V f(x), pour tout x de S>.

v
2. Déterminez les courbes intégrales de X (x) = __ V@)

IVf(2)]?
3. En notant ¢, le flot au tempst de X, déterminez gbt({xz +y¥P=1,2=

0}).

Exercice 10.6.

Soit H [’ensemble formé des matrices de la forme: avec T,Yy,z €

o O
O = 8
— < W

1. Montrer que H est un groupe de Lie connexe (dit groupe de Heisenberg).

2. Montrer que son algébre de Lie g admet une base {u,v,w} vérifiant la
table de multiplication : [uw] = w, [u,w] =0, [v,w] = 0.

1 a ¢ T r+a
3. Montrer que l'application suivante : ( 01 b,y ) — y+b
0 01 z ay +z+c
définit une opération de H sur R3
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Exercice 10.7.
Soit M une variété différentielle, et soient XM X@ . X" n champs de
vecteurs sur M formant une base de T, M en tout point x de M.
1. Montrer que TM est difféomorphe a M x R". (Siu = >7_, up X )
considérer
O:ueTM— (m(u)u,...,u,) € M x R"
ou m: TM — M est la projection du fibré tangent TM sur la variété
M)
2. Montrer que ce résultat est vrai sur tout groupe de Lie de dimension

finie.

Corrigé du deuxieme Examen
Exercice 10.8.
1. H est un groupe (pour le produit matriciel), si A (x1,y1,21), A (x2,Y2,22)
dans H alors A (z1,y1,21) A (22,y2,22) = A (x1 + T2,y1 + Yo,21 + 22 + T1Y2) €
H,Idgs = A(0,0,0) € H et A7 (2,y,2) = A(—x,—y, — 2z +ay) € H et

comme les deux applications
¢1:GL(n,R) x GL (n,R) - GL (n,R) et ¢o:GL(nR) — GL (n,R)
(A,B) — AB Ar— A1

sont de classe €, donc aussi par restriction sur H.
H est connere, image de R® par Uapplication continue ¢ : (x,y,2) —

1 = =
0 1 y |, on peut montrer aussi que H est convexe.
0 01
2. Une simple récurrence sur n montre que
1z 2\" 1 nx nz+Macy
01 y] =(0 1 ny
0 01 0 O 1
pour n > 0 et pour n < 0 il suffit de remarquer que A™" = (A™1)". Soit
A(zy,z) € H
1 nx nz—{—My e er ez+ 5Ty 1z z+%
exp A = Z Z ny =10 e ey =e|0 1 Y
n>0 ! n>0 1 0 0 e 0 0 1

Exercice 10.9.
1. L’ensemble de points ¥ = {(z,y,2) € R3, 2> +y* +22 =1 et x +
y + z = 1} représente l'intersection de la sphére unité S? avec le plan
(m) :x+y+ 2z =1 qui passe par les points (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1)
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f: R3 — R? o
2. (@y.2) — @t —latyts—1) est de classe €
et la différenticlle D (yo o200 f = 2? 231/0 2f0 est de Tang 2 si
et seulement si l'un des déterminants suivants est non nul: Ay =
21‘0 2y0 o 25(70 220 . 2y0 220
R el PR Rl IR

A= Ay = Ag =0 Z(Io—yo) = 2(1’0—20) = Q(yO—Zo) =0«
o = Yo = 29 comme ¥z € R, (x,z,x) ¢ ¥ [ est alors une submersion
et = f71(0) est une sous-variété de R® de classe € et de dimension

1. En fait 3 est le cercle de centre (%,%,%) est de rayon r = \/g déssiné

sur le plan (7).

3.
x
2 0 O
T(17070)2 == ker D(17070)f = { (x’yjz) e R?) 1 1 1 y
z
={(zy,2) €R’, 2wz +y+2)=(00)}={0y,~y),y e R} = —1))

droite dérigée par le vecteur (0,1, — 1).

Exercice 10.10.

1. 2Ry dans [0,1] & z =y ou |y — x| = 1 est une relation d’équivalence

sur [0,1] car

Vo € [0,1] z =z i.e Rx et R est réflexive.

TRy &z =youly—xz| =1 y=zoulr—yl =1e R est

symétrique.

<x7€y)<:><x:you =zl =1 > Sr=zoul|lz—z|=1eR
yRz y=zou |lz—yl=1

est transitive. X

Sif: 0] — S . alors f est surjective et continue,

r +— (cos2mx,sin2mx)

de plus

Ry < f(x) = f(y) (les valeurs de f sont distinctes sur |0,1] et

£(0) = f(1)). en passant au quotient F : [0,1] /R — S* F () = f (x)

qui est bien définie et bijective est continue car si U est un ouvert de

St alors {71 (U) = 7= (F~1 (U)) est un ouvert de [0,1] donc F~'(U)

est un ouvert de [0,1] /R par définition méme de la topologie quotient

(voir la notion de topologie finale). F' est en plus fermée, en effet soit
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V un fermé de [0,1] /R comme F (V) = f(x='(V)), m est continue
et f est fermée (car continue sur un compact) F (V') est alors fermé.
Une autre fagcon de voir que F est fermée est de remarquer que [0,1] /R
est compact (image du compact [0,1] par Uapplication continue 7) et
I est continue sur ce compact. F' est ’homéomorphisme cherché entre
[0,1] /R et S*.

3. 10,1] /R est donc compact et connezxe. Par transport de structures [0,1] /R
est une variété de dimension 1, de classe €. Si A = {(U;,pi), i € I}
est un € atlas sur S* alors A = {(F7Y(U;) ,p; 0 F), i € I} est un
¢ atlas sur [0,1] /R.

Exercice 10.11.
M wvariété différentielle de dimension finie n, séparée et conneze. f € €1 (M,M), fo
f=r
1. Si on pose ¥ = f (M) alors ¥ = {z € M, f(x) = x} (ensemble des
points fizes de f). En effet si x = f(x) alors x € f (M), d’autre part
siy € f(M) alors 3z € M, y = f (x), par suite f(y) = f(f(z)) =
f(x) =y d’ou l’égalité cherchée.
2.Ya € X, T,f = To(fof) = TyafoTuf = Tof oT,f le méme
argument de la question précédente montre que Im T, f = T, f (T,M) =
{ueT,M, T,f (u) =u} =ker (idr,pr — Tof) (ensemble des points fizes
de T, f).
3. le 1°" théoreme d’isomorphisme donne R™ ~ T, M ~ ker (idp,py — To f)®
Im (idTaM — Taf)

donc n=dimM =dimT, M = dimker (idr,r,; — T, f) + rang (idp,pr — 1o f)
=rang T, f + rang (idr,p — To.f)

l'application rang est semi-continue inférieurement. i.e Ya € >, U,
voisinage de a dans M tel que Vx € U,, rangT,f > rangT,f et
rang (idp,n — T f ) > rang (idr,pr — T f ) comme la somme reste constante
alors nécessairement rang T, f est constant sur U,. Uapplication a +—
rang T, f est donc localement constante sur le connexe 3 elle est alors
constante et posons rang T, f = p (X est en fait connexe comme image
du connexe M par l'application continue f).

4. Ve e M T, f =T,(fof)=Tsa) oT,f doncrang T, f < rang Ty f =
p, d’autre part Ya € X, U, voisinage de a dans M tel que Yx €&
U, rang T, f >rangT,f =p donc Ve € U = |J U, rangT,f = p.

acx
Le théoréme du rang constant donne alors: Ya € U, 3(U,,p) carte en
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a, 3(V,,¢) carte en f (a) tel que ¢po fopLest de la forme (x1,...,z,)
(@1,0.0,2p,0,...,0) de la en déduit que f: U, — f(U,) C V, est ouverte,
que ¢ = f(Uy) — & (f(Uy)) est un € difféomorphisme entre un voi-
sinage de f(a) et un voisinage de 0 dans R™ (car ¢ : V, — ¢ (V,) est
non seulement un homéomorphisme mais un €' difféomorphisme) de
plus ¢ (f (Ua) NE) =& (f (Ua)) N(RP x 0) donc ¥ est une sous-variété

de M fermée et connexe, de classe € et de dimension p.
Exercice 10.12.
1. Si f € €' (M,N) entre deuz variétés différentielles avec dim M = m
et dim N = n [’expression locale de T, f permet de ramener le probléme
a des ouverts de R™ et de R", en effet si (U,p) est une carte en xq et
(V,9) une carte en f(xg) telles que f(U) C f(V) alors Ty, f = 0;1 o
Dy(agy (@0 fo p1)o 0y

Tao f
T:po M E— Tf($0) N

| B

R™ R"

Dw(zo)(¢of0¢71)

donc rang Ty, f = r > k < rang Dy (do foe™) =1r >k, 6,
et 04 étant des isomorphismes. Si Jy,(¢ o f o o™1) dénote la matrice
jacobienne de Dy(y)(¢po fop™) alors rang Ty, f = r > k < 3(1y,Jy) C
{1,..m} x {1,...n}, |Io] = |Jo| = r, det mp, gy Juo(d0 fop™) #0 (voir
les notations de la question précédente). Or 'application

v: M — R
x o detmr, g, (Ja(¢o fop™))
est continue, comme composé d’applications continues, ici il faut pas

oublier que p,p,I et J dépendent de x, on a omis de les indexer tous
par x juste pour simplifier les notations.

-1
By, ={x € M,rang T, f > k} = U {det 0. (Jo(dofor )| (RY
€M, (Iy,Je)C{L,....m}x{1,....,n}
|]ac‘:|']x|:k

est donc un ouvert de M.
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