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7 Intégration 65
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Chapitre 1

Éléments de calcul différentiel

Enseigner c’est apprendre deux fois !

Introduction

Ce premier chapitre est un bref rappel de calcul différentiel sur les espaces
de Banach, l’accent sera mis sur les principaux théorèmes : accroissements
finis, inversion locale, fonctions implicites...

Différentiabilité

Soient E et F deux espaces normés, U un ouvert de E et f : U → F une
application. On dit que f est différentiable en x0 ∈ U s’il existe g ∈ L(E ,F ),
i.e linéaire et continue, telle que :

lim
x→x0

‖f(x)− f(x0)− g(x− x0)‖F

‖x− x0‖E
= 0

ou bien, en utilisant les notations de Landau, on écrit

f(x)−f(x0)−g(x−x0) = o(‖x− x0‖) = ‖x−x0‖ε(x−x0) avec lim
‖h‖→0

ε(h) = 0

◦ g est dite la différentielle de f au point x0 et est notée Dx0f .

◦ On dit que f est différentiable sur U si elle l’est en tout point x de U , on

dit que f est de classe C 1 si l’application différentielle
Df : U → L(E ,F )

x 7−→ Dxf
est en plus continue.

Remarques.

• La différentielle en un point, lorsqu’elle existe, est unique.
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• La différentiabilité et la différentielle ne dépendent que des topologies
choisies sur E et F et non des normes représentant celles-ci.

Montrons l’unicité, si f est différentiable en x0 et g1, g2 ∈ L(E ,F ) deux
différentielles de f alors f(x0 +h)− f(x0) = g1(h)+o(‖h‖) = g2(h)+o(‖h‖)
donc si g = g1 − g2 alors g(h) = ‖h‖ε(h) où lim

‖h‖→0
ε(h) = 0 par linéarité

∀λ > 0 g(λh) = ‖λh‖ε(λh) i.e g(h) = ‖h‖ε(λh) en faisant tendre λ vers 0
alors g ≡ 0 d’où l’unicité de la différentielle.

Exemples.

1. Si f ∈ L(E ,F ) alors f est différentiable et ∀x ∈ E , Dxf = f

2. Si f : E1× ...×En → F est n-linéaire continue alors f est différentiable
et

∀x = (x1,...,xn) ∈ E1×...×En D(x1,...,xn)f(h1,...,hn) =
n∑
i=1

f(x1,...,xi−1,hi,xi+1,...,xn)

3. GL(E ,F ) = {u ∈ L(E ,F ) / u est un homéomorphisme} dit groupe li-
néaire, est un ouvert de L(E ,F ) en effet, observons que si u ∈ L(E ), ‖u‖ <

1 alors IdE −u ∈ GL(E ) et (IdE −u)−1 =
+∞∑
n=0

un, supposons maintenant

que GL(E ,F ) 6= ∅ et u ∈ GL(E ,F ) montrons que pour v “proche” de u,
v ∈ GL(E ,F ). Si ‖v−u‖ < 1

‖u−1‖ alors ‖ IdE −u−1v‖ ≤ ‖u−1‖·‖v−u‖ <
1 donc u−1v ∈ GL(E ) et v ∈ GL(E ,F ). Si φ : GL(E ,F ) → GL(F ,E ) u 7→
u−1 alors Duφ(h) = −u−1hu−1 en effet, si ‖h‖ < 1

‖u−1‖

alors (u+ h)−1 − u−1 = u−1
(
Id +hu−1

)−1 − u−1

= u−1

(
Id−hu−1 +

+∞∑
n=2

(
−hu−1

)n)− u−1

= −u−1hu−1 + u−1

+∞∑
n=2

(
−hu−1

)n
= Duφ (h) + o(‖h‖)

La différentiabilité est stable par composition, c’est l’objet du théorème
suivant
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Théorème 1.0.1.
Soient E ,F et G trois espaces normés, U ouvert de E , V ouvert de F ,
g : U → F tel que g(U) ⊂ V et f : V → G . Si g est différentiable en
x0 ∈ U et f différentiable en g(x0) alors f ◦ g est différentiable en x0 et

Dx0(f ◦ g) = Dg(x0)f ◦Dx0g

Démonstration. On a

(f ◦ g)(x0 + h)− (f ◦ g)(x0) = f(g(x0) + g(x0 + h)− g(x0)︸ ︷︷ ︸
tend vers 0, lorsque ‖h‖→0

)− f(g(x0))

= Dg(x0)f(g(x0 + h)− g(x0)) + o(‖g(x0 + h)− g(x0)‖)
= Dg(x0)f(Dx0g(h) + o(‖h‖)) + o(O(‖h‖))
= Dg(x0)f(Dx0g(h)) +Dg(x0)f(‖h‖ε(h)) + o(‖h‖)
= (Dg(x0)f ◦Dx0g)(h) + ‖h‖Dg(x0)f(ε(h)) + o(‖h‖)︸ ︷︷ ︸

=o(‖h‖)

i.e f◦g est différentiable en x0, par unicité de la différentielleDx0(f ◦ g) = Dg(x0)f ◦Dx0g

Exercice 1.1. Traduire cette égalité en dimension finie à l’aide des matrices
jacobiennes.

1.1 les Théorèmes Fondamentaux

1.1.1 Théorème des accroissements finis

Définition 1.1.
La dérivée de f : [a,b] → F à droite de x ∈ [a,b[, lorsqu’elle existe est

f ′d(x) = lim
h

h>0→ 0

f(x+ h)− f(x)

h

La dérivée de f à gauche de x ∈ ]a,b] se définit de façon similaire.

Théorème 1.1.1 (Accroissements finis).
Soient f : [a,b] → F et g : [a,b] → R deux applications continues. Supposons
que ∀x ∈ [a,b] − D (D ensemble au plus dénombrable) f ′d (x) et g′d (x)
existent et que ‖f ′d (x)‖ ≤ g′d (x) alors

‖f(b) − f(a)‖ ≤ g(b) − g(a)

Démonstration. Voir J. Dieudonnée [5]. vol I, page 160 : Fondement de l’Ana-
lyse moderne.
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Corollaire 1.

1. Si φ : U → F est une application différentiable et si [a,b] ⊂ U alors :
‖φ(b) − φ(a)‖ ≤ sup

0≤t≤1
‖D(1−t)a+tbφ‖ · ‖b − a‖. Il suffit d’appliquer le

théorème à f(t) = φ(tb+ (1− t)a) et g(t) = sup
x∈[a,b]

‖Dxφ‖ · ‖b− a‖t.

2. Toute application de classe C 1 est localement Lipschitzienne.

1.1.2 Inversion locale et fonctions implicites

Définition 1.2.
Une application f : U → V où U (resp. V ) est un ouvert d’un espace normé
E (resp. F ), est un C 1 difféomorphisme si f est bijective et de classe C 1 et
sa réciproque f−1 est de classe C 1.

Exercice 1.2. Que pensez vous de f : R → R x 7−→ x3 ?

Théorème 1.1.2 (Inversion locale).
Soit f : U → F une application C 1, avec U ouvert de E , E et F de Banach.
Si Dx0f ∈ GL(E ,F ) pour un certain x0 ∈ U (f est dite étale en x0),
alors il existe Ux0 voisinage de x0 et un voisinage Vf(x0) de f (x0) tels que
f : Ux0 → Vf(x0) soit un C 1 difféomorphisme et :

Df(x)(f
−1) = (Dxf)−1 ∀x ∈ Ux0

Démonstration. On se ramène au cas, plus simple, où x0 = 0, f(x0) = 0, E =
F et Dx0f = IdE. Il suffit de prendre g(x) = (Dx0f)−1 ◦ [f(x+ x0)− f(x0)].
On veut montrer que gy(x) = y + x − g(x) admet un unique point fixe qui
sera solution unique de l’équation y = g(x) et g sera inversible. Soit h(x) =
x − g(x) alors D0h = 0. Soit r > 0 tel que : ‖x‖ ≤ r =⇒ ‖Dxh‖ ≤ 1

2
(par

continuité de l’application différentielle x 7−→ Dxh ) et ‖x‖ ≤ r =⇒ ‖h(x)‖ ≤
r
2

(par le théorème des accroissements finis). Posons gy (x) = y + h(x) si
y ∈ B̄

(
0, r

2

)
et x ∈ B̄ (0,r) alors

‖gy(x)‖ ≤ ‖y‖+ ‖h(x)‖ ≤ r (i)

d’autre part

‖gy(x1)− gy(x2)‖ = ‖h(x1)− h(x2)‖ ≤
‖x1 − x2‖

2
(ii)

ce qui implique que gy : B̄ (0,r) → B̄ (0,r) est une contraction, elle admet
donc un unique point fixe : ∀y ∈ B̄(0, r

2
), ∃!x ∈ B̄(0,r) gy(x) = x, solution
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de g(x) = y i.e g est inversible, g−1 : B̄
(
0, r

2

)
→ U0 ⊂ B̄ (0,r). (ii) donne

‖(x1 − g(x1))− (x2 − g(x2))‖ ≤
‖x1 − x2‖

2

donc ‖x1 − x2‖ − ‖g(x1)− g(x2)‖ ≤
‖x1 − x2‖

2
par suite ‖x1 − x2‖ ≤ 2‖g(x1)− g(x2)‖

i.e ‖g−1(y1)− g−1(y2)‖ ≤ 2‖y1 − y2‖ (iii)

et g−1 est continue. GL(E ) est ouvert dans L(E ), donc si r est suffisam-
ment petit (Dxg)

−1 existe ∀x ∈ B̄(0,r). Par continuité ∃M > 0, ∀x ∈
B̄ (0,r) ,

∥∥(Dxg)
−1
∥∥ ≤ M . Si y1,y2 ∈ B̄(0, r

2
), x1 = g−1(y1) et x2 = g−1(y2)

alors :

‖g−1(y1)−g−1(y2)−(Dx2g)
−1(y1−y2)‖ = ‖x1−x2−(Dx2g)

−1(g(x1)−g(x2))‖
= ‖(Dx2g)

−1 [Dx2g(x1 − x2)− g(x1) + g(x2)] ‖
≤M‖g(x1)− g(x2)−Dx2g(x1 − x2)‖

Comme g(x1)−g(x2)−Dx2g(x1−x2) = o(‖x1−x2‖) = o(‖y1−y2‖) (d’après
(iii)) alors g−1(y1) − g−1(y2) − (Dx2g)

−1(y1 − y2) = o(‖y1 − y2‖) d’où la
différentiabilité de g−1 et

Dg(x)(g
−1) = (Dxg)

−1 ∀x ∈ U0 (1)

Comme g = (Dx0f)−1 ◦ T−f(x0) ◦ f ◦ Tx0 où Tx0 et T−f(x0) sont les deux
translations sur E (resp.F ) x 7→ x + x0 (resp.y 7→ y − f(x0)) alors f est
inversible sur Ux0 = Tx0(U0). De plus comme Dxg = (Dx0f)−1◦IdF ◦Dx+x0f ◦
IdE = (Dx0f)−1 ◦Dx+x0f alors

(Dxg)
−1 = (Dx+x0f)−1 ◦Dx0f (2)

D’autre part g−1 = T−x0 ◦ f−1 ◦ Tf(x0) ◦Dx0f donc

Dg(x)(g)
−1 = IdE ◦DTf(x0)◦Dx0f◦g(x)(f)−1 ◦ IdF ◦Dx0f = Df(x+x0)(f)−1 ◦Dx0f

(3)
On déduit de (1), (2) et (3) que :

∀x ∈ U0 Df(x+x0)(f)−1 = (Dx+x0f)−1 i.e ∀y ∈ Ux0 Df(y)(f)−1 = (Dyf)−1
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Corollaire 2. Si f : U → F est une application C 1, injective et étale sur U ,
alors f est un C 1 difféomorphisme de U sur f(U) qui est alors un ouvert de
F .

Théorème 1.1.3 (Fonctions implicites).
Soit f ∈ C k(U×V,G ) (k ≥ 1) où U (resp. V ) est un ouvert de E (resp. F ),
supposons que la dérivée partielle par rapport à la deuxième coordonnée est
inversible en un point (x0,y0) ∈ U × V D2

(x0,y0)f ∈ GL(F ,G ) alors il existe
U0 voisinage de x0 et W0 voisinage de f(x0,y0) et une unique application
g ∈ C k(U0 ×W0, V ) tel que

f(x,g(x,w)) = w ∀(x,w) ∈ U0 ×W0

De plus
{
D1

(x,w)g = −(D2
(x,g(x,w))f)−1 ◦D1

(x,g(x,w))f

D2
(x,w)g = (D2

(x,g(x,w))f)−1

Démonstration.

Si φ : U × V → E × G alors D(x0,y0)φ =

(
IdE 0

D1
(x0,y0)f D2

(x0,y0)f

)
est inversible

(x,y) 7→ (x,f(x,y))

(D(x0,y0)φ)−1 =

(
IdE 0

−(D2
(x0,y0)f)−1D1

(x0,y0)f (D2
(x0,y0)f)−1

)
D(x0,y0)φ ∈ GL(E×F ,E×G )

d’après le théorème d’inversion local, φ est un C k difféomorphisme et

φ−1 : U0 × V0 → U × V où g = πF ◦ φ−1 est l’application cherchée.
(x,w) 7→ (x,g(x,w))

car (x,w) = φ((x,g(x,w))) = (x,f(x,g(x,w))) donc f(x,g(x,w)) = w. On ob-
tient la différentielle de g grâce au théorème d’inversion locale : D(x,w)φ

−1 =
(D(x,g(x,w))φ)−1, ou directement en différenciant les deux membres de f(x,g(x,w)) =

w, la différentielle de la composée E × G
ϕ→ E × F

f→ G
(x,w) 7→ (x,g(x,w)) 7→ f(x,g(x,w)) = w

est d’une part

D(x,w)(f ◦ ϕ)(h,k) = D(x,w)πG (h,k) = πG (h,k) = k (1)

d’autre part

D(x,w)(f ◦ ϕ)(h,k) = D(x,g(x,w))f ◦D(x,w)ϕ(h,k)
= D(x,g(x,w))f(h,D1

(x,w)g(h) +D2
(x,w)g(k))

= D1
(x,g(x,w))f(h) +D2

(x,g(x,w))f(D1
(x,w)g(h) +D2

(x,w)g(k))

= (D1
(x,g(x,w))f +D2

(x,g(x,w))f ◦D1
(x,w)g︸ ︷︷ ︸

=0

)(h) + (D2
(x,g(x,w))f ◦D2

(x,w)g︸ ︷︷ ︸
=IdG

)(k) (2)
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en identifiant (1) et (2) on obtient la différentielle de g.

Exercice 1.3. Montrer que le théorème des fonctions implicites est équi-
valent au théorème d’inversion locale (appliquer le théorème précédent à
φ(x,y) = y − f(x) où f vérifie les hypothèses du théorème d’inversion lo-
cale.)

1.1.3 Théorème du rang constant

Définition 1.3. Si f : U → Rm (U ouvert de Rn) est différentiable en a ∈ U ,
on appel rang de f en a l’entier ranga f = rangDaf = dim Im (Daf) .

Remarques.

1. ranga f = r si la matrice

(
∂fi

∂xj

)
1≤i≤m
1≤j≤n

possède un mineur d’ordre r de

déterminant non nul et aucun mineur d’ordre supérieur à r de déter-
minant non nul.

2. On a toujours ∀a ∈ U, ranga f ≤ min(n,m).

3. Par continuité du déterminant si ranga f = r alors rangx f ≥ r pour
x voisin de a (l’inégalité peut être strict pour x 6= a comme le montre
l’exemple (x,y) 7→ (x2 − y2,xy) au point (0,0)).

4. f est dite de rang constant si rangx f est indépendant de x ∈ U. C’est
le cas, par exemple, si ranga f = n ou ranga f = m en un point a ∈ U.
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Théorème 1.1.4 (théorème du rang constant).
Soit U un ouvert de Rn, a ∈ U et f ∈ C 1 (U,Rm) .

1. Si ranga f = m, f est dite submersion en a, il existe alors ∃Ua ∈ V(a)

ouvert, V ouvert de Rn et ϕ : V → Ua un C 1difféomorphisme tel que

∀x ∈ V, f ◦ ϕ (x1,...,xn) = (x1,...,xm)

2. Si ranga f = n, f est dite immersion en a, il existe alors ∃Ua ∈ V(a)

ouvert, Vf(a) ∈ V(f(a)) ouvert, V ouvert de Rm et ψ : Vf(a) → V un
C 1 difféomorphisme tel que

∀x ∈ Ua, ψ ◦ f (x1,...,xn) = (x1,...,xn,0,...,0)

3. Si f est de rang constant r, alors ∃Ua ∈ V(a) ouvert, V ouvert de Rn,
Vf(a) ∈ V(f(a)) ouvert,W ouvert de Rm, ϕ : Ua → V et ψ : Vf(a) → W
deux C 1difféomorphismes tel que

∀x ∈ V, ψ ◦ f ◦ ϕ (x1,...,xn) = (x1,...,xr,0,...,0)

Remarques.

1. à un difféomorphisme près de la source, une submersion est localement
une projection donc localement ouverte.

2. à un difféomorphisme près du but, une immersion est localement une
injection canonique donc localement injective.

Démonstration. 1. Quitte à permuter les coordonnées, on peut supposer
que la matrice D(f1,...,fm)

D(x1,...,xm)
(a) est inversible. Soit la fonction φ définie sur

U par φ (x,x′) = (f (x,x′) ,x′) où x = (x1,...,xm) et x′ = (xm+1,...,xn).
La jacobienne de φ en a est Df

D (x1,...,xm)
(a)

Df

D (xm+1,...,xn)
(a)

0 IdRn−m


et est inversible, d’après le théorème d’inversion locale il existe un voi-
sinage ouvert Ua de a tel que φ soit un difféomorphisme de Ua sur
V = φ (Ua). Comme f = πRm ◦ φ il suffit de prendre ϕ = φ−1.

2. Si f = (F ,G ) = ((f1,...,fn),(fn+1,...,fm)) quitte à permuter les coordon-
nées, on peut supposer DaF inversible, d’après le théorème d’inversion
locale il existe un voisinage ouvert U de a où F est un difféomorphisme,
W = F (U)×Rm−n est un voisinage ouvert de f(a) contenant f(U). Soit
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ψ définie sur W par ψ(y,y′) = (F−1(y),y′−G ◦F−1(y)) où y = (y1,...,yn)
et y′ = (yn+1,...,ym). Sa jacobienne est

DF−1

D (y1,...,yn)
0

−D(G ◦ F−1)

D (y1,...,yn)
IdRm−n


elle est donc inversible sur W . En outre ψ est injective sur W . En
effet si ψ (y,y′) = ψ (z,z′) alors y = z car F : U → F (U) est un
difféomorphisme ; il en résulte que y′ = z′ et ψ est alors injective et étale
sur W c’est donc un difféomorphisme de W sur son image W ′. Pour
conclure il suffit de remarquer que pour tout x de U on a ψ◦f(x) = (x,0)
par construction même de ψ.

3. ∀x ∈ U, rangDxf = r si on pose u(x1,...,xn) = (f1(x),...,fr(x),xr+1,...,xn),
quitte à permuter les coordonnées et restreindre U , on peut supposer
D(f1,...,fr)
D(x1,...,xr)

(a) inversible ∀a ∈ U . La différentielle de u en a est donnée
par :

Dau =

D(f1,...,fr)

D(x1,...,xr)
(a)

D(f1,...,fr)

D(xr+1,...,xn)
(a)

0 IdRn−r


donc ∀a ∈ U, Dau est inversible, il s’en suit d’après le théorème d’inver-
sion locale que u : U1 → U2 est un C 1-difféomorphisme d’un voisinage
U1 de a (U1 ⊂ U) sur un voisinage U2 de u(a) dans Rn. Si g = f ◦ u−1

alors g(z1,...,zn) = (z1,...,zr,gr+1(z),...,gm(z))

Dzg =

 IdRr 0
D(gr+1,...,gm)

D(z1,...,zr)
(z)

D(gr+1,...,gm)

D(zr+1,...,zn)
(z)


et ∀z ∈ U2, rangDzg = rangDz(f ◦ u−1) = rang(Du−1(z)f ◦Dzu

−1) =

rangDu−1(z)f = r il résulte que D(gr+1,...,gm)
D(zr+1,...,zn)

(z) = 0 ∀z ∈ U2 (si-
non Dzg serais de rang strictement supérieur à k. S’en convaincre
est un excellent exercice d’algèbre linéaire). On peut donc écrire ∀i ∈
{r + 1,...,n}, gi(z1,...,zn) = gi(z1,...,zr) = gi(z)
Soit ψ : U3 → Rm définie par : ψ(y1,...,ym) = (y1,...,yr,yr+1−gr+1(y),...,ym−
gm(y)) où U3 = πRm(U2) si m ≤ n et U3 = π−1

Rn (U2) si m ≥ n et
y = (y1,...,yr). ∀y ∈ U3 on a

Dyψ =

 IdRr 0

−D(gr+1,...,gm)

D(y1,...,yr)
(y) IdRm−r
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donc ∀y ∈ U3, Dyψ est inversible, ψ : V → W ⊂ Rm est un C 1-

difféomorphisme et ψ◦f◦u−1 : (x1,...,xn)
g7→ (x1,...,xr,gr+1(x),...,gm(x)

ψ7→
(x1,...,xr,0,...,0)

1.2 Sous-variétés de Rn

Définition 1.4. Σ ⊂ Rn est une sous-variété de dimension p et de classe
C k au voisinage de a s’il existe un voisinage ouvert Ua de a dans Rn et f un
C k difféomorphisme de Ua dans f(Ua) (ouvert de Rn) tel que : f(Ua ∩ Σ) =
f(Ua) ∩ (Rp × 0) = {(y1,...,yn) ∈ f(Ua); yp+1 = ... = yn = 0}. Si Σ est
une sous-variété au voisinage de chacun de ses points, on dira que Σ est une
sous-variété.

Exemples.

1. Si Σ est un ouvert de Rn alors Σ est une sous-variété de classe C∞,
de dimension n (maximale). Il suffit de prendre f = Id |Σ
Réciproquement toute sous-variété de Rn, de dimension maximale est
ouverte.

2. Les parties discrètes de Rn sont les seules sous-variétés de dimension
0.

3. L’image d’une sous-variété de Rn par un difféomorphisme est encore
une sous-variété de même dimension.

4. Si f : Rn → Rm est de classe C k (k ≥ 1) alors son graphe Γ =
{(x,f(x)) ; x ∈ Rn} est une sous-variété de Rn+m de classe C k de
dimension n. Considérer φ (x,y) = (x,y − f(x)) .

Le théorème du rang constant permet de donner plusieurs définitions
équivalentes d’une sous-variété
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Théorème 1.2.1.
Il y a équivalence entre :

1. Σ est une sous-variété au voisinage de a, de classe C k et de dimension
p.

2. ∃Ua voisinage ouvert de a dans Rn, ∃f ∈ C k(Ua,Rn−p) submersion
en a telle que Ua ∩ Σ = f−1(0).

3. ∃Ua voisinage ouvert de a dans Rn, ∃V0 voisinage ouvert de 0 dans
Rp, ∃g ∈ C k (V0,Rn) telle que

i) g (0) = a.

ii) g est une immersion en 0.

iii) g : V0
∼−→ Ua ∩ Σ est un homéomorphisme.

Démonstration. 1) =⇒ 2) : Soient dans Rn, Ua voisinage ouvert de a, V0

voisinage ouvert de 0 et φ : Ua
∼−→ V0 un C k difféomorphisme tels que

φ(Ua ∩ Σ) = V0 ∩ (Rp × 0Rn−p). Si on pose f = πRn−p ◦ φ définie par
f(x) = (φp+1(x),...,φn(x)) alors Daf = Da(πRn−p ◦ φ) = πRn−p ◦ Daφ la
composée est donc surjective et f est une submersion en a. Par construction
même de f , f−1(0) = Ua ∩ Σ.
2) =⇒ 1) : Soit Ua voisinage ouvert de a et f ∈ C k(Ua,Rn−p) une submer-

sion en a telle que Ua ∩ Σ = f−1(0). Quitte à permuter les coordonnées, on
peut supposer que Df

D(xp+1,...,xn)
(a) est inversible. Soit φ(x,y) = (x− a′,f(x,y))

où x = (x1,...,xp), y = (xp+1,...,xn) et a = (a′,ap+1,...,an) alors φ(a) = 0 et

Daφ =
( IdRp 0

Df
Dx

(a) Df
Dy

(a)

)
est inversible. Par inversion locale, quitte à dimi-

nuer Ua, φ : Ua
∼−→ V0 est un C k difféomorphisme sur un voisinage V0 de 0.

Montrons que φ(Ua∩Σ) = V0∩(Rp×0). Si x ∈ Ua∩Σ alors φ(x) ∈ V0∩(Rp×0)
car f(x) = 0Rn−p , d’autre part si y ∈ V0 ∩ (Rp × 0) alors ∃!x ∈ Ua, φ(x) = y
i.e f(x) = 0 donc x ∈ Ua ∩ Σ d’où l’égalité.
3) =⇒ 1) : Soit Ua un voisinage ouvert de a dans Rn, V0 voisinage ouvert de

0 dans Rp et g ∈ C k(V0,Rn) telle que g(0) = a, g immersion en 0 et g : V0
∼−→

Ua ∩ Σ est un homéomorphisme. Par le théorème du rang constant, ∃V voi-
sinage ouvert de a, W voisinage ouvert de 0 contenant g(V ) et un difféomor-
phisme ψ de W sur ψ(W ) tels que ∀x ∈ V ψ ◦ g(x1,...,xp) = (x1,...,xp,0,..,0)
il suffit de prendre φ = ψ−1.
1) =⇒ 3) : Soit dans Rn Ua voisinage ouvert de a, V0 voisinage ouvert de 0

et φ : Ua
∼−→ V0 un C k difféomorphisme tels que φ(Ua ∩ Σ) = V0 ∩ (Rp × 0).

Si on pose g = φ−1 ◦ i où i : Rp → Rn (x1,...,xp) 7→ (x1,...,xp,0,..,0) est
l’injection canonique, alors g(0) = φ−1(0) = a et D0g = D0(φ

−1 ◦ i) =
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D0φ
−1 ◦ i = (Daφ)−1 ◦ i donc g est une immersion en 0, g ∈ C k(V0,Rn) et

g : V0
∼−→ g(V0) = Ua ∩ Σ est un homéomorphisme.

1.2.1 Espace tangent à une sous-variété de Rn

Définition 1.5. Soit Σ une sous-variété de Rn. Un vecteur v de Rn sera
dit tangent à Σ en un point a ∈ Σ s’il existe une application différentiable
γ : I0 = ]−α,α[ → Rn telle que γ (I0) ⊂ Σ, γ (0) = a et γ′ (0) = v. L’ensemble
de ces vecteurs est l’espace tangent à Σ en a et est noté TaΣ.

Théorème 1.2.2.
Si Σ est une sous-variété de Rn de dimension p, alors pour tout a ∈ Σ , TaΣ
est un R-espace vectoriel de dimension p.

Démonstration. Soit a ∈ Σ, Ua un voisinage ouvert de a dans Rnet φ :
Ua → φ(Ua) un difféomorphisme tel que φ(Ua ∩ Σ) = φ(Ua) ∩ (Rp × 0).
Montrons que TaΣ = (Daφ)−1(Rp × 0) ce qui suffit pour avoir le théorème.
Soit v ∈ TaΣ et soit γ : I0 → Ua différentiable telle que γ(0) = a et γ′(0) = v
Quitte à restreindre I0 on peut supposer que γ(I0) ⊂ Ua ∩ Σ. On a donc
φ(γ(t)) ∈ Rp × 0 ∀t ∈ I0 d’où en différenciant Dγ(t)φ · γ′(t) ∈ Rp × 0 ∀t ∈ I0.
En particulier pour t = 0 Daφ·v ∈ Rp×0 et v ∈ (Daφ)−1(Rp×0) Ainsi TaΣ ⊂
(Daφ)−1(Rp × 0) Montrons l’inclusion inverse. Soit v ∈ (Daφ)−1(Rp × 0) et
posons ψ(t) = φ(a)+tDaφ·v ψ est alors différentiable et ψ(t) ∈ Rp×0 ∀t ∈ R.
Comme ψ(0) = φ(a) alors pout t voisin de 0, soit t ∈ I0 ψ(t) ∈ φ(Ua) et donc
ψ(t) ∈ φ(Ua)∩ (Rp× 0). Posons γ(t) = φ−1 ◦ψ(t), t ∈ I0 γ est différentiable,
γ(0) = a et γ′(0) = (Dφ(a)φ

−1) ◦ Daφ · v = v i.e v ∈ TaΣ d’où l’inclusion
inverse et l’égalité cherchée.

Le théorème suivant permet une caractérisation de l’espace tangent à
une sous-variété de Rn lorsque celle-ci est définie par les critères usuels de
submersion ou de plongement.

Théorème 1.2.3.
Soit Σ est une sous-variété de Rn de dimension p et soit a ∈ Σ ,

1. Si Ua est un voisinage ouvert de a dans Rn et f ∈ C k (Ua,Rn−p) une
submersion en a telle que Ua ∩ Σ = f−1 (0) alors TaΣ = kerDaf .

2. Si Ua est un voisinage ouvert de a dans Rn, V0 est un voisinage ouvert
de 0 dans Rpet g ∈ C k (V0,Rn) une immersion en 0 telle que g (0) = a
et g : V0 → Ua ∩ Σ est un homéomorphisme alors TaΣ = ImD0g.

Démonstration. 1. Comme rangDaf = n − p alors dim kerDaf = p et
il suffit de montrer l’inclusion TaΣ ⊂ kerDaf . Soit v ∈ TaΣ et soit
γ : I0 → Σ différentiable telle que γ (0) = a et γ′ (0) = v. Quitte
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à restreindre I0 on peut supposer γ (I0) ⊂ Ua ∩ Σ d’où f (γ (t)) = 0
∀t ∈ I0 par conséquent Dγ(t)f · γ′ (t) = 0 ∀t ∈ I0, en particulier pour
t = 0 Daf · v = 0 i.e v ∈ kerDaf .

2. Comme D0g ∈ L (Rp,Rn) et D0g est injective alors dim ImD0g = p
et il suffit de montrer que ImD0g ⊂ TaΣ. Soit v ∈ ImD0g, alors v =
D0g · w, w ∈ Rp. Soit ψ : I0 → V0 une application différentiable telle
que ψ (0) = 0 et ψ′ (0) = w. Posons γ = g ◦ ψ. γ est différentiable,
γ (I0) ⊂ Ua ∩ Σ, γ (0) = a et γ′ (0) = D0g · ψ′ (0) = D0g · w = v d’où
v ∈ TaΣ.
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Problèmes

Exercice 1.4. (voir solution, page 86)

1. Montrer que l’application déterminant F :

{
Mn(R) −→ R
A 7−→ detA

est

différentiable. On rappel que l’application “trace” est linéaire

Mn(R) −→ R

A = (aij)1≤i,j≤n 7→ trA =
n∑
i=1

aii = det (c1(A),e2,...,en) + ...+ det (e1,...,en−1,cn (A))

2. Montrer que DAF (AH) = detA× trH
(Indication : calculer la différentielle de la composée H 7→ AH 7→
detAH ).
Déduire, pour A inversible, que DAF (H) = detA×tr(A−1H) et DIdF (H) =
trH

3. Montrer directement que DAF (H) = tr(ÃH) où Ã est la transposée
de la comatrice de A (On rappel que tÃ = ComA = matrice des cofacteurs =
((−1)i+j detAij)1≤i,j≤n Aij étant la matrice d’ordre n − 1 obtenue en
supprimant la iième ligne et la jième colonne de la matrice A ).

Exercice 1.5 (lemme de Morse).
On se propose de montrer que si a ∈ U est un point critique non dégénéré
de f ∈ C 3(U,R), i.e Daf = 0 et det( ∂2f

∂xi∂xj
(a))1≤i,j≤n 6= 0 alors ∃(U,ϕ) une

carte centrée en a telle que ∀x ∈ ϕ(U),

f ◦ ϕ−1(x1,...,xn) = f(a) −
k∑

i=1

x2
i +

n∑
i=k+1

x2
i

où k est la signature de Q =
( ∂2f

∂xi∂xj
(a)
)
1≤i,j≤n

k = signQ = #{valeurs propres > 0} −#{valeurs propres < 0}
I− Pour M ∈ S = {M ∈ Mn(R), tM = M} (ensemble des matrices symé-

triques) avec M inversible, on définit une application f :

{
Mn(R) → S
A 7→ tAMA

Montrer qu’il existe un voisinage U de f dans S, un voisinage V de
l’identité IdRn dans Mn(R) et une application g de classe C∞ de U
dans V telle que A =t g(A)Mg(A)
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II− Montrer que sur toute boule ouverte de centre a dans U , f peut se

mettre sous la forme f(x) = f(a) +
n∑
j=1

xjhj(x) où les hj sont de classe

C 2 et hj(a) = ∂f
∂xj

(a)

III− Appliquer deux fois le résultat précédent puis conclure.

Exercice 1.6.

1. Montrer que Ak = {M ∈ M(m × n,R), rang M ≥ k} est ouvert dans
M(m× n,R)[

Ak =
⋃

(I,J)⊂{1,...,m}×{1,...,n}
|I|=|J |=k

{M ∈M(m× n,R), det MI,J 6= 0}

]

2. Soit f ∈ C 1(U,V ) entre deux ouverts de Rn et Rm. Montrer que l’en-
semble suivant Bk = {x ∈ U, rangDxf ≥ k} est un ouvert de U, ∀k ≥
0.

3. Soit r = sup
x∈U

(rangDxf) (r ≤ min(m,n)) montrer que B =
r⋃

k=0

intérieur︷ ︸︸ ︷
{x ∈ U, rangDxf = k}

est un ouvert dense de U .

Exercice 1.7 (Identité d’Euler).

1. Soit f une application de classe C∞ de Rn \{0} dans R telle que pour
tout λ > 0 on ait f(λx) = λmf(x), (m ∈ R) on dit alors que f est ho-
mogène de degré m. Montrer que < ∇xf,x >= mf(x) (identité d’Euler)

2. Montrer que pour m,α 6= 0 Γα = {x ∈ Rn, f(x) = α} est une sous-
variété de Rn.

3. Montrer que l’identité d’Euler équivaut à l’homogénéité de f .

4. Montrer que si f est C∞ sur Rn et homogène de degré m alors f est
un polynôme.

Exercice 1.8 (critère de non-homéomorphisme).

1. Montrer que si f : X → Y est un homéomorphisme alors le nombre
de composantes connexes de X et de Y est le même (Si Cx est la
composante connexe de x montrer que f(Cx) = Cf(x)).
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2. Montrer que R2 n’est pas homéomorphe à R.

3. Montrer que S1 n’est pas homéomorphe à un intervalle de R.

4. Que représente Σ = {(x,y,z) ∈ R3, z2 = x2 + y2}. Montrer que Σ n’est
pas une sous-variété au voisinage de (0,0,0).

Exercice 1.9.
Soit Ma = {(x,y,z) ∈ R3, x2 + y2 = x et x2 + y2 + z2 = a2} (a > 0)

1. Déterminer a pour que Ma soit une sous-variété.

2. Donner une interprétation géométrique.

3. Déterminer l’espace tangent T(0,0,3)M3.

Exercice 1.10 (paramétrisation du Tore T2).
Donner la paramétrisation de la surface de révolution engendrée par le cercle

de centre ω ∈ {(x,y,z) ∈ R3, z = 0} et de rayon r <‖
−→
Oω ‖= R tournant

autour de l’axe Oz.

Exercice 1.11 (groupes de Lie classiques).

1. (a) Montrer que On(R) = {M ∈ Mn(R), tMM = Id} est une sous-

variété de Rn2
de classe C∞, de dimension n(n−1)

2
, compacte et

non-connexe.

(b) Montrer que TId(On(R)) = {M ∈Mn(R), tM = −M}.
2. (a) Montrer que SLn(R) = {M ∈ Mn(R), det M = 1} est une sous-

variété C∞ de dimension n2 − 1 non compacte.

(b) Montrer que ∀A ∈ SLn(R)
TA(SLn(R)) = {M ∈Mn(R), < A,M >= 0} = {M ∈Mn(R), tr(A−1M) =
0}

Exercice 1.12 (mesure de Radon sur une sous-variété).
Soit Σ une sous-variété de Rn de dimension p et classe C k (k ≥ 1). Si (U,ϕ)
est une paramétrisation de Σ , on définit une mesure de Radon µ sur Σ
par

∫
Σ

f dµ =< µ,f >=

∫
U

(f ◦ ϕ)(x)

( ∑
i1<...<ip

∣∣∣∣D(ϕi1,...,ϕip)

D(x1,...,xp)

∣∣∣∣2
)1

2

dx
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où ϕ = (ϕ1,...,ϕn), x = (x1,...,xp) et f ∈ C0 (Σ ), i.e continue à support
compact.

dµ =

( ∑
i1<...<ip

∣∣∣∣D(ϕi1
,...,ϕip)

D(x1,...,xp)

∣∣∣∣2
) 1

2

dx est une mesure sur Σ et
∫
Σ

dµ = mesure

de Σ .
Détailler les cas suivants :

1. p = 1, retrouver la notion de longueur d’arc.

2. p = 2 et Σ = S2 (sphère unité de R3).

3. p = n− 1, Σ = {x ∈ Rn, xn = φ (x1,...,xn−1)} (hypersurface de Rn ).

Exercice 1.13 (coordonnées polaires sur Rn).

1. Montrer que tout point x = (x1, . . . ,xn) de Rn peut être paramétrisé par
x1 = r cos θ1

x2 = r sin θ1 cos θ2

. . . . . . . . . . . .
xn−1 = r sin θ1 . . . sin θn−2 cos θn−1

xn = r sin θ1 . . . sin θn−2 sin θn−1

2. Si f ∈ L1(Rn), exprimer
∫

Rn

f(x) dx en coordonnées polaires.

(Commencer par montrer, par récurrence, que :

dx = rn−1drdω =
rn−1(sin θ1)

n−2 × (sin θ2)
n−3 × · · · × (sin θn−2) drdθ1 . . . dθn−1).

3. Montrer que si f est radiale (i.e ne dépend que de ‖x‖ = r) alors

∫
Rn

f(x) dx = cn

+∞∫
0

rn−1f(r) dr

(
où cn =

2π
n
2

Γ(n
2
)

et Γ(t) =
+∞∫
0

xt−1e−x dx (t > 0) est la fonction Gamma
)
.

4. Déterminer V le volume de B (0,1) dans Rn.

5. Montrer que : ‖x‖α ∈ L1(B(0,1)) ⇔ α > −n, ‖x‖α ∈ L1({‖x‖ > 1}) ⇔ α < −n.



Chapitre 2

Variétés différentielles

2.1 Topologie des variétés

On sait faire du calcul différentiel sur un espace de Banach et le calcul
différentiel est local. On peut donc faire du calcul différentiel sur tout espace
qui est “localement isomorphe” à un Banach. C’est en essayant de donner un
sens à cette logique qu’on est conduit à la notion de variété.

Définition 2.1 (Cartes locales).
Soit M un ensemble non vide, on appelle carte locale en x tout couple (U,ϕ)
tel que :

• x ∈ U ⊂ M , U est dit domaine de carte.

• ϕ : U → ϕ (U) une bijection et ϕ (U) un ouvert d’un Banach B. On
appelle ϕ la fonction coordonnées ou coordonnés locales.

Un atlas est une collection de cartes deux à deux compatibles dans le
sens :

Définition 2.2 (Atlas).
Un ensemble de cartes “compatibles”A = {(Ui,ϕi) / i ∈ I} sur M est dit C k

atlas si :

•
⋃
i∈I
Ui = M (les domaines de cartes de A forment un recouvrement de

M).

•


i) ∀ (i,j) ∈ I2, ϕi (Ui ∩ Uj) est un ouverts de Bi et

ii) φij = ϕi ◦ ϕ−1
j : ϕj (Ui ∩ Uj) → ϕi (Ui ∩ Uj) est de classe C k

entre un ouvert de Bj et un ouvert de Bi

((φij)(i,j)∈I2 dites fonctions de transition ou de changement de cartes).

Remarques.

1. Il résulte de cette définition que ∀i ∈ I, ϕi(Ui) est un ouvert de Bi

et l’intersection de deux domaines de cartes est aussi un domaine de
cartes.
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Fig. 2.1 – changement de cartes φji

2. Les (φij)(i,j)∈I2 sont des C k difféomorphismes (des homéomorphismes
si k = 0) car elles sont bijectives et (φij)

−1 = φji.

3. si les {Bi}i∈I sont de dimension finie ou si les (φij)(i,j)∈I2 sont de classe
C 1 alors : les deux cartes (Ui,ϕi) et (Uj,ϕj) sont compatibles implique
Bi et Bj sont isomorphes.

Tout C 0 atlas A = {(Ui,ϕi) / i ∈ I} impose une topologie “canonique”
sur M :

Théorème 2.1.1. Si M est un ensemble non vide muni d’un C 0 atlas A = {(Ui,ϕi) / i ∈ I} alors
τA = {U ⊂ M / ∀i ∈ I, ϕi(U ∩ Ui) est un ouvert de Bi}

est une topologie sur M et c’est l’unique topologie pour laquelle (Ui)i∈I sont des
ouverts et (ϕi)i∈I sont des homéomorphismes.

Démonstration. τ est bien une topologie sur M , en effet

◦ ∀i ∈ I, ϕi(M ∩Ui) = ϕi(Ui), ϕi(∅∩Ui) = ∅ sont des ouverts de Bi i.e
{M ,∅} ⊂ τ

◦ Soit (θλ)λ∈Λ ⊂ τ , ∀i ∈ I, ϕi

(( ⋃
λ∈Λ

θλ

)
∩ Ui

)
= ϕi

( ⋃
λ∈Λ

(θλ ∩ Ui)
)

=⋃
λ∈Λ

ϕi (θλ ∩ Ui) est réunion d’ouverts de Bi donc
⋃
λ∈Λ

θλ ∈ τ

◦ Soit {W,θ} ⊂ τ , ∀i ∈ I, ϕi ((W ∩ θ) ∩ Ui) = ϕi ((W ∩ Ui) ∩ (θ ∩ Ui)) =
ϕi (W ∩ Ui) ∩ ϕi (θ ∩ Ui) (car ϕi est injective) intersection de deux ou-
verts de Bi donc W ∩ θ ∈ τ

Montrons que pour cette topologie ∀i ∈ I, Ui ∈ τ et ϕi : Ui → ϕi (Ui) est un
homéomorphisme. Comme ∀ (i,j) ∈ I2, ϕj (Ui ∩ Uj) est un ouverts de Bj

alors (Ui)i∈I ⊂ τ . ϕi étant bijective, il reste alors à montrer qu’elle est
continue et ouverte. Si θ est un ouvert de ϕi (Ui) (donc aussi un ouvert







Topologie des variétés c© BAHAYOU 23

de Bi) alors ∀j ∈ I, ϕj
(
ϕ−1
i (θ) ∩ Uj

)
= ϕj

((
ϕ−1
i (θ) ∩ Ui

)
∩ Uj

)
= ϕj ◦

ϕ−1
i (θ ∩ ϕi (Ui ∩ Uj)) comme θ ∩ ϕi (Ui ∩ Uj) est un ouvert de ϕi (Ui ∩ Uj)

et ϕj ◦ ϕ−1
i est un homéomorphisme alors ϕj

(
ϕ−1
i (θ) ∩ Uj

)
est un ouvert de

ϕj (Uj) donc aussi de Bj par suite ϕ−1
i (θ) ∈ τ et ϕi est continue. Si U ⊂ Ui

et U ∈ τ alors ϕi (U ∩ Ui) = ϕi (U) est un ouvert de Bi contenu dans ϕi (Ui)
et ϕi est ouverte.
Montrons que si τ1 est une seconde topologie sur M telle que (Ui)i∈I ⊂ τ1 et
∀i ∈ I, ϕi : (Ui,τ1|Ui

) → (ϕi (Ui) ,τi) est un homéomorphisme alors τ1 = τ .
Si U ∈ τ1 alors ∀i ∈ I, U ∩ Ui est un ouvert de Ui par suite ϕi (U ∩ Ui)
est un ouvert de ϕi (Ui) (donc aussi de Bi) et U ∈ τ i.e τ1 ⊂ τ . Récipro-
quement si U ∈ τ alors ∀i ∈ I, ϕi (U ∩ Ui) est un ouvert de ϕi (Ui) donc
∀i ∈ I, U ∩Ui ∈ τ1 par suite U = U ∩M = U ∩ (

⋃
i∈I Ui) =

⋃
i∈I(U ∩Ui) est

réunion d’ouverts donc U ∈ τ1, τ1 ⊂ τ .

Exercice 2.1. Soit A = {(Ui,ϕi), i ∈ I} un C 0 atlas sur un ensemble non
vide M. Montrer que τ =

{
U ⊂ M , ∀x ∈ U, ∃(Ui,ϕi) carte en x, telle que x ∈

Ui ⊂ U
}

est une topologie sur M, puis comparer les topologies τ , τA.

Définition 2.3 (Variétés topologiques).
On appelle variété topologique tout couple (M ,A) formé d’un ensemble non
vide M et d’un atlas A de classe C 0 sur l’ensemble M.

Exercice 2.2. Si M est un espace topologique montrer que M est une va-
riété topologique si et seulement si tout point de M possède un voisinage
homéomorphe à un ouvert d’un espace de Banach.

Exemples.

1. Soit M un ensemble, {(x,x 7→ 0) ; x ∈ M} est un atlas de M ; la
topologie sous-jacente est la topologie discrète.

2. Si B est un espace de Banach, {(B, Id ,B)} est un atlas de B ; La topo-
logie sous-jacente à la structure de variété qu’il définit est la topologie
de l’espace de Banach B.

3. On verra que les sous-variétés de Rn sont elles aussi des variétés topo-
logiques.

Exercice 2.3. Montrer que si A et B sont deux C 0 atlas sur un ensemble non
vide M alors

(
A∪B est un C 0 atlas sur M

)
⇔
(
A et B engendrent la même topologie sur M

)
.

À la lumière de l’exercice précédent on dit que deux C k atlas sont com-
patibles (ou équivalents) si leur réunion est encore un C k atlas. ceci permet
d’identifier tout les atlas compatibles avec un atlas donné.

Théorème 2.1.2.
Si A est un C k atlas sur un ensemble non vide M alors la réunion de tout les
C k atlas compatibles avec A est aussi un C k atlas dit atlas maximal (ou atlas
saturé).
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Démonstration. Si Ã =
⋃

B atlas compatible avecA
B et si on note par : {(UB

i ,ϕ
B
i )}i∈IB

un atlas B compatible avecA, alors M =
⋃
i∈IB

UB
i =

⋃
B compatible avec A

( ⋃
i∈IB

UB
i

)
.

Soient (V,φ) et (W,ψ) deux cartes de Ã et montrons qu’elles sont compa-
tibles. Soit x ∈ V ∩ W , il existe alors (U,ϕ) ∈ A une carte en x tels que
ϕ(V ∩W ∩ U) = ϕ(V ∩ U) ∩ ϕ(W ∩ U) est un ouvert de ϕ(U) et{

φ ◦ ϕ−1 : ϕ(V ∩ U) → φ(V ∩ U) est de classe C k

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(W ∩ U) → ψ(W ∩ U) est de classe C k

donc{
φ(V ∩W ∩ U) = φ ◦ ϕ−1(ϕ(V ∩W ∩ U) est un ouvert de φ(V ), et
ψ(V ∩W ∩ U) = ψ ◦ ϕ−1(ϕ(V ∩W ∩ U) est un ouvert de ψ(W )

il en résulte que φ◦ψ−1 = (φ◦ϕ−1)◦(ϕ◦ψ) est de classe C k de ψ(V ∩W ∩U)
dans φ(V ∩ W ∩ U) comme ceci est vrai localement pour tout ψ(x) dans
ψ(V ∩W ) on déduit alors que : φ◦ψ−1 : ψ(V ∩W ) → φ(V ∩W ) est de classe
C k.

Définition 2.4 (Variétés différentielles).

On appelle variété différentielle tout couple (M ,Ã) formé d’un ensemble non
vide M et d’une classe de C k atlas (k ≥ 1) sur M compatibles avec A (ou de

l’atlas maximal Ã contenant A).

Remarques.

1. Une variété de classe C k est aussi de classe C r si k ≥ r, en particulier
toute variété différentielle est une variété topologique.

2. Une variété topologique est dite de dimension finie si ∀i ∈ I, dimBi <
+∞ et de dimension infinie sinon.

3. Plusieurs catégories de variétés peuvent être étudiées :

(i) Lorsqu’on prend des espaces models autres que les Banach, essen-
tiellement ceux qui permettent de faire du calcul différentiel (les
espaces de Fréchet par exemple).

(ii) Lorsqu’on exige d’autres conditions de régularités des (φij).

4. Pour nous le mot “variété” lorsque employé seul désigne une variété
topologique et “variété différentielle” désigne variété de classe C k, k ≥ 1
(plusieurs auteurs parlent de variété régulière ou lisse lorsqu’elle est de
classe C∞). Nous allons voir, dans la section (compléments), qu’il y a
en gros deux classes : les variétés C 0 (topologiques) et les variétés C ω

(analytiques réels).
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Exemples.

1. Un espace de Banach B muni de l’atlas {(B, Id)} est une variété de
classe C ω.

2. Sphère unité Sn

La sphère unité Sn = {(x1, . . . ,xn+1) ∈ Rn+1, x2
1 + · · · + x2

n+1 = 1} est
une variété C∞ de dimension n, en effet si N = (0,...,1) et S = (0,...,−1)
dénotent, respectivement, le pôle nord et le pôle sud alors à l’aide des
deux projections stéréographiques :

ϕN : Sn\{N} → Rn ϕS : Sn\{S} → Rn

(x1,...,xn+1) 7→ ( x1

1−xn+1
, · · · , xn

1−xn+1
) (x1,...,xn+1) 7→ ( x1

1+xn+1
, · · · , xn

1+xn+1
)

on définit sur Sn l’atlas suivant A = {(Sn\{N},ϕN), (Sn\{S},ϕS)} et

Fig. 2.2 – projection stéréographique de pôle sud sur S2

on vérifie que

ϕS ◦ ϕ−1
N : (Rn)∗ → (Rn)∗

(x1,...,xn) 7→ ( x1

‖x‖2 , · · · ,
xn

‖x‖2 ) = x
‖x‖2

et se changement de cartes est bien C∞

• Sn est compacte car elle est fermée et bornée dans Rn+1.

• Sn est connexe, c’est l’image du connexe [0,2π]n par l’application
continue φ

φ((θ1,...θn)) =


φ1(θ1,...θn) = cos θ1

φ2(θ1,...θn) = sin θ1 cos θ2

. . . . . . . . . . .
φn−1(θ1,...θn) = sin θ1 . . . sin θn−2 cos θn−1

φn(θ1,...θn) = sin θ1 . . . sin θn−2 sin θn−1
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3. Tore T2

Le Tore T2 est la surface engendrée par la rotation d’un cercle de centre
ω ∈ {z = 0} et de rayon r < ‖−→oω‖ = R tournant autour de l’axe oz.
T2 est paramétrée par l’application :
f : (θ,ϕ) 7→

(
cos θ(R + r cosϕ), sin θ(R + r cosϕ),r sinϕ

)
, comme

D(θ,ϕ)f =

− sin θ(R + r cosϕ) −r cos θ sinϕ
cos θ(R + r cosϕ) −r sin θ sinϕ

0 r cosϕ


on vérifie que f est une immersion C∞ sur R2 et que f est injective sur
]α,α + 2π[×]β,β + 2π[ ∀α,β ∈ R. On déduit que f est un plongement
et T2 est une sous-variété de classe C∞ et de dimension 2 de R3. On
déduit aussi que le tore T2 est compact et connexe.

4. Espace projectif Pn(R)
On considère l’espace quotient Pn(R) = Rn+1− {0}/R par la relation
d’équivalence : u R v ⇔ ∃λ 6= 0, u = λv. L’ensemble des droites
de Rn+1, Pn(R), est appelé l’espace projectif réel. Les Ui = {[x] =
[(x1,...,xn+1)] ∈ Pn(R) , xi 6= 0} (1 ≤ i ≤ n + 1) forment un recouvre-
ment ouvert de Pn(R) et les

ϕi : Ui → Rn

[x] = [(x1,...,xn+1)] 7−→ (x1

xi
,...,xi−1

xi
,xi+1

xi
,...,xn+1

xi
)

sont des homéomorphismes. Il est facile de voir que

ϕ−1
i : Rn → Ui

(x1,...,xn) 7−→ [(x1,...,xi−1,1,xi+1,...,xn)]

et que les fonctions de transition

ϕi ◦ ϕ−1
j : ϕj(Ui ∩ Uj) → ϕi(Ui ∩ Uj)

(x1,...,xn) 7−→ ϕi ◦ ϕ−1
j ((x1,...,xn))

sont de classe C∞. Comme l’application Sn → Pn(R), x 7→ [x] est
continue et surjective on déduit, de plus, que Pn(R) est compact et
connexe.

5. Grassmanniennes Gr,n

Théorème 2.1.3.
Si M est une variété munie d’un atlas A de classe C k, (k ≥ 0) et si B est un Ba-
nach, alors l’ensemble E (B) = {x ∈ M , ∃(Ui,ϕi) ∈A carte en x; Bi est homéomorphe àB}
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est un ouvert de M .
Cet ensemble est fermé si l’une des deux conditions suivantes est satisfaite

1. Les {Bi}i∈I sont des espaces Euclidiens (des espaces normés de dimension
finie). Admettons le théorème d’invariance de la dimension qui dit que si
U est un ouvert de Rn, V un ouvert de Rm et U est homéomorphe à V
alors nécessairement n = m.

2. Les fonctions de transitions (ou de changement de domaines) (φij)(i,j)∈I2

sont des C 1 difféomorphismes.

Démonstration. ◦ Si x ∈ E (B) et x ∈ Ui0 alors ∀y ∈ Ui0 , y ∈ E (B) i.e
E (B) est voisinage de chacun de ses points il est donc ouvert dans M .

◦ Il n’est pas difficile de voir que dans chacune des deux conditions
du théorème si Ui ∩ Uj 6= ∅ alors Bi est homéomorphe à Bj, dans
le cas Euclidien si ϕi(Ui ∩ Uj) est homéomorphe à ϕj(Ui ∩ Uj) alors
dimBi = dimBj i.e Bi isomorphe à Bj et dans le deuxième cas si
ϕi(Ui∩Uj) est difféomorphe à ϕj(Ui∩Uj) alors Bi isomorphe à Bj (c’est
une conséquence directe du théorème d’inversion local). Montrons que
ceci implique que E (B) est fermé, en effet si x 6∈ E (B), ∃(Ui0 ,ϕi0) ∈ A
une carte en x telle que Bi0 n’est pas homéomorphe à B et ∀y ∈
Ui0 , y ∈ Ui0 ∩ Uj implique Bj non homéomorphe à B par suite ∀x ∈
M\E (B), ∃Ui0 voisinage de x tel que Ui0 ⊂ M\E (B) donc E (B) est un
fermé de M .

Définition 2.5. Une variété M est dite pure s’il existe un Banach B tel que
M soit égale à E (B) = {x ∈ M , ∃(Ui,ϕi) ∈A carte en x telle que Bi est homéomorphe à B}.
On dit aussi que M est une variété de Banach (ou modelée sur un Banach).

Il en résulte que les composantes connexes d’une variété différentielle (ou
d’une variété topologique de dimension finie) sont pures. Pour les variétés
qui possèdent de “bonnes propriétés topologiques” (dénombrables à l’infini,
possédants une base dénombrable...voir section “compléments”) les compo-
santes connexes sont en nombre fini ou dénombrable ce qui permet, quitte à
se restreindre aux composantes connexes, de considérer que les variétés pures.

Dans toute la suite on ne considère que les variétés pures

Les variétés topologiques héritent localement toutes les propriétés topo-
logiques d’un Banach, à savoir notamment

Théorème 2.1.4.

1. Dans une variété topologique les points sont fermés.
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2. Toute variété topologique est de Baire.
3. Toute variété topologique est localement connexe par arcs.
4. Une variété topologique est localement compact si et seulement si elle est

de dimension finie.

Démonstration.

1. Soit x ∈ M , y ∈ {x} et U un domaine de carte contenant y. Comme
U est séparé (homéomorphe à un ouvert d’un espace de Banach) et
U ∩ {x} 6= ∅ alors y = x i.e {x} = {x}.

2. Les ouverts d’un Banach sont de Baire donc aussi les domaines de
cartes, il en résulte que toute variété topologique M est localement de
Baire mais ceci équivaut à M de Baire (voir Annexe).

3. Si (U,ϕ) est une carte en x et si V ∈ V(x) est un voisinage ouvert de x
alors

∃r > 0, x ∈ ϕ−1
(
B(ϕ(x),r)

)
⊂ V ∩ U ⊂ V

et ϕ−1
(
B(ϕ(x),r)

)
est un voisinage connexe par arcs de x.

4. Si une variété topologique M modelée sur un Banach B est localement
compacte alors grâce aux cartes locales (fonctions coordonnées) B sera
lui aussi localement compact et le théorème de Riesz affirme que B est
de dimension finie. Réciproquement si B est de dimension finie alors
toutes ses boules fermées sont compactes donc si (U,ϕ) est une carte en
x alors ∃r > 0 tel que ϕ−1

(
B(ϕ(x),r)

)
⊂ U est un voisinage compact

de x, i.e M est localement compacte.

Corollaire 3.

1. Toute variété connexe est connexe par arcs.

2. Les composantes connexes d’une variété sont ouvertes.

Démonstration. Ceci est vrai dans n’importe quel espace topologique locale-
ment connexe par arcs. (voir annexe)

Remarques. Il faut prendre garde que cette topologie n’est pas séparée. Voici
un contre-exemple d’un espace localement euclidien (variété topologique de
dimension finie) qui n’est pas de Haussdorf.

On ne considère désormais que les variétés séparées

beanakram@gmail.com
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2.2 Morphismes de variétés

Une application différentiable entre deux variétés est simplement une ap-
plication différentiable lorsqu’on la lit dans des cartes.

Définition 2.6 (Différentiabilité).
Soient M et N deux variétés différentielles, une application f : M → N est
différentiable en a s’il existe une carte (U,ϕ) en a et une carte (V,φ) en f (a)
telle que f (U) ⊂ V et

φ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ (U) → φ (V ) est différentiable en ϕ (a)

Lorsque f est différentiable en tout point a de M, on dit que f est différen-
tiable sur M.
Si pour tout x dans M l’application φ ◦ f ◦ϕ−1 : ϕ (U) → φ (V ) est de classe
C k sur ϕ(U) on dit que f est un morphisme de classe C k sur M.

Exercice 2.4. Montrer que si f est différentiable en a alors ∀ (U,ϕ) carte en
a, ∀ (V,φ) carte en f (a) telle que f (U) ⊂ V alors φ◦f ◦ϕ−1 : ϕ (U) → φ (V )
est différentiable en ϕ (a).

Définition 2.7 (Difféomorphisme). Une application f : M → N entre
deux variétés différentielles est un C k difféomorphisme si f est bijective et
f , f−1 sont de classe C k.

Exercice 2.5. Soient A et B deux atlas sur un ensemble M, montrer que A
et B sont C k compatibles si et seulement si l’identité Id : (M ,A) → (M ,B)
est de classe C k.

Exercice 2.6 (transport de structures). Soient (M ,A) est une variété de
classe C k et f : M → N un homéomorphisme, montrer qu’il existe sur N une
unique structure de variété de classe C k pour laquelle f est un C k difféomor-
phisme. C’est la structure donnée par l’atlas B = {(f(U),ϕ ◦ f−1)/ (U,ϕ) ∈
A}. Examiner le cas où M = S1 et N = R/Z.

Exercice 2.7. Montrer que les deux atlas A = {(R, Id)} et B = {(R,ϕ), ϕ :
x 7→ x3} ne sont pas C 1 équivalents mais les deux variétés (R,A) et (R,B)
sont C∞ difféomorphes.

Exercice 2.8. Soit B un Banach, montrer que φ : x 7→ rx
r2−‖x‖2 est un C∞

difféomorphisme de B(0,r) dans B. Déduire que toute variété modelée sur B
admet un atlas {(Ui,ϕi), i ∈ I} pour lequel ϕi(Ui) = B, ∀i ∈ I.

2.2.1 Espace tangent

Définition des “géomètres”
Soit M une variété différentielle modelée sur un Banach B. Une courbe C 1
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passant par a ∈ M est la donnée d’une application γ : ]−εγ,εγ[ → M de
classe C 1 d’un voisinage de 0 de R dans M telle que γ(0) = a. On définit
sur l’ensemble de ces courbes C (M ,a) = {γ ∈ C 1 (]−εγ,εγ[ ,M) , γ (0) = a}
la relation suivante :

(I1,γ1) ∼ (I2,γ2) ⇔ ∃(U,ϕ) carte en a telle que (ϕ ◦ γ1)
′
(0) = (ϕ ◦ γ2)

′
(0)

On montre que c’est une relation d’équivalence et l’espace quotient C (M ,a)/ ∼
définira l’espace tangent à M en a et sera noté (TaM)g (l’indice g pour l’ap-
proche des géomètres).
On n’a pas insister sur le fait de prendre les restrictions des courbes γ1 et
γ2 à des sous-intervalles de Iγ1 et Iγ2 respectivement, pour pouvoir composer
avec ϕ (ceci est toujours possible grâce à la continuité de γ1 et γ2), donc en
réalité il faut identifier une courbe avec sa restriction et ceci grâce à la notion
de germes (voir l’approche algébrique).
Montrons que (TaM)g est un espace vectoriel

Théorème 2.2.1.
(TaM)g est en bijection avec B. Par transport de structures, (TaM)g est un
espace de Banach isomorphe à B. En particulier si M est de dimension finie
alors (TaM)g est un espace vectoriel de même dimension que M .

Démonstration.

L’application θϕ : (TaM)g → B est bien définie et bijective
γ 7→ (ϕ ◦ γ)′(0)

le seule point qui n’est pas immédiat est la surjectivité. Soit v ∈ B et consi-
dérons Γ(t) = ϕ−1(ϕ(a) + tv) il est clair maintenant que Γ ∈ C (M,a) et
(ϕ ◦ Γ)

′
(0) = v.

Par transport de structures (TaM)g est un espace vectoriel normé
γ1 + γ2 = θ−1

ϕ (θϕ(γ1) + θϕ(γ2))
λγ = θ−1

ϕ (λθϕ(γ))
‖γ‖ = ‖θϕ(γ)‖

θϕ est un isomorphisme isométrique, car ‖θϕ‖ = sup‖γ‖≤1 ‖θϕ(γ)‖ = sup‖γ‖≤1 ‖γ‖ =
1 = ‖θ−1

ϕ ‖. Donc (TaM)g est un Banach. Reste à montrer que la structure de
(TaM)g ne dépend pas de la carte (U,ϕ) choisie (chose qui n’est pas immé-
diate vu que l’isomorphisme θϕ dépend de ϕ). Si (V,φ) est une autre carte en
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a alors le diagramme suivant est commutatif

(TaM)g B

(TaM)g

?

θ−1
φ ◦θϕ

-
θϕ

�
�

�
���

θφ

et la structure vectoriel de (TaM)g est unique, à un isomorphisme près.

Définition des “physiciens”
Soit M une variété différentielle modelée sur un Banach B et considérons
l’ensemble des triplets E = {(U,ϕ,u), (U,ϕ) carte en a et u ∈ B} On définit
sur E la relation suivante :

(U,ϕ,u) ∼ (V,φ,v)) ⇔ v = Dϕ(a)(φ ◦ ϕ−1)(u)

On montre aisément que c’est une relation d’équivalence sur E et l’espace
quotient sera noté (TaM)p (p pour faire référence à l’approche des physi-
ciens). Montrons que (TaM)p est isomorphe à (TaM)g. Il suffit de montrer
que (TaM)p est isomorphe à B. Soit (U,ϕ) une carte en a et considérons

l’application τϕ : (U,ϕ,u) 7→ u de (TaM)p dans B, sa surjectivité est évi-
dente, montrons son injectivité et le reste sera identique, à des notations
près, au théorème précédent. (U,ϕ,u) = (U,ϕ,v) ⇔ v = Dϕ(a)(ϕ ◦ ϕ−1)(u) =
Dϕ(a) Idϕ(U)(u) = u ce qui suffit pour avoir un isomorphisme entre (TaM)p et
B (à condition de procéder comme dans le théorème précédent) donc aussi
un isomorphisme entre (TaM)p et (TaM)g.

Définition des “algébristes”
Pour les variétés C∞ de dimension finie on a une description purement al-
gébrique de l’espace tangent en un point. Avant de décrire cette approche
donnons quelques définitions
Germes Soient M et N deux variétés de classe C k et a ∈ M . On considère
toutes les fonctions de classe C k f : Uf → N où Uf est un voisinage ouvert
de a dans M et on pose f ∼ g s’il existe V ⊂ Uf ∩ Ug voisinage ouvert de
a dans M tel que f|V = g|V . C’est une relation d’équivalence sur l’ensemble
de ces fonctions. La classe d’équivalence d’une fonction f est dite germe de
f en a et est notée [f ] ou Germa f .

L’ensemble des germes est noté C k
a (M ,N). Si N = R on peut addition-

ner et multiplier les germes et on obtient ainsi l’algèbre réelle commutative
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C k
a (M ,R), notée C k

a (M).
Germa f + Germa g = Germa(f + g)
λ ·Germa f = Germa(λ · f)
Germa f ×Germa g = Germa(f × g)

Dérivations On appelle dérivation sur C k
a (M) toute forme linéaireX : C k

a (M) →
R qui vérifie l’égalité de Leibniz : X([f ]× [g]) = g(a)X([f ]) + f(a)X([g])
On notera l’ensemble des dérivations parDk

a(M) et parDa(M) lorsque k = ∞.
Montrons que si M est de dimension finie et de classe C∞ alors (TaM)g '
Da(M).

Théorème 2.2.2.
L’application suivante

φ : (TaM)g → Da(M)
γ 7→ φ(γ) : C∞(M) → R

[f ] 7→ φ(γ)([f ]) = (f ◦ γ)′(0)

établit un isomorphisme entre (TaM)g et Da(M)

Démonstration. Montrons d’abord deux lemmes :

Lemme 2.1. Si X est une dérivation alors ∀f ≡ cte, X([f ]) = 0

Démonstration. X([1]) = X([1] · [1]) = X([1]) +X([1]) donc X([1]) = 0 par
suite
∀c ∈ R, X([c]) = X(c[1]) = cX([1]) = 0.

Lemme 2.2. Si g ∈ C k(U), (k ≥ 1), U ouvert de Rn et si [a,x] ⊂ U alors

g(x) = g(a)+
n∑
j=1

xjgj(x) où les {gj}1≤j≤n sont de classe C k−1 sur un voisinage de [a,x]

Démonstration.

g(x) = g(a)+

∫ 1

0

dg(tx+ (1− t)a)

dt
dt = g(a)+

∫ 1

0

n∑
j=1

xj
∂g

∂xj
(tx+(1− t)a)dt

donc g(x) = g(a) +
n∑
j=1

xjgj(x) avec gj(x) =
1∫
0

∂g
∂xj

(tx + (1 − t)a)dt, on peut

différencier sous le signe intégrale et les {gj}1≤j≤n sont de classe C k−1 sur un
voisinage de [a,x].
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Montrons maintenant le théorème. L’application φ est bien définie, en
effet
γ1 = γ2 ⇔ ∃(U,ϕ) carte en a, tel que (ϕ ◦ γ1)

′(0) = (ϕ ◦ γ2)
′(0) on a donc

(f ◦ γ1)
′(0) = D0(f ◦ γ1)(1)

= D0(f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ γ1)(1)

= Dϕ(a)f ◦ ϕ−1((ϕ ◦ γ1)
′(0))

= Dϕ(a)f ◦ ϕ−1((ϕ ◦ γ2)
′(0))

= D0(f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ γ2)(1)

= D0(f ◦ γ2)(1)

= (f ◦ γ2)
′(0)

d’autre part φ(γ) est une dérivation car elle est linéaire et vérifie l’égalité
de Leibniz ((f × g) ◦ γ)′(0) = ((f ◦ γ) × (g ◦ γ))′(0) = (f ◦ γ)(0) × (g ◦
γ)′(0) + (g ◦ γ)(0) × (f ◦ γ)′(0). φ et injective car si (f ◦ γ1)

′
(0) = (f ◦

γ2)
′
(0), ∀[f ] ∈ C∞(M) et si (U,ϕ = (ϕ1,...,ϕn)) est une carte en a alors

(ϕi ◦ γ1)
′
(0) = (ϕi ◦ γ2)

′
(0,) ∀i = 1,...,n

i.e (ϕ ◦ γ1)
′
(0) = (ϕ ◦ γ2)

′
(0) et γ1 = γ2

Montrons que φ est surjective. Si X est une dérivation alors

X([f ]) = X([f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ])

= X([g ◦ ϕ])

= X

([
g ◦ ϕ(a) +

n∑
i=1

(ϕi − ϕi(a))
∂g

∂xi
◦ ϕ
])

= X([f(a)]) +
n∑
i=1

∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
(ϕ(a))×X([ϕi])

=
n∑
i=1

∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
(ϕ(a))×X([ϕi])

d’autre part si : γ(t) = ϕ−1
[
ϕ(a) + t(X([ϕ1]),...,X([ϕn]))

]
alors γ ∈ TaM et

φ(γ)([f ]) = (f ◦ γ)′(0) = D0(f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ γ)(1)

= Dϕ(a)(f ◦ ϕ−1)((ϕ ◦ γ)′(0))

= Dϕ(a)(f ◦ ϕ−1)((X([ϕ1]),...,X([ϕn])))

=
n∑
i=1

∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
(ϕ(a))×X([ϕi])

= X([f ])

d’où la surjectivité de φ et le théorème en découle.
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2.2.2 Application linéaire tangente

Définition 2.8 (Fibré tangent). Soit (M ,A) une variété de classe C k, k ≥
1 modelée sur un Banach B. On définit l’ensemble TM =

•⋃
a∈M

TaM (réunion

disjointe de tout les espaces tangents à M). Soient (U,ϕ) ∈ A et l’application
“pied”

π : TM → M
TxM 7→ x

Comme π−1(U) =
•⋃

a∈U
TaM = TU (car TaU ' TaM , ∀a ∈ U) alors

Tϕ : π−1(U) = TU → ϕ(U)×B
[γ] ∈ TxU 7→ ((ϕ ◦ γ)(0),(ϕ ◦ γ)′(0))

est bien définie et on vérifie que TA = {(TU,Tϕ), (U,ϕ) ∈ A} est un atlas
qui fait de TM une variété de classe C k−1. En effet TM =

⋃
U domaine de carte de M

TU

et les fonctions de transition sont déduites du diagramme commutatif sui-
vant :

TUi ∩ TUj ϕi(Ui ∩ Uj)×B

ϕj(Ui ∩ Uj)×B
?

Tϕj

-
Tϕi

�
����

���
Tϕj◦Tϕ−1

i

i.e (ϕj(x),(ϕj ◦ γ)
′
(0)) = Tϕj ◦ Tϕ−1

i

(
ϕj(x),(ϕi ◦ γ)

′
(0)
)

implique que

Tϕj ◦ Tϕ−1
i = (ϕj ◦ ϕ−1

i )× (Dϕi(·)ϕj ◦ ϕ−1
i )

et les fonctions de transition sont de classe C k−1.

Définition 2.9. Si f : M → N est une application différentiable en a ∈ M,
son application linéaire tangente Tf : TM → TN est définie par

Taf : (TaM)g → (Tf(a)N)g

[γ] 7→ [f ◦ γ]

cette application est linéaire, de plus si (U,ϕ) est une carte en a et (V,φ) une
carte en f(a) telles que f(U) ⊂ V alors l’expression de Taf sur les cartes est
donné par

Taf = θ−1
φ ◦ (Dϕ(a)φ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ θϕ
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Comme le diagramme suivant est commutatif

(TaM)g (Tf(a)N)g

B F
?

θϕ

-
Taf

?

θφ

-
θφ◦Taf◦θ−1

ϕ

et Taf([γ]) = [f ◦ γ] donc si on pose ψ = θφ ◦ Taf ◦ θ−1
ϕ alors

ψ((ϕ ◦ γ)′(0)) = (φ ◦ f ◦ γ)′(0)
= (φ ◦ f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ γ)′(0)
= D0((φ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ γ))(1)

= D(ϕ◦γ)(0)(φ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ (D0(ϕ ◦ γ)(1))

= Dϕ(a)(φ ◦ f ◦ ϕ−1)((ϕ ◦ γ)′(0))

donc ψ = Dϕ(a)(φ◦f ◦ϕ−1) par suite Taf = θ−1
φ ◦ (Dϕ(a)φ◦f ◦ϕ−1)◦θϕ (il est

claire maintenant que Taf est linéaire). On aurais pus utiliser la deuxième
définition de l’espace tangent pour aboutir rapidement au même résultat.

Définition 2.10 (submersion). Un morphisme f : M → N entre deux
variétés différentielles est une submersion en un point a ∈ M si :{

i) Taf est surjective,

ii) ker Taf admet un supplémentaire topologique dans TaM.

A = {x ∈ M , f est une submersion en x} est un ouvert de M, lorsque A = M
on dit que f est submersion sur M.

Exercice 2.9. Montrer qu’un morphisme f ∈ C k(M ,N) entre deux variétés
différentielles est une submersion en a ∈ M si et seulement s’il existe un
voisinage ouvert V de f(a), un morphisme s ∈ C k(N,M) tels que s(f(a)) = a
et f ◦ s = IdV (s est dite section locale de f au voisinage de a.)

Exemples.

1. Si M et N sont deux variétés différentielles alors les deux projections
M × N → M et M × N → N sont des submersions.

2.

Théorème 2.2.3.
La composée de submersions et le passage au quotient donnent les propriétés
importantes suivantes :

1. Si f : M → N est une submersion en a ∈ M et g : N → X une submersion
en f(a) ∈ N alors g ◦ f est une submersion en a.
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2. Si g◦f est une submersion sur M et f surjective alors g est une submersion
sur N .

3. Si f : M → N est une submersion en a et g : M1 → N1 une submersion
en b alors f × g est une submersion en (a,b).

4. Si f est une submersion sur M alors f est une application ouverte.
5. Si f est une submersion sur M , alors la relation d’équivalence induite R :
x R y ⇔ f(x) = f(y) est ouverte. f définit par passage au quotient un
homéomorphisme f de M/R sur f(M)

Définition 2.11 (immersion). Un morphisme f : M → N entre deux va-
riétés différentielles est une immersion en un point a ∈ M si :{

i) Taf est injective,

ii) Im Taf est fermée et admet un supplémentaire topologique dans Tf(a)N.

A = {x ∈ M , f est une immersion en x} est un ouvert de M, lorsque A = M
on dit que f est immersion sur M.

Exemples.

1. L’injection canonique i : U → M d’un ouvert U d’une variété différen-
tielle M est une immersion.

2.

Exercice 2.10. Montrer qu’un morphisme f ∈ C k(M ,N) entre deux variétés
différentielles est une immersion en a ∈ M si et seulement s’il existe un
voisinage ouvert U de a, un voisinage ouvert V de f(a), un morphisme r ∈
C k(V,U) tels que f(U) ⊂ V et r ◦ f = IdU (r est dite rétraction locale de
f au voisinage de a.) et f : U → f(U) est un homéomorphisme pour f(U)
muni de la topologie induite de N.

Théorème 2.2.4.
Les propriétés d’immersions, les plus importantes, sont données par :

1. Si f : M → N est une immersion en a ∈ M et g : N → X une immersion
en f(a) ∈ N alors g ◦ f est une immersion en a.

2. Si g ◦ f est une immersion en a ∈ M alors f est une immersion a.
3. Si f : M → N est une immersion en a et g : M1 → N1 une immersion en
b alors f × g est une immersion en (a,b).

4. Si f est une immersion sur M alors f est une application localement in-
jective.

Définition 2.12 (plongement). Un morphisme f : M → N entre deux
variétés différentielles est un plongement si :{

i) f est une immersion sur M ,

ii) f : M → f(M) un homéomorphisme, f(M) muni de la topologie induite de N .

Définition 2.13 (subimmersion).
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2.2.3 Sous-variétés

Définition 2.14. Soit M une variété de classe C k, (k ≥ 0) modelée sur
un Banach B. et soit E un sous espace de B admettant un supplémentaire
topologique i.e ∃F sous espace de B tel que B = E⊕F . Un sous ensemble Σ
de M est dit sous-variété de M modelée sur E si : ∀x ∈ Σ , ∃(U,ϕ) carte en x
tels que ϕ(U) = V ⊕W et ϕ(U ∩ Σ ) = V ⊕ {0}.
V et W étant des ouverts de E et F respectivement.

Il résulte de cette définition que tout ouvert U de M est une sous variété
(il suffit de prendre F = {0}). Réciproquement si Σ est une sous-variété
de M modelée sur B, le même espace de Banach model de M , alors Σ est
nécessairement un ouvert de M .

Théorème 2.2.5.
Les sous-variétés sont localement fermées.

Démonstration. Rappelons qu’une partie A d’un espace topologique X est
dite localement fermée si A est ouvert dans son adhérence ou d’une manière
équivalente si tout point de A possède un voisinage V de sorte que A soit
fermé dans V . En effet si A est ouvert dans A i.e ∃θ ouvert de X tel que
A = θ ∩A alors ∀x ∈ A, θ ∈ V(x) et A ∩ θ est fermé dans θ. Réciproquement
si ∀a ∈ A, ∃Ua ∈ V(a) tel que Ua ∩ A soit fermé dans Ua alors Ua ∩ A =

Ua ∩ A
Ua

= Ua ∪A par suite A ⊂
⋃
a∈A(Ua ∩A) ⊂ A donc A = θ ∩A où θ =⋃

a∈Σ Ua et A est ouverte dans A. Σ est une sous variété de classe C r d’une
variété M de classe C k, (r ≤ k) si et seulement si ∀x ∈ Σ , ∃(U,ϕ) carte en x
tels que ϕ(U) = V ⊕W et ϕ(U ∩ Σ ) = V ⊕ {0} or V ⊕ {0} est fermé dans
V ⊕W donc U ∩ Σ est fermé dans U (ϕ étant un homéomorphisme), et Σ
est localement fermée.

Théorème 2.2.6.
Une sous-variété Σ d’une variété différentielle M est, elle aussi, une variété dif-
férentielle.

Démonstration.
Si A = {(Ui,ϕi), i ∈ I} est un C k atlas sur M alors B = {(Ui∩Σ ,ϕi|Ui∩Σ ), i ∈
I} est un C k atlas sur Σ . En effet, ∀i ∈ I, ϕi(Ui) = Vi ⊕Wi, Vi et Wi étant
des ouverts de E et F respectivement, et ϕi(Ui ∩ Σ ) = Vi ⊕ {0} alors ϕi
induit un homéomorphisme αi : Ui ∩ Σ → Vi donc si Ui ∩ Uj ∩ Σ 6= ∅ alors
αi ◦ α−1

j : Vj → Vi se factorise comme

Vj
i−→ Vj ⊕Wj

ϕi◦ϕ−1
j−→ Vi ⊕Wi

π−→ Vi
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où l’injection i est une immersion C∞, ϕi ◦ϕ−1
j est un C k-difféomorphisme et

π est une submersion C∞. Il en résulte que αi ◦α−1
j et (ϕi|Ui∩Σ )◦ (ϕj|Ui∩Σ )−1

sont de classe C k.

Théorème 2.2.7.
Soient M et N deux variétés différentielles, f un morphisme de M dans N :

1. Si f est une submersion sur M et si Σ est une sous-variété de N alors
f−1(Σ ) est une sous-variété de M .

2. Si f est un plongement et si Σ est une sous-variété de M alors f(Σ) est
une sous-variété de N et f |Σ est un isomorphisme de Σ sur f(Σ).

2.3 Partition de l’unité

La partition de l’unité est un outil essentiel pour étudier des propriétés et
des objets de nature “globale” d’une variété partant des informations locales
sur les cartes. Cet outil permet notamment : la construction d’une métrique
riemannienne, d’une connexion (isomorphisme entre espaces tangents), de
l’intégrale d’une forme différentielle (théorème de Stokes), la démonstration
des théorèmes d’immersions de Whitney...
On verra dans la prochaine section (Compléments) des conditions nécessaires
et suffisantes de l’existence d’une partition de l’unité de classe C k sur une
variété C k de dimension finie. Notons que le principe du prolongement ana-
lytique empêche l’existence de partitions de l’unité pour le cas des variétés
analytiques réel (ou les variétés complexes). Pour les définitions on se repor-
tera à l’annexe.

Définition 2.15 (paracompacité).
Un espace topologique X est dit paracompact si tout recouvrement ouvert de
X admet un raffinement ouvert localement fini.

Définition 2.16 (partition de l’unité).
Soit U = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert localement fini de X. Une famille
{gi}i∈I de fonctions continues de X dans R est une partition de l’unité su-
bordonnée à U si elle vérifie les propriétés suivantes

1. gi(x) ≥ 0 pour tout i ∈ I et tout x ∈ X
2. supp gi ⊂ Ui Pour tout i ∈ I
3.
∑
i∈I
gi(x) = 1 pour tout x ∈ X.

Les résultats suivants sont très utiles, voir les démonstrations dans L. Schwartz [9].

Théorème 2.3.1.
Pour qu’un espace topologique séparé X soit paracompact, il faut et il suffit
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que tout recouvrement ouvert de X admet une partition de l’unité qui lui est
subordonnée.
Théorème 2.3.2.

1. Un espace paracompact est normal i.e deux fermés disjoints ont deux voi-
sinages disjoints.

2. (Tietze-Urysohn) Si A et B sont deux fermés disjoints d’un espace normal
X , il existe une fonction continue f sur X, à valeur dans [0,1], égale à 0
sur A et à 1 sur B.

Une variété de classe C k modelée sur un Banach n’admet pas toujours
une partition C k de l’unité, cependant on a le théorème suivant :

Théorème 2.3.3.
SiM est une variété paracompacte modelée sur un BanachB vérifiant la propriété
de Tietze-Urysohn de classe C k, i.e

(P) :

{
Pour tout X et Y fermés disjoints de B, il existe f ∈ C k(B),

f(x) = 0 pour x ∈ X, f(x) = 1 pour x ∈ Y et 0 ≤ f(x) ≤ 1 ∀x ∈ B

Alors M admet des partitions de l’unité de classe C k.
Corollaire 4. Tout espace de Hilbert séparable H possède la propriété (P),
En particulier tout espace de dimension finie possède cette propriété.

2.4 Compléments

Remarques.

1. Toute variété de classe C 1 est C 1 difféomorphe à une variété C∞, bien
plus, si M est de classe C 1 alors ∃M̃ de classe C∞ et ϕ : M → M̃ un
C 1 difféomorphisme tels que si M̃1 est C 1 difféomorphe à M alors M̃
est C∞ difféomorphe à M̃1. En d’autres termes, tout C 1 atlas maximal
contient un C∞ atlas.

2. Il existe des variétés topologiques qui n’admettent aucune structure dif-
férentielle (par exemple des variétés de dimension 4). Voir Kervaire,
Smale, Milnor, Novikov, Quinn, Freedman.

3. Il existe des variétés topologiques qui admettent plusieurs structures
différentielles non difféomorphes.

Théorème 2.4.1.
Soit M une variété séparée, de classe C∞ et de dimension finie. Il y a équivalence
entres :

1. M est paracompact.
2. M est métrisable.
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3. M admet une métrique Riemannienne.
4. Chaque composante de M est séparable.

Démonstration.

Théorème 2.4.2.
Soit M une variété séparée, connexe, de classe C∞ et de dimension finie. Il y a
équivalence entres :

1. M est paracompact.
2. Il existe une partition C∞ de l’unité subordonnée à tout recouvrement

ouvert de M .
3. M est métrisable.
4. M admet une métrique Riemannienne.
5. M est σ−compact.
6. M est dénombrable à l’infini.
7. M admet un atlas dénombrable.
8. M admet une base dénombrable d’ouverts (2ième axiome de dénombrabi-

lité).
9. M est séparable.

Démonstration.
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Problèmes

Exercice 2.11.

1. Montrer que S = {(x,y) ∈ R2, xy = 0} n’est pas une variété topolo-
gique.

2. En est-il de même pour S = {(x,0), x ≥ 0} ∪ {(0,y), y ≥ 0}?

Exercice 2.12.
On définit sur l’intervalle [0,1] la relation suivante : xRy⇔ y = x ou |y−x| =
1

1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur [0,1].

2. Trouver un homéomorphisme entre l’espace quotient [0,1]/R et la sphère
S1.

3. Déduire que [0,1]/R est une variété C∞, de dimension 1, compacte et
connexe.

Exercice 2.13. Soit M une variété différentielle de dimension finie, séparée
et connexe.
Soit f ∈ C 1(M,M) telle que f ◦f=f . On note Σ = f(M).

1. Montrer que Σ = {x ∈M, f(x) = x}.
2. Montrer que Taf ◦ Taf = Taf ∀a ∈ Σ. Déduire que

ImTaf = {u ∈ TaM, Taf(u) = u} = ker(IdTaM −Taf).

3. Montrer que dimM = rang Taf+rang(IdTaM −Taf) déduire que rang Taf
est constant ∀a ∈ Σ (utiliser le fait que a 7→ rang Taf est semi-continue
inférieurement et que M est connexe). On note p = rang Taf .

4. Montrer qu’il existe un voisinage U de Σ dans lequel le rang de f est
constant, i.e rang Txf = p ∀x ∈ U (Txf = Tf(x)f ◦ Txf ∀x ∈ M).
Déduire à l’aide du théorème du rang constant que Σ est une sous-
variété connexe et fermée dans M , de classe C 1 et de dimension p.

Exercice 2.14 (Variétés de Stieffel).
Soit le groupe orthogonal On(R) = {M ∈ Mn(R), tMM = Id} et soit l’ap-
plication :

f : On(R) → On−k(R)
M 7→ f(M) obtenue de M en supprimant les k premières lignes et colonnes

1. Montrer que f est une submersion.
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2. Déduire que OSt(k,n) = {(u1,...,uk) ∈ Rkn, < ui,uj >= δij} sont des
sous-variétés compactes de On(R) dites Variétés de Stieffel.

Exercice 2.15 (Tore à m trous).
Soit f(x) = x(x − 1)2...(x − m)2 et soit r > 0 suffisamment petit, montrer
que

Σ = {(x,y,z) ∈ R3, (y2 + f(x))2 + z2 = r2}
décrit une surface à m trous.

Exercice 2.16 (Ruban de Möbius). On considère l’application :

f : ]− 1,1[×]0,2π[ → R3

(r,θ) 7→
(

cos θ(R + r cos(θ/2)), sin θ(R + r cos(θ/2)),r sin(θ/2)

)
1. f est-elle un plongement?

2. Décrire l’ensemble f(]− 1,1[×[0,2π[)

Exercice 2.17. Soient f : M → N un morphisme de classe C k, k ≥ 1 entre
deux variétés différentielles et Σ une sous-variété de M

1. Montrer que f |Σ, la restriction de f à Σ, est de classe C k.

2. Si g : Σ → N est un morphisme de classe C k, montrer qu’il existe
g̃ ∈ C k(M,N) qui soit un prolongement de g i.e g̃|Σ = g.

Exercice 2.18 (sous-variété immergée qui n’est pas plongée).

1. Montrer que g : t 7→ (cos t, sin t, cos
√

2t, sin
√

2t) est une immersion de
R dans R4.

2. Montrer que g(R) n’est pas une sous-variété et g(R) = T2 (le Tore à 2
dimension).

Exercice 2.19 (Variété quotient).
Soit Diff(M) le groupe des difféomorphismes d’une variété M de dimension
n et de classe C∞. Soit Γ un sous-groupe de Diff(M) et la relation suivante
sur M :

xRy ⇔ ∃g ∈ Γ, y = g(x)
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1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur M .

2. On muni M/Γ, l’espace quotient, de la topologie quotient. Montrer que
la projection canonique π est continue et ouverte.
Dans toute la suite, on fait l’hypothèse :

∀x ∈M, ∃(Ux,ϕx) carte en x, tel que g 6= IdM ⇒ g(U) ∩ U = ∅
(2.1)

3. Montrer que si M est séparée et si Γ est un groupe fini tel que g 6=
IdM ⇒ g(x) 6= x alors l’hypothèse (2.1) est satisfaite.

4. Montrer que les applications πx : Ux → π(Ux) sont des homéomor-
phismes.

5. Montrer que pour tout point ξ ∈ π(Ux)∩π(Uy) il existe un voisinage W
de π−1

x (ξ) contenu dans Ux et un élément g ∈ Γ tel que : π−1
y ◦ πx = g

sur W .

6. Déduire une structure de variété de dimension n et classe C∞ sur M/Γ
pour laquelle π est une submersion.



Chapitre 3

Généralités sur les fibrés

3.1 Fibré localement trivial

Définition 3.1. Une fibration de classe C k est la donnée d’un triplet (M ,π,B)
que l’on note souvent par π : M → B où

• M et B sont des variétés différentielles de classe C k appelées, respecti-
vement, l’espace total et la base.

• π : M → B est de classe C k, appelée projection canonique, tel que la
condition suivante (dite de trivialité locale) soit satisfaite :

(T.L) : Pour tout x ∈ B, il existe un voisinage U de x, une variété F de classe
C k et un C k-difféomorphisme φ : π−1(U) → U × F tel que le diagramme
suivant soit commutatif :

π−1(U) U × F

U
?

π

-
φ

�
�

�
�

��+
π1

i.e π ◦ φ−1(x,y) = x, ∀(x,y) ∈ U × F , où π1 désigne la projection de U × F
sur U .

Il résulte de cette définition que :

1. Mx = π−1(x), appelée la fibre au-dessus du point x de B est une sous-
variété de M . En effet la projection canonique π est une submersion
car π = π1 ◦ φ (composé d’une submersion et d’un difféomorphisme).

2. φ(x) = φ|Mx induit un difféomorphisme de Mx sur F

3. ∀x,x′ ∈ U, Mx est difféomorphe à Mx′ .

Exemples.

1. Si M = B × F (variété produit) et π : M = B × F → B est la première
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projection, (M ,π,B) est appelé fibré trivial. Le cylindre S1 × [0,1] en
est un exemple.

2. Si η = (M ,π,B) et η1 = (M1 ,π1 ,B1 ) sont deux fibrations alors la fibra-
tion produit de η et η1 est η × η1 = (M ×M1 ,π × π1 ,B × B1 ).

3. Si M est l’espace quotient de R× [0,1] par la relation d’équivalence qui
identifie les points (x,y) et (x+1,1−y) et si p : (x,y) 7→ e2iπx de M
dans S1 alors (M ,p,S1) est une fibration qui n’est pas triviale, en effet
le ruban de Möbius M est une variété compacte à bord de dimension
2 et son bord est homéomorphe à S1, qui est connexe, alors que le bord
du cylindre possède deux composantes connexes.

le triplet (U,φ) est appelé trivialisation locale du fibré, deux tels trivialisations
(Ui,φi) et (Uj,φj) engendrent les applications φij = φi◦φ−1

j appelées fonctions
de transition et sont de la forme :

φij : (Ui ∩ Uj)× Fj → (Ui ∩ Uj)× Fi
(x,y) 7→ (x,φij(x)(y))

où les φij(x) sont des difféomorphismes de classe C k de Fj dans Fi.
Les fonctions de transition satisfont les propriétés suivantes :

• φii(x) = IdFi
, ∀x ∈ Ui

• φij(x) ◦ φji(x) = IdFi
, ∀x ∈ Ui ∩ Uj

• φij(x) ◦ φjk(x) ◦ φki(x) = IdFi
, ∀x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk.

La famille {φij} est appelée un cocycle associé à la trivialisation {Ui,φi}i∈I ,
et la dernière relation mentionnée est dite la relation de cocycle.
Si toutes les fibres sont difféomorphes à une même variété F , on dit que M est
un espace fibré de fibre type F . C’est toujours le cas lorsque M est connexe,
en effet l’ensemble

E (F ) =
{
x ∈ B, ∃(U,ϕ) carte en x : Mx est difféomorphe à F

}
est à la fois ouvert et fermé. Quitte à se restreindre aux composantes connexes
de M , on peut supposer que toutes les fibres sont difféomorphes. Remarquer
l’analogie avec la notion de variété pure.

On ne considère désormais que les espaces fibrés à fibres difféomorphes

Définition 3.2 (morphisme de fibrés). Soient λ = (M ,π,B) et λ1 =
(M1 ,π1 ,B1 ) deux fibrations, on appel morphisme de λ dans λ1 tout couple
(f,g) où f : B → B1 et g : M → M1 sont deux morphismes tel que : π1 ◦ g =
f ◦ π.

• Si B = B1 et f = IdB , g est dite B-morphisme de λ dans λ1.
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• Un fibré λ = (M ,π,B) est trivialisable s’il est isomorphe à un fibré
trivial.

Exercice 3.1.
Montrer qu’à partir d’un revêtement d’une variété B et d’une famille de
fonctions de transition satisfaisant les relations ci-dessus on peut construire
un fibré sur B.

Définition 3.3 (Section de fibrés). Une section de classe C k d’un fibré
π : M → B est une application s : B → M de classe C k telle que π ◦ s = IdB .

3.2 Fibré vectoriel

Soit π : M → B une fibration de classe C k. On dit que (E ,π,M) est un
fibré vectoriel de classe C k, de fibre-type F (un espace vectoriel de dimension
finie) et de groupe structural G si les fonctions de transition

gij : Ui ∩ Ui → G sous-groupe de GL(F )
x 7→ gij(x)

vérifient la convolution des 1-cocycles :

1. gij ◦ gjk = gik, ∀i,j,k ∈ I
2. gii = Id , ∀i ∈ I

Cohomologie un 1-cocycle est un 1-cobord s’il existe une famille gi : Ui →
G telle que

gij = gi ◦ g−1
j ∀i,j ∈ I

On note par Z1(B ,G ) l’ensemble des 1-cocycles et par B1(B ,G ) l’ensemble
des 1-cobords et on définie le premier espace de Cohomologie

H1(B ,G ) =
Z1(B ,G )

B1(B ,G )

E = {fibrés de base B , de rang n, de groupe structural G ≤ GL(n,R)} consi-
déré à un isomorphisme (de fibrés) près, est en bijection avec H1(B ,G ) (un
classifiant de structures).

Théorème 3.2.1.
Soit sur une variété différentielle M de dimension n, n champs de vecteurs
X (1),...,X (n), tel que X (1)(x),...,X (n)(x) forment une base de TxM en tout point
x de M . Alors TM est difféomorphe à M × Rn.
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La restriction de ce difféomorphisme établit un isomorphisme entre l’es-
pace tangent TxM et l’espace vectoriel {x} × Rn.

Démonstration. Si π : u ∈ TM → x ∈ M si u ∈ TxM est la projection du

fibré tangent sur la variété et comme u =
k=n∑
k=1

ukX
(k) On définit alors

Φ : u ∈ TM 7→ (π(u),u1,...,un) ∈ M × Rn

il est claire que Φ est une bijection, reste à montrer qu’il est de classe C 1

ainsi que son inverse.

3.3 Exemples fondamentaux

Fibré tangent TM : Soit (M ,A) une variété de classe C k, k ≥ 1 modelée

sur un Banach B. On définit l’ensemble TM =
•⋃

a∈M

TaM (réunion disjointe

de tout les espaces tangents à M). Soient (U,ϕ) ∈ A et l’application “pied”

π : TM → M
TxM 7→ x

Comme π−1(U) =
•⋃

a∈U
TaM = TU (car TaU ' TaM , ∀a ∈ U) alors

Tϕ : π−1(U) = TU → ϕ(U)×B
[γ] ∈ TxU 7→ ((ϕ ◦ γ)(0),(ϕ ◦ γ)′(0))

est bien définie et on vérifie que TA = {(TU,Tϕ), (U,ϕ) ∈ A} est un atlas qui
fait de TM une variété de classe C k−1. En effet TM =

⋃
U domaine de carte de M

TU

et les fonctions de transition sont déduites du diagramme commutatif sui-
vant :

TUi ∩ TUj ϕi(Ui ∩ Uj)×B

ϕj(Ui ∩ Uj)×B
?

Tϕj

-
Tϕi

��
���

��� Tϕj◦Tϕ−1
i

i.e (ϕj(x),(ϕj ◦ γ)
′
(0)) = Tϕj ◦ Tϕ−1

i

(
ϕj(x),(ϕi ◦ γ)

′
(0)
)

implique que

Tϕj ◦ Tϕ−1
i = (ϕj ◦ ϕ−1

i )× (Dϕi(·)ϕj ◦ ϕ−1
i )
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et les fonctions de transition sont de classe C k−1. TM est bien un fibré
localement trivial car le diagramme suivant est commutatif :

π−1(U) ϕ(U)×B

U ϕ(U)
?

π

-
Tϕ

?

π1

�
ϕ−1

Les sections du fibré tangent sont appelées champs de vecteurs, et ferons
l’objet du chapitre suivant.

Fibré cotangent T ?M : De façons similaire à la construction du fibré tan-
gent, si (M ,A) est une variété de classe C k, k ≥ 1 modelée sur un Banach B.

On définit l’ensemble T ?M =
•⋃

a∈M
T ?aM où T ?aM , appelé espace cotangent,

est le dual topologique de l’espace tangent TaM .

Le fibré Λp(T ?M) : On le définit par Λp(T ?M) =
•⋃

x∈M
Λp(T ?xM), où Λp(T ?xM)

est l’ensemble des p-formes linéaires alternées sur TxM , et

π : Λp(T ?M) → M
Λp(T ?xM) 7→ x

Si A = {(Ui,ϕi), i ∈ I} est un atlas sur M , on pose:

φi : π−1(Ui) → Ui × RCp
n

ω 7→ (π(ω),(ϕ−1
i )?ω)

où (ϕ−1
i )?ω(v1,...,vp) = ω

(
Dϕi◦π(ω)ϕ

−1
i (v1),...,Dϕi◦π(ω)ϕ

−1
i (vp)

)
. Λp(T ?M) est

alors muni de l’atlas Ã = {(π−1(Ui),φ̃i), i ∈ I} où φ̃i = (ϕi × Id) ◦ φi et est
donc une variété de classe C k−1. Les sections de ce fibré vectoriel sont les
p-formes différentielles sur M .

Le fibré Sym2(T ?M) : Il est définit tout comme Λ2(T ?M) mais en prenant
comme fibre l’ensemble des formes bilinéaires symétriques sur TxM au lieu de
Λ2(T ?xM), ensemble des formes bilinéaires alternées. Les sections de ce fibré
sont les champs de formes quadratiques ; si une section s : M → Sym2(T ?M)
vérifie: pour tout x ∈M, s(x) est définie positive sur TxM , alors s est appelée
métrique Riemannienne sur M .



Chapitre 4

Champs de vecteurs et flots

4.1 Champs de vecteurs et dérivation

Définition 4.1. Soit M une variété de classe C k, un champ de vecteurs de
classe C r,(r ≤ k) sur M est la donnée d’une application X : M → TM de
classe C r telle que X (x) ∈ TxM , ∀x ∈ M (c’est une section du fibré tangent
TM). L’ensemble des champs de vecteurs C k sera noté par Xk(M). On notera
simplement X (M) si k = +∞.

Fig. 4.1 – champ de vecteurs sur S2

Exemples.

1. Un champ de vecteurs sur un ouvert U d’un Banach B s’identifie à une
application différentiable de U sur B.

2. X ∈ X (Sn) ssi X : Sn → Rn+1 telle que, pour tout x ∈ Sn <
x,X (x) >= 0. Ainsi toute matrice antisymétrique d’ordre n+ 1 définie
un champ de vecteurs sur Sn.

3.
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Xk(M) peut être muni d’une structure de R-espace vectoriel grâce à la
structure de vectoriel l’espace tangent en tout point. la somme et la multi-
plication par un scalaire se définit point par point{

(X + Y )(x) = X (x) + Y (x)
(λX )(x) = λ · X (x)

On définit la multiplication “ponctuelle” par une fonction par :

∀f ∈ C k(M,R), x 7→
f(x)X (x) est un champ de vecteurs de classe C k noté fX

Définition 4.2 (Image réciproque).
Si Y ∈ Xk(N) est un champ de vecteurs sur N et si f : M → N est un C k+1

difféomorphisme local alors f ?Y (x) = (Txf)−1(Y (f(x))) définit un champ
de vecteurs sur M (dit champ de vecteurs image réciproque de Y par f). En
effet, par composition d’applications C k

M
f−→ N

Y−→ TN
(Tf)−1

−−−−→ TM
x 7−→ f(x) 7−→ Y (f(x)) ∈ Tf(x)N 7−→ (Txf)−1(Y (f(x))) = f ?Y (x) ∈ TxM

Lorsque f est un difféomorphisme global, alors on peut définir le champ de
vecteurs image directe d’un X ∈ Xk(M) par f par :

f?X = (f−1)?X i.e f?X (y) = Tf−1(y)f(X (f−1(y)))

Si M = N et Txf(X (x)) = X (x) alors X est dit champ de vecteurs invariant
par f .

Définition 4.3 (restriction).
Si U est un ouvert de M alors l’injection canonique i : U 7→ M est un

plongement qui permet d’identifier TU =
•⋃

a∈U
TaU avec

•⋃
a∈U

TaM. Si X ∈

Xk(M) alors la restriction de X : M → TM à U définit un champ de vecteurs
de classe C k sur U noté X |U
Exercice 4.1. Soit X ∈ Xk(M) et (U,ϕ) une carte locale, montrer que
ϕ?(X |U) est un champ de vecteurs de classe C k sur ϕ(U).

Définition 4.4. On note C∞(M) le R-espace vectoriel des fonctions f : M →
R qui sont de classe C∞. On appelle dérivation toute application linéaire
δ : C∞(M) → C∞(M) qui vérifie l’identité de Leibniz : δ(f·g) = f·δ(g)+g·δ(f).
On note D(M) l’ensemble des dérivations.

Définition 4.5 (Dérivée de Lie).
Si f ∈ C∞(M) et X ∈ X (M), la dérivée de Lie de f selon X est la fonction :

x 7→ LXf(x) = Txf(X (x))
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Cette fonction, notée aussi Xf , est dans C∞(M).

Théorème 4.1.1.
Si X ∈ X (M) alors l’opérateur "dérivée de Lie" vérifie les propriétés suivantes :

1.
{
• LX : C∞(M) → C∞(M) est linéaire
• LX (f ·g) = g ·LX (f) + f ·LX (g) égalité de Leibniz

i.e LX est une dérivation.
2. LX = 0 ⇔ X = 0

Démonstration.

1. L’application tangente est linéaire et à valeur dans R

TxM TxR ' R

Rn
?

θϕ

-
Txf

�
�

�
�

�3

Dϕ(x)(f◦ϕ−1)

on déduit alors que

Tx(αf+βg)(X (x)) = αTxf(X (x))+βTxg(X (x)) = αLXf(x)+βLXg(x)
et

Tx(f · g)(X (x)) = f(x)Txg(X (x)) + g(x)Txf(X (x)) =
f · (LXg)(x) + g · (LXf)(x)

et la dérivée de Lie LX est une dérivation.

2. C’est immédiat dans un sens X = 0 ⇒ LX = 0, supposons ∃x0 ∈
M , X (x0) 6= 0

Théorème 4.1.2.
L’ensemble des champs de vecteurs X (M) est isomorphe à l’ensemble des déri-
vations D(M).

Démonstration. Montrons que l’application X 7→ LX est une bijection de
X (M) dans D(M)

Définition 4.6 (crochet de Lie).
Soient X ,Y ∈ X (M) deux champs de vecteurs sur une variété différentielle
M, On définit le crochet de Lie de X et Y , par son action sur C∞(M), par :

[X ,Y ]f = X (Y f)− Y (Xf) = (XLY − YLX )f

Théorème 4.1.3.
Si X ,Y ∈ X (M) deux champs de vecteurs sur une variété différentielle M alors :

1. [X ,Y ] est un champ de vecteurs sur M .
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2.


• (X ,Y ) 7→ [X ,Y ] est bilinéaire
• [X ,Y ] = −[Y ,X ] (antisymétrique)
• [X ,[Y ,Z ]] + [Y ,[Z ,X ]] + [Z ,[X ,Y ]] = 0 (identité de Jacobi)

3. Si f ∈ Diff(M) est un difféomorphisme sur M alors f?[X ,Y ] = [f?X ,f?Y ]

Démonstration.

1. Le crochet de Lie est une dérivation qui s’identifie donc à un champ de
vecteurs.

2. • [αX + βY ,Z ]f = (αX + βY )(Zf)− Z (αX + βY )(f)

= αX (Zf)− αZ (Xf) + βY (Zf)− βZ (Y f)

= α[X ,Z ]f + β[Y ,Z ]f

• [X ,Y ]f = X (Y f)− Y (Xf) = −
(
Y (Xf)− X (Y f)

)
= −[Y ,X ]f

• [X ,[Y ,Z ]] = X ([Y ,Z ])− [Y ,Z ](X )

= X (Y (Z )− Z (Y ))− (Y (Z (X )))− Z (Y (X ))

= X (Y (Z ))− X (Z (Y ))− Y (Z (X )) + Z (Y (X ))

on déduit que :
[Y ,[Z ,X ]] = Y (Z (X ))− Y (X (Z ))− Z (X (Y )) + X (Z (Y ))
et [Z ,[X ,Y ]] = Z (X (Y ))− Z (Y (X ))− X (Y (Z )) + Y (X (Z ))
en sommant les trois dernières égalités on obtient l’identité de Jacobi.

3. Il faut remarquer d’abord que si X ∈ X (TM) et f ∈ Diff(M) alors

(f?X )(g) = (X (g ◦ f)) ◦ f−1 ∀g ∈ C∞(M)

en effet

(f?X )(g)(x) = Txg(f?X (x)) = Txg(Tf−1(x)f(X(f−1(x))))

= Tf−1(x)(g ◦ f)(X (f−1(x)))

On a donc

(f?[X ,Y ])(g) = ([X ,Y ](g ◦ f)) ◦ f−1

= (X (Y (g ◦ f))− Y (X (g ◦ f))) ◦ f−1

= X (Y (g ◦ f)) ◦ f−1 − Y (X (g ◦ f)) ◦ f−1

= X ((f?Y )(g) ◦ f) ◦ f−1 − Y ((f?X )(g) ◦ f) ◦ f−1

= f?X ((f?Y )(g))− f?Y ((f?X )(g))

= [f?X ,f?Y ](g)
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Définition 4.7.

– Soit M une variété différentielle et {X1,...,Xp} une famille de champs de
vecteurs sur M. On dit que {X1,...,Xp} sont linéairement indépendants
si, pour tout x dans M, {X1(x),...,Xp(x)} sont linéairement indépen-
dants dans l’espace vectoriel TxM.

– Si M est de dimension finie n, on dit qu’elle est parallélisable s’il existe
n champs de vecteurs sur M qui sont linéairement indépendants.

Exercice 4.2.
Soit M une variété différentielle, et soient X (1),X (2),...,X (n), n champs de
vecteurs sur M formant une base de TxM en tout point x de M.

1. Montrer que TM est difféomorphe à M × Rn. (Si u =
∑n

k=1 ukX
(k)

considérer

Φ : u ∈ TM 7→ (π(u),u1,...,un) ∈ M × Rn

où π : TM → M est la projection du fibré tangent TM sur la variété
M)

2. Montrer que ce résultat est vrai sur tout groupe de Lie de dimension
finie.

4.2 flot local

Définition 4.8 (courbe intégrale).
Soit X ∈ X (M) un champ de vecteurs sur une variété différentielle M, on
appelle courbe intégrale de X en x ∈ M toute courbe γ : t ∈ Iγ =]− εγ,εγ[⊂
R 7→ γ(t) ∈ M tels que : γ(0) = x et γ′(t) = X (γ(t)), ∀t ∈ Iγ où γ′(t)
désigne le vecteur Ttγ(1).

Théorème 4.2.1.
Pour tout a dans M , il existe un triplet (I,U,φ) formé d’un intervalle ouvert I
contenant 0, d’un voisinage ouvert U de a et d’une application φ : I × U → M
de classe C k, notée (t,x) 7→ φt(x), vérifiant, pour tous s dans I et x dans U ,{

dφt(x)
dt
|t=s = X (φs(x)),

φ0(x) = x.

Si (I ′,U ′,φ′) est un autre tel triplet, alors φ et φ′ coincident sur (I×U)∩(I ′×U ′).
De plus, pour tous t,s dans I et x dans U ,

• si φs(x) ∈ U et t+ s ∈ I, alors φt ◦ φs(x) = φt+s(x),
• φt est un C k-difféomorphisme local,
• le champ de vecteurs X est invariant par φt i.e Txφt(X (x)) = X (φt(x)).
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Démonstration. Cet énonce est local. En prenant des cartes locales, on se
ramène donc au cas ou M est un ouvert d’un espace de Banach, pour le-
quel le résultat est bien connu (voir le problème de Cauchy dans l’Annexe).
L’application (ou par abus son image) t 7→ φt(x) de I dans M est la courbe
intégrale de X passant par x définie sur I. L’application (t,x) 7→ φt(x) de
I×U dans M (ou la famille (φt)t∈I) est appelée le flot local de X en x0 défini
sur I × U . Lorsque ce flot est “global” i.e défini sur R × M on dit que le
champ de vecteurs X est complet. Le théorème suivant donne des conditions
suffisantes pour qu’un champ X soit complet

Théorème 4.2.2.

1. Supposons qu’il existe ε > 0 tel que pour tout x dans M , il existe un
voisinage ouvert Ux de x tel que le flot local de X soit défini sur ] −
2ε,2ε[×Ux. Alors le champ de vecteurs X est complet i.e. le flot local
de X est défini sur R × M , et (φt)t∈R est un groupe à un paramètre de
C k-difféomorphismes de M , i.e :
• φ0 est l’identité de M et pour tous t,s dans R, on a φt ◦ φs = φt+s,
• l’application (t,x) 7→ φt(x) de R ×M dans M est de classe C k, et

donc φt : M → M est un C k-difféomorphisme.
2. Si M est compacte, alors tout champ de vecteurs X sur M est complet.

Démonstration.

1. Posons ψt = φ
(k)
ε ◦ φt−kε où k est la partie entière de t/ε. Comme le

flot local de X preserve X , il est immédiat que dψt(x)
dt

|t=s = X (ψs(x)),
et ψ0(x) = x pour tout s dans R et x dans M . Par unicité, ψt est le flot
local de X défini sur R×M . Il est immédiat que (ψt)t∈R est un groupe
à un paramètre C k de C k-difféomorphismes de M .

2. Pour tout x dans M , il existe un voisinage ouvert Ux de x et εx > 0 tel
que le flot local de X soit défini sur ]− 2εx,2εx[×Ux. Par compacité, il
existe x1,...,xk dans M tels que M = Ux1 ∪ ... ∪ Uxk

. Soit ε = min
1≤i≤k

εxi
.

Alors l’hypothese de (1) est vérifiée.

Pour une variété différentielle de dimension finie M tout champ de vec-
teurs X ∈ X (M) ne s’annulant pas en a peut être “redresser”, dans un voisi-
nage de a, à un champ constant. Ceci est précisé dans le théorème suivant

Théorème 4.2.3 (Théorème de redressement).
Soit X un champ de vecteurs C k sur une variété M de classe C r+1, avec 1 ≤
k ≤ r ≤ ω Pour tout point x0 de M tel que X (x0) 6= 0, il existe une carte locale
(U,ϕ) de classe C k en x0, telle que

ϕ?(X |U) = (Xe1)|ϕ(U)
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Xe1 étant le champ de vecteurs constant Xe1 : x 7→ e1 où e1 est le premier
vecteur de la base canonique de Rn. Autrement dit, si X (x0) 6= 0, alors il existe
des coordonnées locales x1,...,xn au voisinage de 0 telles que, au voisinage de 0,
on ait X = ∂

∂x1

Démonstration. Comme le problème est local, et par les propriétés des champs
de vecteurs vis à vis des restrictions et des images réciproques, nous pouvons
supposer que M est un ouvert de Rn, que x0 = 0 et que X (x0) = e1. Notons
(φt) le flot local de X en 0. Considérons l’application

θ : (t,x2,...,xn) 7→ φt(0,x2,...,xn),

qui est de classe C k et définie sur un voisinage de 0. Comme φ0 = Id et
dφt(0)
dt
|t=0 = X (0) = e1, la différentielle de θ en 0 est l’identité. Donc par le

théorème d’inversion locale, θ est un C k-difféomorphisme local en 0. Pour
tout x = (x1,...,xn) suffisamment proche de 0, on a

dθx(e1) =
d

dt
|t=x1θ(t,x2,...,xn) = X (φx1(0,x2,...,xn)) = X (θ(x)).

Donc θ?(Xe1) = X sur un voisinage de 0, ce qui montre le résultat.

Exercices

Exercice 4.3. Soient X1,X2 deux champs de vecteurs sur R2\(0,0) définis
par

X1(x1,x2) =
x1

‖x‖
∂

∂x1

+
x2

‖x‖
∂

∂x2

et

X2(x1,x2) = −x2
∂

∂x1

+ x1
∂

∂x2

.

Montrer que [X1,X2] = 0. Déterminer les coordonnés (y1,y2) tels que :

X1 =
∂

∂y1

et X2 =
∂

∂y2





Chapitre 5

Groupes et algèbres de Lie

5.1 Groupes de Lie

Définition 5.1 (Groupe de Lie).
Un groupe de Lie est un ensemble G muni d’une structure de groupe et d’une
structure de variété C∞ compatibles, dans le sens

Les deux applications : G × G → G et G → G sont de classe C∞

(g,h) 7→ gh−1 g 7→ g−1

Exemples.

1. Tout groupe dénombrable est un groupe de Lie C ω de dimension 0.

2. S1 est un groupe de Lie de dimension 1.

S1 ' U(1) = {z ∈ C∗, |z| = 1} sous-groupe de (C∗,×)
(x,y) 7→ x+ iy

3. Les groupes classiques :
GL(n,R) = {M ∈Mn(R), det M 6= 0}
SL(n,R) = {M ∈Mn(R), det M = 1}
O(n) = {M ∈Mn(R), tMM = Id}
SO(n) = {M ∈Mn(R), tMM = Id et det M = 1}

Exercice 5.1. Soit G un groupe de Lie et Ce la composante connexe de
l’élément neutre.

1. Montrer que Ce est un sous-groupe distingué de G i.e ∀g ∈ G, gCeg−1 =
Ce

2. Déduire que Ce est un sous-groupe de Lie de G et que l’espace quotient
G/Ce est discret. (Montrer que Ce est ouvert dans G ).

Montrer que si G est connexe alors il est engendré par un voisinage de l’élé-
ment neutre, i.e ∃U ∈ V(e), G =<U>.
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Définition 5.2.
Soient G et H deux groupes de Lie et f : G → H une application, on dit
que f est un morphisme de groupes de Lie si{

(i) ∀(g1,g2) ∈ G×G, f(g1 · g2) = f(g1)f(g2) (morphisme de groupes)

(ii) f : G→ H est une application C∞ (morphisme de variétés)

Théorème 5.1.1. Si f : G→ H est un morphisme de groupes de Lie alors
1. f est de rang constant.
2. Si de plus f est bijective et G est à base dénombrable alors f est un C∞

difféomorphisme

Démonstration.

1. Si f est un morphisme de groupes de Lie, alors f ◦ Lg = Lf(g) ◦ f (où
Lg : x 7→ gx est la translation à gauche) donc Tx(f ◦Lg) = Tx(Lf(g) ◦f)
i.e

Tgxf ◦ TxLg = Tf(x)Lf(g) ◦ Txf ∀g,x ∈ G

pour x = e on a : Tgf = Tf(e)Lf(g)◦Tef ◦(TeLg)−1 ∀g ∈ G or Tf(e)Lf(g)

et TeLg sont des isomorphismes on déduit alors que :

rang Tgf = rang Tef ∀g ∈ G i.e f de rang constant

Définition 5.3. Une partie H d’un groupe de Lie G est dite sous-groupe de
Lie si H est à la fois un sous-groupe et une sous-variété de G.

Théorème 5.1.2. Tout sous-groupe de Lie d’un groupe de Lie est fermé.

Démonstration. Si H est à la fois un sous-groupe et une sous-variété d’un
groupe de Lie G alors H est localement fermé i.e H est ouverte dans H. H
est un sous groupe de G, l’application (x,y) 7→ xy−1 étant continue sur H
donc si (x,y) ∈ H alors xy−1 ∈ H. Comme ∀x ∈ G, ϕx : g 7→ xg est un
homéomorphisme alors ϕx(H) est ouvert dans ϕx(H) i.e xH est ouvert dans
xH = H, ∀x ∈ H.

Comme H = H ∪

( ⋃
x∈H−H

xH

)
et θ =

⋃
x∈H−H

xH est un ouvert de H tel que

H ∩ θ = ∅ alors H est fermé dans H donc aussi dans G.

Définition 5.4 (Algèbres de Lie).
Un espace vectoriel g muni d’une opération [.,.] est appelé algèbre de Lie si :

– [X ,Y ] est un champ de vecteurs sur M.
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–


• (X ,Y ) 7→ [X ,Y ] est bilinéaire
• [X ,Y ] = −[Y ,X ] (antisymétrique)
• [X ,[Y ,Z ]] + [Y ,[Z ,X ]] + [Z ,[X ,Y ]] = 0 (identité de Jacobi)

Exemples.

1. L’ensemble des champs de vecteurs X (M) sur une variété différentielle
M est une algèbre de Lie pour le crochet de Lie [,.].

2.

Théorème 5.1.3. Si G est un groupe de Lie alors il existe un isomorphisme
entre TeG, l’espace tangent en l’élément neutre, et g l’ensemble des champs de
vecteurs, sur G invariants à gauche.

Démonstration.

X ∈ g ⇐⇒ X = Lg?X ∀g ∈ G
⇐⇒ X (gx) = TxLg (X (x)) ∀g ∈ G,∀x ∈ G
=⇒ X (g) = TeLg (X (e)) ∀g ∈ G il suffit de prendre x = e

d’autre part si X (g) = TeLg (X (e)) ∀g ∈ G alors ∀g ∈ G,∀x ∈ G on a

X (gx) = TeLgx (X (e))

= Te (Lg ◦ Lx) (X (e)) car Lgx = Lg ◦ Lx
= TxLg (TeLx (X (e))) car Te (Lg ◦ Lx) = TxLg ◦ TeLx
= TxLg (X (x)) i.e X ∈ g

On déduit que l’application linéaire

φ : g → TeG
X 7−→ X (e)

est injective car si X,Y ∈ g alors

X (e) = Y (e) ⇔ TeLx (X (e)) = TeLx (Y (e)) ∀x ∈ G⇔ X (x) = Y (x) ∀x ∈ G⇔ X = Y

φ est surjective, en effet si v ∈ TeG alors X (x) = TeLx (v) définit un champ
de vecteurs sur G, invariant à gauche car X (x) = TeLx (v = X (e)) ∀x ∈ G
i.e X ∈ g et φ (X) = v.

5.2 Fonction exponentielle

5.3 Groupes homogènes

Théorème 5.3.1.
Si f : X → Y est une application ouverte et surjective entre deux espaces
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topologiques avec Y connexe et pour tout y ∈ Y, f−1(y) est connexe alors X
est connexe.

Démonstration. Par l’absurde, si X = U ∪V union disjointe de deux ouverts
non vide, alors Y = f(X) = f(U)∪ f(V ) (car f est surjective), comme f est
ouverte f(U)∩f(V ) 6= ∅ (sinon Y serais non-connexe). Soit y ∈ f(U)∩f(V ),
f−1(y) = (U ∩ f−1(y)) ∪ (V ∩ f−1(y)) réunion disjointe de deux ouverts non
vide de f−1(y) ce qui contredit le fait que f−1(y) est connexe.

Corollaire 5. Si H est un sou-groupe connexe d’un groupe de Lie G et si
G/H est connexe alors G est connexe.

Il suffit de prendre, dans le théorème précédent, X = G, Y = G/H et f
la projection canonique.

Corollaire 6. Si M est une variété homogène sur un groupe de Lie compact
G alors M est homéomorphe à G/Gx pour tout x ∈M .

Démonstration. 1. Si y = g.x comme l’application h 7→ ghg−1 est un
homéomorphisme, alors

ϕ : Gx → Gy

h 7→ ghg−1

est un homéomorphisme, en effet il suffit de montrer que ϕ (Gx) = Gy :
si h ∈ Gx i.e h.x = x alors ghg−1.y = gh.x = g.x = y i.e ghg−1 ∈ Gy.

2.
G

f−→ O (x)
π ↓ ↗ f̄
G/Gx

où f (g) = g.x (surjective et continue), π (g) =

[g] = g.Gx (surjection canonique) et f̄ ◦π = f . f̄ est bijective (claire), f̄
est continue : si U est un ouvert de O (x) alors π−1

(
f̄−1 (U)

)
= f−1 (U)

est un ouvert de G (f est continue) donc f̄−1 (U) est un ouvert de G/Gx

(par définition des ouverts de la topologie quotient). Si W est un fermé
de G/Gx alors f̄ (W ) = f (π−1 (W )) est fermé dans O (x) car π−1 (W )
est fermé dans G et f est fermée (car continue sur un compact). Il en
résulte que f̄ est un homéomorphisme.

3. Si G est compact et M homogène alors ∀x ∈M, M = O (x) ' G/Gx.

4. Il suffit de montrer que G = SO (n+ 1) est compact et Sn est homo-
gène. G = {A ∈ Mn+1 (R) , tAA = Id et detA = 1} est un fermé
borné de Mn+1 (R) donc compact, borné : ∀A ∈ G, ‖A‖ = sup

‖x‖=1

<

Ax,Ax >
1
2 = sup

‖x‖=1

< x,tAAx >
1
2 = sup

‖x‖=1

< x,x >
1
2 = 1 Pour montrer

que Sn est homogène il suffit de vérifier que

∀x ∈ Sn, ∃A (x) ∈ SO (n+ 1) x = A (x) e1
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il en résulte que ∀ (x,y) ∈ Sn, ∃A ∈ SO (n+ 1) y = Ax (A = A (y)A−1 (x))
et Sn est homogène. Il s’agit donc de vérifier que si x ∈ Sn alors
∃{u1,...,un} ⊂ Sn tels que la famille {x,u1,...,un} soit orthogonale
et det (A (x) = (x,u1,...,un)) = 1 cela est possible grace au procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, la matrice résulatante A (x)
est de déterminant detA (x) = ±1 et on peut changer le signe des
{ui}ni=1 pour avoir un déterminant égale à 1, sans affecter le fait que
A (x) soit orthogonale ou que x = A (x) e1. D’après ce qui précède
Sn ' SO (n+ 1) /Ge1 .

5. On montre par récurrence sur n que SO (n) est connexe. SO (1) =
{1} est connexe, supposons que SO (n) est connexe et montrons que
SO (n+ 1) est connexe. Si on prendX = SO (n+ 1), Y = SO (n+ 1) /Ge1

et f : X → Y A 7−→ AGe1 il suffit alors de vérifier les hyopothèses de la
première question, à savoir que Y est connexe (ce qui est vrai car Y '
Sn), que f est ouverte et surjective (f étant la surjection canonique,
il reste donc à montrer qu’elle est ouverte) et que ∀y ∈ Y f−1 (y) est
connexe. f est ouverte, en effet soit U un ouvert de X, f (U) est ouvert
dans Y ⇔ f−1 (f (U)) =

⋃
A∈SO(n+1)

AU est ouvert dans X. C’est une

union d’ouverts de X car LA : B 7−→ AB est un homéomorphisme sur
X et AU = LA (U). Si y ∈ Y, ∃A ∈ SO (n+ 1) y = AGe1 et f−1 (y) =
{B ∈ SO (n+ 1) , BGe1 = AGe1} = AGe1 ' Ge1 ' SO (n) en effet

Ge1 = {B ∈ SO (n+ 1) , Be1 = e1} =

{
1 0 · · · 0
0
...
0

A

 , A ∈

SO (n)

}
' SO (n) donc connexe (par hypothèse), finalement d’après

la première question X = SO (n+ 1) est connexe.

6. Vk,n = {(u1,...,uk) ∈ (Rn)k , 〈ui,uj〉 = δij} n’est pas connexe pour tout
k ≥ 1, par exemple V1,n = Sn est connexe et Vn,n = O (n) ' O (1) ×
SO (n) possède 2 composantes connexes : SO (n) et {A ∈ O (n) , detA =
−1}



Chapitre 6

Revêtements et feuilletage

6.1 Revêtements

On dit qu’une application p : M → N entre deux variétés de classe C k est
un C r revêtement, (r ≤ k) si :

1. pest surjective,

2. ∀y ∈ N , ∃V ∈ V(y) p−1(V ) =
•⋃

i∈Iy
Ui, réunion disjointe d’ouverts de

M , telle que∀i ∈ Iy, p|Ui
: Ui → V est un C r-difféomorphisme.

Exemples.

1. z 7→ ez =
∑

n≥0
zn

n!
de C sur C∗

2. t 7→ e2πit de R sur S1

3. (θ,ϕ) 7→
(
cosϕ · (R+ r sin θ), sinϕ · (R+ r sin θ),r cos θ

)
de R2 dans le

Tore T2

Exercice 6.1. Montrer que les exemples ci-dessus sont effectivement des
revêtements.

Théorème 6.1.1.
Soit p un revêtement entre deux variétés M et N alors :

1. p est une application ouverte.
2. L’application y 7→ card Iy est localement constante.

Réciproquement si M est compact et f : M → N est un C r-difféomorphisme
local, surjectif alors f est un C r revêtement.

Démonstration. 1. Soit U un ouvert de M et y ∈ p(U), de la définition

d’un revêtement on a ∃V ∈ V(y), p
−1(V ) =

•⋃
i∈Iy

Ui ∀i ∈ Iy, p|Ui
: Ui →

V est un C r difféomorphisme. On déduit que p(Ui∩U) est un voisinage
de y contenu dans p(U) qui est donc voisinage de chacun de ses points.
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2.

6.2 Opération de groupes

Soit G un groupe de Lie et M une variété, on dit que G agit sur M s’il
existe une application différentiable

φ : G ×M → M
(g,x) 7→ φ(g,x) (notée aussi g.x)

telle que :

{
φ(e,x) = x ∀x ∈ M
φ(g,φ(h,x)) = φ(gh,x) ∀g,h ∈ G, ∀x ∈M

Exercice 6.2. Montrer que ceci équivaut à l’existence d’un isomorphisme,
de groupes de Lie, de G sur un sous-groupe de Iso(M) (ensemble des isomor-
phismes de M dans M).

Toute action d’un groupe de Lie G sur une variété M induit une relation
d’équivalence sur M : x ∼ y ⇔ ∃g ∈ G , y = g.x. La classe d’équivalence d’un
point x sera notée O(x) = {y ∈M, y ∼ x} = {g.x, g ∈ G} et appelée orbite
de x. Dans ce cas la variété M est appelée espace d’orbites.
L’ensemble des éléments de G qui laissent fixe un point x est appelé stabili-
sateur de x (ou groupe d’isotropie) et est noté Stab(x) = Gx = {g ∈ G, g.x =
x}.
Définition 6.1.
Une action d’un groupe de Lie G sur une variété M est dite :

1. effective si l’application g 7→ φg est injective.

2. libre (fidèle) si Gx = e, ∀x ∈ M.

3. transitive si O(x) = M , ∀x ∈ M et M est appelé espace homogène.

4. propre si ∀K b M , {g ∈ G , g.K ∩K 6= ∅} est relativement compact.

5. proprement discontinue si ∀K b M , {g ∈ G , g.K ∩K 6= ∅} est fini.

Exemples.

1. GL(n,R)× Rn → Rn (A,x) 7→ Ax

2. Z/2Z× Sn → Sn 0.x = x, 1.x = −x
3. Zn × Rn → Rn m.x = x+m

4. GL(n+ 1,R)× Pn(R) → Pn(R) A.[x] = [Ax]

Un système dynamique est la donnée d’une action de R, comme groupe de
Lie, sur une variété différentielle M. Cet exemple mérite toute une étude à
part, vu son importance dans l’étude des champs de vecteurs et des équations
différentielles...voici quelques exemples :

1. M = R2 et φ(t,x) = x+ (t,0)
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2. M = R2 et φ(t,(x,y)) = (x+ t,e−ty)

3. M = R× S1 et φ(t,(x,y,z)) = (x+ t, A(t)(y,z)) où A(t) = ( cos t − sin t
sin t cos t )

Exercice 6.3. Étudier les exemples ci-dessus en déterminant les orbites,
les groupes d’isotropie, l’espace des orbites, le type d’action : effective, libre,
transitive, propre...

6.3 Variétés quotients

G agit proprement discontinuement sans point fixe si :
• ∀(x,y) ∈ M2, si y /∈ O (x) alors ∃U ∈ V(x), ∃V ∈ V(y) tels que,

∀g ∈ G ,on a g.U ∩ V = ∅
• ∀x ∈ M , ∃U ∈ V(x) tel que,∀g ∈ G/{1},on a g.U ∩ U = ∅

Théorème 6.3.1. Soit M une variété de classe C k et G un sous-groupe de
Diff(M) qui agit proprement discontinuement sans point fixe alors il existe sur
M/G une unique structure de variété C k qui fasse de la projection canonique
p : M → M/G un C k revêtement.

Si M/G est muni de la topologie quotient alors p est ouverte, en effet si
U est un ouvert de M alors Sat(U) = p−1(p(U)) =

⋃
g∈G

g.U est un ouvert de

M , comme réunion d’ouverts {g.U = φg(U)}g∈G .

Exercice 6.4.

1. Montrer que M/G est séparé si et seulement si le graphe ΓG est fermé.

2. Faisons agir G sur M ×M par l’action sur la seconde coordonnée, i.e.
g•(x,y) = (x,g.y). Montrer l’égalité : ΓG =

⋃
g∈G

g•∆M (où ∆M est la

diagonale de M). En conclure que si M est séparé et que G est fini,
l’espace quotient M/G est également séparé.

6.4 Compléments

Une relation d’équivalence < sur une variété M est dite régulière s’il existe
sur M/< une structure de variété telle que la projection canonique π : M →
M/< soit une submersion, cette structure est alors unique, à un morphisme
près, i.e

g : M/< → N est un morphisme ⇔ g ◦ π : M → N est un morphisme

Théorème 6.4.1.
Si < est une relation d’équivalence sur une variété M et G ⊂ M×M son graphe
alors < est régulière si et seulement si :
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{
G est une sous-variété de M ×M
π1 : G → M (la première projection) est une submersion

De plus M/< est séparé si et seulement si G et fermé.



Chapitre 7

Intégration

Introduction

Dans tout ce chapitre E ,F ,... désignent des R-espaces vectoriels de dimen-
sion finie.

7.1 Algèbre tensorielle

Définition 7.1 (convention d’Einstein).
La convention de sommation d’Einstein consiste à :

• Placer l’indice en bas, lorsqu’on indexe une famille de vecteurs ou de
champs de vecteurs et placer l’indice en haut, lors’on indexe une famille
de covecteurs (formes linéaires ou leurs valeurs lorsque appliquées à un
vecteur).

• Une expression où figure un même indice en position inférieure et su-
périeure est une somme par rapport à cet indice.

cette convention fort utile permet, notamment, de distinguer entre vecteur et
covecteur et d’écrire les formules de manière compacte.

Exemples.

1. Soit {ei}ni=1 la base canonique de Rn, le produit scalaire de deux vecteurs
u =

∑n
i=1 u

iei = uiei et v =
∑n

i=1 v
iei = viei est donné par

< u,v >= uivj < ei,ej >= δiju
ivj

2. Soit E un espace vectoriel de base {ei}ni=1 et de base duale {ei}ni=1. Pour
un vecteur u = uiei et deux covecteurs α = αie

i et β = βie
i on a

(α+ β)(u) = αiu
i + βju

j

= (αi + βi)u
i
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3. Soient f : Rm → Rn, x 7→ (f1(x),...,fn(x)) et g : Rn → Rp, y 7→
(g1(y),...,gp(y)) deux fonctions “régulières” alors

∂(g ◦ f)i

∂xj
(x) =

∂gi

∂yk
(f(x)) · ∂f

k

∂xj
(x)

ici la sommation est par rapport à l’indice k.

Produit tensoriel Soient E et F deux espaces vectoriels réels de dimen-
sions p et q respectivement. Le produit tensoriel de E et F est le couple
constitué d’un R-espace vectoriel, noté E ⊗ F , et d’une application bilinéaire
T noté (x,y) 7→ x⊗ y, de E × F dans E ⊗ F , satisfaisant à la propriété uni-
verselle suivante : Pour tout couple (G ,S) constitué d’un R-espace vectoriel
G et d’une application bilinéaire S de E × F dans G , il existe une applica-
tion linéaire φ et une seule de E ⊗ F dans G telle que, pour tout élément
(x,y) ∈ E × F ,

S(x,y) = φ(x⊗ y)

On résume tout ça en disant que E ⊗ F existe à un isomorphisme près tel
que le diagramme suivant est commutatif :

E × F G

E ⊗ F
?

T

-S

�
�

�
���

φ

Nous notons E ∗ et F ∗ leur espace vectoriel dual. Pour f ∈ E ∗, g ∈ F ∗,
x ∈ E et y ∈ E , nous posons (f ⊗ g)(x,y) = f(x)g(y). Nous définissons ainsi
f ⊗ g comme une forme bilinéaire sur E × F . C’est le produit tensoriel des
deux formes f et g. Si {e1,...,ep} est une base de E ∗ et {f 1,...,f q} une base
de F ∗, alors l’espace vectoriel des formes bilinéaires sur E × F admet pour
base les pq éléments ei ⊗ f j. Par définition, l’ensemble des formes bilinéaires
sur E × F est noté E ∗ ⊗ F ∗ et appelé produit tensoriel de E ∗ et F ∗. Tout
élément T ∈ E ∗ ⊗ F ∗ s’écrit donc T = Tije

i ⊗ f j. Nous savons d’autre part
que tout vecteur de E peut être considéré comme une forme linéaire sur E ∗,
c’est à dire comme élément de E ∗∗ (en dimension finie, nous avons E ∗∗ ' E ).
Nous pouvons donc appliquer ce schéma de construction à E ∗ et E ∗ afin de
définir le produit tensoriel E ⊗ F ' E ∗∗ ⊗ F ∗∗. Une base de E ⊗ F est alors
{ei⊗fj} où {ei} et {fj} sont des bases de E et F . Nous avons alors les règles
algébriques suivantes, faciles à vérifier : si x,x1,x2 ∈ E , y,y1,y2 ∈ F et λ ∈ R,
alors
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Nous pouvons itérer ce processus et définir ainsi E ⊗ ... ⊗ E ⊗ F ⊗
... ⊗ F Pour la suite, on prendra F = E ∗ et les éléments de T sr (E ) =
E ⊗ ...⊗ E︸ ︷︷ ︸

s fois

⊗E ∗ ⊗ ...⊗ E ∗︸ ︷︷ ︸
r fois

sont des formes (r+s)-linéaires sur E ∗ ⊗ ...⊗ E ∗︸ ︷︷ ︸
r fois

⊗E ⊗ ...⊗ E︸ ︷︷ ︸
s fois

.

Un tel élément s’écrit T = T i1...isj1...jr
ei1⊗ ...⊗eis⊗ej1⊗ ...⊗ejr , c’est un tenseur

de type (s,r). Nous dirons que les coefficients T i1...isj1...jr
sont les coordonnées du

tenseur T dans la base{
ei1 ⊗ ...⊗ eis ⊗ ej1 ⊗ ...⊗ ejr , i1,...,is,j1,...,jr ∈ {1,...,p}

}
.

Effectuons un changement de base e′i = ajiej dans E . Nous avons alors e′i =
(a−1)ije

j. On montre que les coordonnées du tenseur T se transforment selon :

T ′i1...isj1...jr
= (a−1)i1k1 ...(a

−1)isks
T k1...ks

l1...lr
al1j1 ...a

lr

jr

De cette relation, nous dirons que les indices bas de T sont covariants, et les
indices hauts contravariants. Un élément de R est par convention un tenseur
de type (0,0). Ces tenseurs sont appelés des scalaires. Ces tenseurs n’ayant
pas d’indice, par la relation précédente ils sont invariants par changements
de base. C’est bien ce qu’on attend d’un scalaire. Un tenseur de type (1,0)
est bien sûr un vecteur de E , et un tenseur de type (0,1) est une forme de
E ∗. Nous dirons qu’un tenseur T = T i1...isei1 ⊗ ...⊗ eis est symétrique si Les
opérations de produit tensoriel et de contraction permettent de construire de
nouveaux tenseurs à partir de tenseurs donnés.

7.2 Formes différentielles

Définition 7.2 (Formes n-linéaires).
On appelle forme n-linéaire, toute application ϕ : E × E × ...× E︸ ︷︷ ︸

n fois

→ R qui

est linéaire par rapport à chaque composante indépendamment, i.e chaque
application

ϕi : E → R
a 7→ ϕ (x1,...,xi−1,a,xi+1,...,xn)

est linéaire ∀ (x1,...,x̂i,...,xn) ∈ En−1, ∀i ∈ {1,...,n}
L’ensemble des formes n-linéaires sur E sera noté Ln(E ).
En posant pour tout ϕ,ψ ∈ Ln(E ) et λ ∈ R :{

(ϕ+ ψ)(x1,...,xn) = ϕ(x1,...,xn) + ψ(x1,...,xn)
(λ · ϕ)(x1,...,xn) = λ× ϕ(x1,...,xn)

les applications ϕ+ ψ et λ · ϕ sont encore n-linéaires.
Muni de ces opérations, l’ensemble Ln(E ) est un R-espace vectoriel.
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Exercice 7.1. En notant L (E ,F ) le R-espace vectoriel des applications li-
néaires de E dans F , montrer que Ln+1(E ) ' L (E ,Ln(E ))

Si B = {e1,..,ed} est une base de E alors la n-linéarité de ϕ

ϕ(x1,...,xn) = ϕ

(
d∑

i1=1

λi1ei1 ,...,

d∑
in=1

λinein

)

=
d∑

i1=1

...

d∑
in=1

ϕ(ei1 ,...,ein)

=
∑

(i1,...,in)∈{1,...,d}n

λi1...in(x1)i1 ...(xn)im

où (x)j désigne la jième composante de x dans la base B.
Soit B∗ = {e∗1,..,e∗d} la base duale de B i.e la base du dual E ∗ telle que

e∗i (ej) = δij =

{
1 si i = j

0 sinon
On a (x)j = e∗j(x) donc la dernière égalité se

réécrit :

ϕ(x1,...,xn) =
∑

(i1,...,in)∈{1,...,d}n

λi1...ine
∗
i1
(x1)...e

∗
in(xn)

=
∑

(i1,...,in)∈{1,...,d}n

λi1...in
(
e∗i1 ⊗ ...⊗ e∗in

)
(x1,...,xn)

Il s’ensuit que la famille de toutes les formes n-linéaires de la forme e∗i1⊗...⊗e
∗
in

constitue une base pour Ln(E ), en particulier dimLn(E ) = (dim E )n = dn.

Action de Sn sur Ln(E )
Notons Sn le groupe des permutations de l’ensemble {1,...,n} ; posons pour
chaque σ ∈ Sn et ϕ ∈ Ln(E )

(σ · ϕ) (x1,...,xn) = ϕ(xσ(1),...,xσ(n))

L’application σ ·ϕ est une forme n-linéaire et on a définit ainsi une opération
de groupes

Sn × Ln(E ) → Ln(E )
(σ,ϕ) 7→ σ · ϕ

Définition 7.3 (Formes alternées).
Une forme n-linéaire f est dite alternée si pour toute permutation σ ∈ Sn

on a
f(x1,...,xn) = ε(σ)f(xσ(1),...,xσ(n))

ε(σ) étant la signature de σ qui est égale à (−1)ν où ν désigne le nombre
d’inversions de σ, i.e ν = card

{
(i,j) ∈ {1,...,n}2, i < j et σ(i) > σ(j)

}
.
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Exercice 7.2.
Soit f une forme n-linéaire. Montrer l’équivalence des assertions suivantes :

1. f est alternée.

2. Pour tout i,j (i 6= j) dans {1,...,n}, si xi = xj alors f(x1,...,xn) = 0.

3. Pour tout i dans {1,...,n}, si xi = xi+1 alors f(x1,...,xn) = 0.

On note par
∧n E ∗ l’ensemble des formes n-linéaires alternées sur E et

∧
E∗ =

+∞⊕
k=0

k∧
E ∗ =

n⊕
k=0

k∧
E∗.

On cherche à présent à former des éléments de
∧nE∗ à partir des éléments

de Ln(E). Par exemple, si f ∈ L2(E ), on peut définir Af(x,y) = 1
2
(f(x,y)−

f(y,x)). Alors Af ∈ L2(E ) et Af = f si et seulement si f est déjà alternée.
Plus généralement, on définit l’opérateur suivant :

Définition 7.4.
L’alternateur ou l’antisymétriseur est l’opérateur An : Ln(E ) → Ln(E ) défini
par

Anf(x1,...,xn) =
1

n!

∑
σ∈Sn

ε(σ)f(xσ(1),...,xσ(n)).

Exercice 7.3.

1. Montrer que l’opérateur An : Ln(E ) → Ln(E ) est un projecteur linéaire.
Plus précisément : An|∧n(E) = Id∧n(E) et An ◦ An = An.

2. Déduire la décomposition : Ln(E ) = kerAn ⊕
∧n(E ) en sous-espaces

Sn-invariants.

Définition 7.5 (Produit extérieur).
On définit une opération ∧ :

∧n(E ) ⊕
∧m(E ) →

∧n+m(E ) appelée “produit
extérieur” par :

f ∧ g =
(n+m)!

n! ·m!
An+m(f ⊗ g)

i.e (f∧g)(x1,...,xn+m) = 1
n!m!

∑
σ∈Sn+m

ε(σ)f(xσ(1),...,xσ(n))g(xσ(n+1),...,xσ(n+m))

On résume, dans le théorème suivant, les principales propriétés du produit
extérieur

Théorème 7.2.1.

1. L’application
{
∧ :

∧n(E )×
∧m(E ) →

∧n+m(E )
(f,g) 7→ f ∧ g est bilinéaire.

2. f ∧ g = (Anf) ∧ g = f ∧ (Amg)

3. associativité : (f ∧ g) ∧ h = f ∧ (g ∧ h)
4. anticommutativité : si f ∈

∧n(E ) et g ∈
∧m(E ) alors f∧g = (−1)nmg∧f
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Démonstration.

1. C’est immédiat, car le produit tensoriel est bilinéaire et l’antisymétri-
seur est linéaire.

2. Si σ ∈ Sn alors

[(σ · f)⊗ g](x1,...,xn,xn+1,...,xn+m) = (σ · f)(x1,...,xn)g(xn+1,...,xn+m)

= f(xσ(1),...,xσ(n))g(xn+1,...,xn+m)

= f(xσ′(1),...,xσ′(n))g(xσ′(n+1),...,xσ′(n+m))

= [σ′ · (f ⊗ g)](x1,...,xn,xn+1,...,xn+m)

où σ′ =

(
1 ... n n+ 1 ... n+m

σ(1) ... σ(n) n+ 1 ... n+m

)
donc (σ · f)⊗ g = σ′ · (f ⊗ g) avec ε(σ′) = ε(σ), par suite

An+m(Anf ∧ g) =
1

(n+m)!

∑
τ∈Sn+m

ε(τ)τ ·

[(
1

n!

∑
σ∈Sn

ε(σ)σ · f

)
⊗ g

]

=
1

(n+m)!

∑
τ∈Sn+m

ε(τ)
1

n!
τ ·

[∑
σ∈Sn

ε(σ)(σ · f)⊗ g

]

=
1

(n+m)!

∑
τ∈Sn+m

ε(τ)
1

n!
τ ·

 ∑
σ′∈Sn+m

ε(σ′)σ′ · (f ⊗ g)


=

1

(n)!

∑
σ∈Sn

1

(n+m)!

∑
τ∈Sn+m

ε(τ · σ′)(τ · σ′) · (f ⊗ g)

=
1

(n)!

∑
σ∈Sn

An+m(f ⊗ g)

= An+m(f ⊗ g)

on déduit, de la même façon, que An+m(f ⊗Amg) = An+m(f ⊗ g), d’où
le point 2.

3. à partir de la propriété précédente on a

(f ∧ g) ∧ h =
(n+m+ p)!

(n+m)!p!
An+m+p

[
(n+m)!

n!m!
An+m(f ⊗ g)⊗ h

]
=

(n+m+ p)!

n!m!p!
An+m+p [(f ⊗ g)⊗ h]

=
(n+m+ p)!

n!(m+ p)!
An+m+p

[
f ⊗ (m+ p)!

m!p!
Am+p(g ⊗ h)

]
= f ∧ (g ∧ h)
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4. Définissons σ par

σ =

(
1 ... n n+ 1 ... n+m

m+ 1 ... m+ n 1 ... m

)
alors ε(σ) = (−1)nm et on a :

[σ · (f ⊗ g)](x1,...,xn,xn+1,...,xn+m) = (f ⊗ g)(xm+1,...,xm+n,x1,...,xm)

= g(x1,...,xm)f(xm+1,...,xm+n)

= (g ⊗ f)(x1,...,xn+m)

donc σ · (f ⊗ g) = g ⊗ f , par suite

An+m(g ⊗ f) =
1

(n+m)!

∑
τ∈Sn+m

ε(τ)(τσ) · (f ⊗ g)

= ε(σ)
1

(n+m)!

∑
τ∈Sn+m

ε(τσ)(τσ) · (f ⊗ g)

= ε(σ)
1

(n+m)!

∑
ρ∈Sn+m

ε(ρ)ρ · (f ⊗ g)

= (−1)nmAn+m(f ⊗ g)

( L’application τ 7→ ρ = τ ◦ σ étant un automorphisme sur Sn+m)

Définition 7.6 (image inverse d’une forme multilinéaire).
Soient E , F deux R-espaces vectoriels et φ : E → F une application linéaire,
on définit φ∗ : Lm(F ) → Lm(E ) par

φ∗(f)(x1,...,xm) = f(φ(x1),...,φ(xm))

Théorème 7.2.2.

1. L’application φ∗ : Lm(F ) → Lm(E ) est linéaire et commute avec l’action
de Sm.

2. φ∗(f ∧ g) = φ∗(f) ∧ φ∗(g) pour tous f, g ∈ ∧(E ∗) = ⊕n=∞
n=0 ∧n (E ∗)

3. (φ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ φ∗

Démonstration. S’en convaincre est un excellent exercice.

Théorème 7.2.3.
Soient E et F deux R-espaces vectoriels de bases BE = (e1,...,en), BF =
(f1,...,fm) et de bases duales (e∗1,...,e

∗
n) et (f ∗1 ,...,f

∗
m) respectivement. Soit φ :
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E → F une application linéaire de matrice (aij)1≤i≤m,1≤j≤n, relativement aux
bases BE et BE . On a pour tout k ≤ min(n,m) :

φ∗(f ∗j1∧ ...∧f
∗
jk

) =
∑

1≤i1<...<ik≤n

( ∑
σ∈Sk

ε(σ)aj1iσ(1)
aj2iσ(2)

....ajkiσ(k)

)
(e∗1∧ ...∧e∗n)

En particulier, si n = m, alors

φ∗(f ∗1 ∧ ... ∧ f ∗n) = det(aij)e
∗
1 ∧ ... ∧ e∗n

Démonstration.

Théorème 7.2.4.
Soit E =< e1,...,en > un R-espace vectoriel de dimension n. Pour tout k > n,
∧kE ∗ = {0} et pour tout k ≤ n, ∧kE ∗ est engendré par la famille des formes
k-linéaires alternées {e∗i1 ∧ ... ∧ e

∗
ik
/ 1 ≤ i1 < ... < ik ≤ n}. En particulier,

dim∧kE ∗ = Ck
n = n!

k!·(n−k)!

Démonstration.

Définition 7.7 (formes différentielles).
On appelle C k-forme différentielle de degré r, sur une variété différentielle
M, toute application α ∈ Ωr

k(M) = C k(M , ∧r E∗)

Cohomologie de De Rham

Soit E un espace normé de dimension finie sur R, et U un ouvert de
E. On considère l’espace vectoriel Ωr

p (U) des formes différentielles sur U
de degré p et de classe C r. Soit Zr

p (U) (resp. Br
p (U) ) le sous espace de

Ωr
p (U) constitué des formes différentielles fermées (resp. exactes). L’espace

quotient : Hr
p (U) = Zr

p (U) /Br
p (U) s’appelle pième espace de cohomologie des

formes différentielles de classe C r.

Théorème 7.2.5 (Poincaré).
Si U est étoilé alors tous les espaces de cohomologie sont réduit à {0}.

7.3 Théorème de Stokes

Définition 7.8 (Ouvert à bord).
Soit M une variété et Ω un ouvert de M, on dit que Ω est un ouvert à bord
si ∀x ∈ FrΩ = Ω \ Ω, ∃(U,ϕ) carte centrée en x telle que ϕ(U ∩ Ω) =
{(x1, · · · ,xn) ∈ ϕ(U), xn > 0}
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Exercice 7.4.
Montrer que Ω est un ouvert à bord si et seulement si ∀x0 ∈ FrΩ, ∃U
voisinage ouvert de x0, f : U → R de classe C∞ tels que f(x0) = 0 et
U ∩ Ω = {x ∈ U, f(x) > 0}.
Exemples.

1. Si ϕ ∈ C k(R) alors Ω = {(x,y) ∈ R2, y < ϕ(x)} est un ouvert à bord
de R2 ∂Ω = {(x,y) ∈ R2, y = ϕ(x)}

2.

Théorème 7.3.1.
Si Ω est un ouvert à bord alors FrΩ est une hypersurface de classe C∞, sans
bord.

Démonstration.

Définition 7.9 (Orientabilité). Une variété différentielle M est dite orien-
table s’il existe sur M une n-forme ω (dite aussi forme volume) qui ne s’an-
nule jamais.

Si M est une variété connexe orientable, on peut munir l’espace des formes
volumes sur M par la relation d’équivalence suivante ω1 ∼ ω2 s’il existe f > 0
telle que ω2 = fω1. On obtient alors deux classes d’équivalences. Orienter M
sera de choisir une classe d’équivalence [ω] (une orientation).

Exercice 7.5.

1. Montrer qu’une variété différentielle est orientable si et seulement si
elle admet un atlas dont les jacobiens des fonctions de transitions sont
positifs i.e il existe sur M un atlas A = {(Ui,ϕi), i ∈ I} tel que ∀i,j ∈
I, ∀x ∈ Ui ∩ Uj det(Dϕj(x)ϕi ◦ ϕ−1

j ) > 0

2. Rn
+ est-elle une variété à bord orientable?

Théorème 7.3.2 (Stokes).
Soit M une variété différentielle de dimension n, orientable et soit Ω un ouvert
à bord de M relativement compact. Si ω ∈ Ωn−1

0 (M) tel que ω|Ω est de classe
C 1 ou bien si ω ∈ Ωn−1

1 (M) alors :
1. Si M est compacte,

∫
M

dω = 0

2.
∫
Ω

dω =
∫
∂Ω

i∗ω où i : ∂Ω → M est l’injection canonique.



Chapitre 8

Variétés Riemanniennes

8.1 Symboles de Christoffel et connexions

Une connexion Γ sur une variété différentielle M est une opération qui, à
un chemin de classe C k γ : [0,1] → M reliant x et y i.e γ(0) = x et γ(1) = y,
induit un unique isomorphisme γ̃ : TxM → TyM (holonomie en x si y = x).
On veut différencier les champs de vecteurs mais comme ils sont à valeurs
dans différents espaces tangents à des points différents.

Définition 8.1.
Une connexion linéaire sur M est la donnée d’une application bilinéaire ∇ :
X (M)×X (M) 7→ X (M) qu’on écrit (X ,Y ) 7→ ∇XY , vérifiant les propriétés:

i) ∇fXY = f∇XY pour tout f ∈ C∞(M)

ii) ∇ vérifie la règle de Leibniz: ∇X (fY ) = f∇X (Y )+X (f)Y f ∈ C∞(M).

∇XY est appelé la dérivée covariante de Y dans la direction de X .

En coordonnées locales une connexion est représentée à l’aide des sym-
boles de Christoffel Γkij. Soit x1, . . . ,xn un système de coordonnées locales
sur U ⊂ M , et soit ∂x1 , . . . ,∂xn la base associée des champs de vecteurs. En
utilisant les conventions de sommation d’Einstein, les symboles de Christoffel
sont définies par :

Γkij ∂xk
= ∇∂xi

∂xj
.

Définition 8.2.

• La torsion de ∇ est définie par :

T (X ,Y ) = ∇XY −∇Y X − [X ,Y ]

• La courbure de ∇ est définie par :

R(X ,Y ) = ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X ,Y ]
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Une connexion linéaire est dite symétrique si sa torsion est nulle. Si, en plus
sa courbure est nulle, on dit qu’elle est plate.

Exercice 8.1.
Soit G un groupe de Lie. Expliquer pourquoi on définit une connexion sur G
en posant ∇LωLξ = 1

2
[Lω,Lξ] où Lω désigne le champ de vecteur invariant

à gauche engendré par le vecteur ω ∈ g. Montrer que cette connexion est
symétrique et calculer sa courbure.

8.2 Géodésiques

8.3 Courbures

Les variétés de dimension finie sont localement euclidiennes (mais pas
globalement). On dispose d’une notion, appelée ”la courbure”, qui permet de
mesurer l’écartement de l’euclidien, dans le passage du local au global.

Définition 8.3 (Métrique Riemannienne).
Une métrique Riemannienne sur M est la donnée, pour tout x ∈ M, d’un
produit scalaire < , >x sur TxM vérifiant la propriété suivante : si X et Y
sont deux champs de vecteurs de classe C∞ sur M, x 7→< X (x),Y (x) >x est
C∞. Supposons donnée une structure Riemannienne sur une variété M de
classe C∞, connexe, séparée, et de dimension finie. Si c : [0,1] 7→ M est une
courbe de classe C∞ sur M on pose

l(c) =

∫ 1

0

√
< c′(t),c′(t) >c(t) dt

De plus, si x et y sont deux point de M on note d(x,y) = inf{l(c)} l’infimum
étant pris sur l’ensemble des chemins de classe C∞ tels que c(0) = x et
c(1) = y. On montre que la restriction de d à un domaine de carte est une
métrique compatible avec la topologie de la variété M.



Chapitre 9

Annexe

9.1 Algèbre et théorie des ensembles

Lemme de Zorn Un ensemble ordonné E est inductif si toute partie tota-
lement ordonné de E (châıne) admet un majorant. le lemme de Zorn
s’énonce alors : Tout ensemble ordonné inductif admet un élément maxi-
mal. Ce lemme est équivalent à l’axiome de choix et est d’usage constant
(voir la démonstration du théorème de Hahn-Banach, de Tychonov...)

factorisation canonique d’une application Si f : E → F est une ap-
plication entre deux ensembles E et F , elle définit sur E la relation
d’équivalence : x ∼ y ⇔ f(x) = f(y) et on a la factorisation suivante :

E F

U/∼ f(E)
?

π projection canonique

-
f

-
f

6

i injection canonique

9.2 Topologie générale

Ordre sur l’ensemble des topologies Soient sur un ensemble non videX
deux topologies τ et τ1, on dit que τ est plus fine que τ1 si τ ⊃ τ1 ceci
revient au même de dire que l’application identité IdX : (X,τ) → (X,τ1)
est continue.

Topologie engendrée par une famille Si A ⊂ P(X) il existe aux moins
une topologie sur X pour laquelle tout élément de A est ouvert (par
exemple la topologie discrète). L’intersection de toutes ces topologies
est une topologie, qui est la moins fine contenant A, appelée topolo-
gie engendrée par A et est notée τ(A). Si on note A0 l’ensemble des
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intersections de familles finies d’éléments de A et A∞ l’ensemble des
réunions quelconques d’éléments de A0 alors A∞ = τ(A).

Base d’une topologie B ⊂ P(X) est une base d’ouverts d’une topologie τ
sur X si tout élément de τ est réunion d’éléments de B, ceci équivaut à

∀U,V ∈ B, ∀x ∈ U ∩ V, ∃θ ∈ B, x ∈ θ ⊂ U ∩ V.
Il est immédiat que A0 est une base de τ(A).

Définition 9.1.
Un espace topologique X est dit

1. séparable s’il admet une partie dénombrable dense.

2. localement connexe si tout point possède un système fondamental de
voisinages connexes.

3. localement compact s’il est séparé et si tout point admet un voisinage
compact (ceci implique que tout point possède un système fondamental
de voisinages compacts).

4. σ-compact s’il est séparé et union dénombrable de compacts.

5. dénombrable à l’infini s’il est séparé et recouvert par une suite (Kn)n≥0

exhaustive de compacts i.e Kn ⊂
◦
Kn+1 .

Topologie initiale

Topologie finale

Partition de l’unité Dans toute cette section X désigne un espace topo-
logique.

support Si f : X → R est une fonction continue, on appel support de f
l’ensemble fermé supp(f) = {x ∈ X, f(x) 6= 0}, c’est le complémentaire
du plus grand ouvert dans lequel f est nulle (dit ouvert d’annulation).

famille localement finie Une famille (Uλ)λ∈Λ de parties de X est dite lo-
calement finie si pour tout x dans X, il existe un voisinage de x ne
rencontrant qu’un nombre fini de Uλ i.e

∀x ∈ X, ∃V ∈ V(x), card
(
{λ ∈ Λ, V ∩ Uλ 6= ∅}

)
< +∞

On dit de même pour une famille de fonctions continues (fi)i∈I si la
famille de leurs supports (supp(fi))i∈I est localement fini.

raffinement Un recouvrement ouvert U = (Ui)i∈I est plus fin qu’un recou-
vrement ouvert V = (Vj)j∈J , ou que U est un raffinement de V si pour
tout i il existe j tel que Vj contient Ui i.e

∀i ∈ I, ∃j(i) ∈ J Ui ⊂ Vj
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paracompact Un espace topologique est paracompact s’il est séparé et si
tout recouvrement ouvert admet un recouvrement ouvert localement
fini plus fin (i.e un raffinement localement fini).

partition de l’unité Soit U = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert localement
fini de X. Une famille {gi}i∈I de fonctions continues de X dans R est
une partition de l’unité subordonnée à U si elle vérifie les propriétés
suivantes

1. gi(x) ≥ 0 pour tout i ∈ I et tout x ∈ X
2. supp gi ⊂ Ui Pour tout i ∈ I
3.
∑
i∈I
gi(x) = 1 pour tout x ∈ X.

Voici quelques résultats très utiles

Théorème 9.2.1.

1. Si (Ai)i∈I est une famille localement finie, alors (Ai)i∈I est une famille
localement finie, et ∪i∈IAi = ∪i∈IAi

2. Si (fi)i∈I est une famille localement finie de fonctions continues alors f =∑
i∈I fi est définie et continue, de plus supp f ⊂ ∪i∈I supp fi

Théorème 9.2.2.
Pour qu’un espace topologique séparé X soit paracompact, il faut et il suffit
que tout recouvrement ouvert de X admet une partition de l’unité qui lui est
subordonnée.

Supplémentaires topologiques Soit B un espace de Banach et E un
sous-espace vectoriel de B. Le sous-espace E admet toujours un supplémen-
taire algébrique F mais, en général, l’application (x1,x2) ∈ E ×F 7→ x1 + x2

n’est pas un homéomorphisme. C’en est un si et seulement si son inverse
x 7→ (pr1(x), pr2(x)) est continu, i.e. si et seulement si les projections pr1 et
pr2 sont continues.

Définition 9.2. Soit B un espace de Banach. On dit qu’un sous-espace E
de B admet un supplémentaire topologique s’il admet un supplémentaire F
(algébrique) tel que (x1,x2) 7→ x1 +x2 soit un homéomorphisme de E×F sur
B. On dit aussi que E est un facteur direct topologique. Comme E ⊕ F '
F ⊕ E on peut inverser les roles de E et F .

Si B = E1 ⊕ E2 alors E1 et E2 sont fermés puisque Ei = pr−1
i (0). Un

projecteur p : B → B est une application linéaire telle que p ◦ p = p2 = p.

Proposition 9.1. Soient B un espace de Banach et E un sous-espace fermé
de B. Pour que E admette un supplémentaire topologique, il faut et il suffit
qu’il existe un projecteur continu p sur B tel que p(B) = E.
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Démonstration. Si E admet un supplémentaire topologique F , d’après ce
qui précède, la projection parallèlement à F est un projecteur continu sur
B d’image E. Soit p un projecteur continu sur B tel que p(B) = E. Si
F = ker p, IdB −p est un projecteur sur B d’image F ; p et IdE −p sont donc
les projecteurs associés à la décomposition de E en somme directe ; comme
ils sont continus, B est somme directe topologique de E et F .

En dimension finie les sous espaces sont fermés, les applications linéaires
sont continues ; il en résulte que tout sous-espace admet un supplémentaire
topologique. Ceci n’est pas vrai sur un Banach quelconque. On montre que
si E est de dimension finie, ou de codimension finie dans B, il admet un
supplémentaire topologique. Dans le cas des espaces de Hilbert, la situation
est bien plus simple.

Théorème 9.2.3.
Tout sous-espace fermé E d’un espace de Hilbert H admet un supplémentaire
topologique

E⊥ = {x ∈ H; < x,y >= 0 ∀y ∈ E}.

qui est appelé l’orthogonal de E dans H.
La notion de supplémentaire topologique permet de définir les submer-

sions et les immersions et donne les versions du théorème du rang en di-
mension infinie. Pour plus de détail voir Marsden, Ratiu [8] et Boubakar,
Vinel [2]

Théorème 9.2.4.
Soient E et F deux espaces de Banach, f une application linéaire continue de
E dans F , et g une application linéaire continue de F dans E

1. Pour que f admette un inverse à gauche continu, il faut et il suffit que
f soit injective et que son image admette un supplémentaire topologique
dans F .

2. Pour que g admette un inverse à droite continu, il faut et il suffit que g
soit surjective et que son noyau admette un supplémentaire topologique
dans F.

Démonstration. 1. Supposons que f est injective et que son image est fer-
mée et admet un supplémentaire topologique ; il existe donc un projec-
teur continu p de F dans F tel que p(F ) = f(E). Alors, f−1◦p : F → E
est un inverse à gauche continu de f . Réciproquement, si f admet un
inverse à gauche continu ϕ de F dans E, f ◦ϕ est un projecteur continu
d’image f(E).

2. Si g est une application linéaire surjective dont le noyau fermé admet
un supplémentaire topologique F1, soit i l’injection canonique de F1
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dans F . g ◦ i est un isomorphisme de F1 dans E et s = (g ◦ i)−1,
considérée comme application de E dans F , est un inverse à droite de
g. Réciproquement, si s est un inverse à droite continu de g, s ◦ g est
un projecteur continu de noyau ker g.

Exponentielle complexe

Théorème 9.2.5. on définit l’exponentielle complexe, qui est un morphisme de
groupes, par

f = exp : C → C?

z 7→ exp z =
∑
n≥0

zn

n!
notée aussi ez

et on a les propriétés suivantes :
1. ez1 × ez2 = ez1+z2 en particulier (ez)−1 = e−z, ∀z ∈ C.
2. cette application est surjective et périodique de période 2πi et ker(exp) =

2πiZ.
3. c’est un C∞ revêtement et ∀z = reiθ ∈ C?, log z = log r+ iθ+ i2πn, n ∈

Z.

Démonstration. L’application est bien définie car la série converge uniformé-
ment sur tout compact de C.

1.

ez1 × ez2 =

(∑
n≥0

zn1
n!

)
×

(∑
n≥0

zn2
n!

)
=

∑
n≥0

(
n∑
k=0

zn−k1

(n− k)!
· z

k
2

k!

)

=
∑
n≥0

1

n!

(
n∑
k=0

Ck
nz

n−k
1 · zk2

)

=
∑
n≥0

(z1 + z2)
n

n!
= ez1+z2

donc pour tout z dans C ez est inversible, i.e exp(C) ⊂ C∗ et (ez)−1 =
e−z.

2. On a ez = 1 ⇔ e<ez ·eiImz = 1 ⇔ <ez = 0 et Imz = 2nπ (n ∈ Z) donc le
noyau est donné par ker(exp) = {z ∈ C, exp z = 1} = 2πiZ, la fonction
exponentielle est donc périodique de période r = 2πi. Montrons que f
est surjectif. Comme la restriction de f à Uz0 = {z ∈ C, |z − z0| ≤ π

2
}

est un homéomorphisme sur son image pour tout z0 ∈ C, f est un
homéomorphisme local donc c’est une application ouverte, par suite



f(C) est un sous-groupe ouvert de C∗. On déduit, par connexité de C∗,
que f(C) = C∗, en effet si H = C∗\f(C) 6= ∅ et comme H =

⋃
z∈H

z·f(C),

H serais un ouvert non vide de C∗ et C∗ = H ∪ f(C) ce qui contredit
la connexité de C∗, donc H = ∅ et f est surjectif.

3.

9.3 Problème de Cauchy

Soit f : U ⊂ R×B → B une fonction continue à valeur dans un Banach
B, on considère l’équation différentielle

dx

dt
= f(t,x) (9.1)

Une fonction différentiable ϕ : I ⊂ R → B est dite solution de l’équation (9.1)
si : {

i) (t,ϕ(t)) ∈ U pour tout t ∈ I
ii) ϕ′(t) = f(t,ϕ(t)) pour tout t ∈ I

Si ϕ est une solution de l’équation (9.1) et si f est de classe C k alors ϕ est
de classe C k+1.

Exemples. x′(t) = x(t) admet une infinité de solutions : x(t) = aet, a ∈ R.
Si on se donne la condition initiale x(0) = x0, alors le problème admet une
unique solution x(t) = x0e

t.

La question “naturelle” qui se posent est : quels sont les conditions pour
que l’équation (9.1) admet une unique solution? la réponse est donnée dans
le théorème suivant :

Théorème 9.3.1 (Cauchy-Lipschitz).
Soit f : (t,x) ∈ U ⊂ R × B 7→ f(t,x) ∈ B une fonction continue à valeur
dans un Banach B. Si f est localement Lipschitzienne par rapport à x alors le
problème de Cauchy :

(P) :


dx

dt
= f(t,x)

x(t0) = x0

(9.2)

admet une unique solution définie sur un voisinage de t0.

Démonstration.
Avant de montrer ce théorème précisons quelques notations

∃α > 0, ∃r > 0, ∀t ∈]t0 − α,t0 + α[,

∀(x,y) ∈ B(x0,r)×B(x0,r), ∃k > 0, ‖f(t,x)− f(t,y)‖ ≤ k‖x− y‖
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Ω =]t0 − h,t0 + h[×B(x0,r) ⊂ U est appelé cylindre de sécurité, quitte à
diminuer α et r on peut supposer Ω ⊂ U et on pose M = sup

(t,x)∈Ω

‖f(t,x)‖

Remarquons tout d’abord que :

x solution de (P) ⇔ x(t) = x0 +
t∫
t0

f(s,x(s))ds

⇔ x point fixe de T où Tx(t) = x0 +
t∫
t0

f(s,x(s))ds

Le problème sera donc de construire un espace complet, là où l’opérateur T
est contractant, et de conclure grâce au théorème du point fixe. Soit h =
min(α, r

M
) et considérons l’espace

E =

{
x ∈ C

(
[t0 − h,t0 + h],B(x0,r)

)
, sup
|t−t0|≤h

‖x(t)− x0‖ ≤Mh

}
Il est claire que E est un espace de Banach, pour la norme ‖x − y‖E =
sup

|t−t0|≤h
‖x(t) − yt‖B, c’est la boule fermée de C

(
[t0 − h,t0 + h],B(x0,r)

)
. Si

x ∈ E alors t 7→ Tx est continue et

sup
|t−t0|≤h

‖Tx(t)− x0‖ = sup
|t−t0|≤h

‖
∫ t

t0

f(s,x(s))ds‖

≤ sup
|t−t0|≤h

∫ t

t0

‖f(s,x(s))‖ds

≤ sup
|t−t0|≤h

‖f(t,x(t))‖ × sup
|t−t0|≤h

∫ t

t0

ds

≤Mh i.e Tx ∈ E

D’autre part pour h assez petit T est contractant, en effet

‖Tx− Ty‖ = sup
|t−t0|≤h

‖
∫ t

t0

f(s,x(s))− f(s,y(s))ds‖

≤ sup
|t−t0|≤h

∫ t

t0

‖f(s,x(s))− f(s,y(s))‖ds

≤ sup
|t−t0|≤h

∫ t

t0

k‖x(s)− y(s)‖ds

≤ k

∫ t

t0

ds× sup
|t−t0|≤h

‖x(t)− y(t)‖

≤ kh‖x− y‖
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Si on choisit h assez petit pour que kh < 1 alors T sera contractant et
admettra un unique point fixe (unique solution de (P)). Une autre méthode,
plus subtile, pour prouver l’existence et l’unicité locale de la solution de
(P) consiste à montrer l’existence d’un point fixe d’un itéré T n0 de T et
ceci pour tout h = min(α, r

M
) indépendamment de k. On prétend que ∀n ≥

0, ‖T nx(t)− T ny(t)‖ ≤ kn|t−t0|n
n!

‖x− y‖ en effet, par récurrence

‖T n+1x(t)− T n+1y(t)‖ = ‖
∫ t

t0

f(s,T nx(s))− f(s,T ny(s))ds‖

≤
∫ t

t0

‖f(s,T nx(s))− f(s,T ny(s))‖ds

≤
∫ t

t0

k‖T nx(s)− T ny(s)‖ds

≤ k

∫ t

t0

kn|s− t0|n

n!
‖x− y‖ds

≤ kn+1|t− t0|n+1

(n+ 1)!
‖x− y‖

on déduit que ∀n ≥ 0, ‖T nx−T ny‖ ≤ (kh)n

n!
‖x−y‖ et comme limn→+∞

(kh)n

n!
=

0 alors à partir d’un certain rang n0, T
n0 devient contractant et admet donc

un unique point fixe x qui est aussi point fixe de T , car Tx = T (T n0x) =
T n0(Tx) i.e Tx point fixe de T n0 et par unicité du point fixe Tx = x.

Définition 9.3 (Solutions maximales). Un couple (I,x), où I est un in-
tervalle et x une solution du problème de Cauchy (9.2) sur I, est appelé
solution maximale s’il n’existe pas d’intervalle strictement plus grand que I
sur lequel x est solution.

L’unicité a pour conséquence le résultat suivant.

Proposition 9.2. Sous les hypothèses du théorème de Cauchy-Lipschitz 9.3.1,
pour tout (t0,x0) dans U il existe une unique solution maximale (I,x) de
condition initiale (t0,x0).

Démonstration. Soit (Iα,xα) toutes les solutions de condition initiale (t0,x0).
On a d’après l’unicité locale de la solution xα |(Iα∩Iβ) = xβ |(Iα∩Iβ), ce qui
permet de poser I =

⋃
Iα et x|Iα = xα. I est bien un intervalle (réunion de

connexes deux à deux non disjoints) et x est unique. L’existence de x est
assurée par le lemme de Zorn.

Théorème 9.3.2 (Principe des majorations a priori).
On suppose que U est de la forme U = R × Ω. Si x : ]T−,T+[→ U est une
solution maximale, alors,

• ou bien T+ = +∞,
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• ou bien pour tout compact K de Ω il existe ε > 0 tel que pour tout
t ∈]T+ − ε,T+[ on a x(t) 6∈ K.

La conclusion est analogue concernant T−.
Autrement dit une solution maximale qui cesse d’exister au bout d’un

temps fini se rapproche de la frontière de U lorsque t tend vers T+.

Démonstration.

Une forme affaiblie de ce principe peut s’énoncer de la façon suivante :
supposons qu’on peut montrer que la solution maximale issue d’un point
x reste confinée dans un compact de Ω tant qu’elle est définie, alors cette
solution est définie pour tous les temps positifs.

Exercice 9.1. Montrer que les solutions maximales de : ẋ(x− sin x cosx) =
sin t cos t sont définies sur R tout entier. (Indication : considérer u = x2 +
cos2 x.)

Corollaire 7. Si il existe un compact K de Rn tel que R ×K ⊂ Ω et pour
tout (t,x) ∈ Ω, x 6∈ K on a f(t,x) = 0 (c’est à dire si f est à support compact
en x, indépendant de t), alors toutes les solutions maximales sont définies
sur R en entier.

Corollaire 8. Si Ω = R × Rn et si il existe deux constantes A et B telles
que pour tout (t,x) ∈ Ω on a ‖f(t,x)‖ ≤ A‖x‖+B, alors toutes les solutions
maximales sont définies sur R en entier.
En particulier c’est le cas si f est bornée, ou si f est globalement lipschit-
zienne en x.

Définition 9.4 (Champ de vecteurs).
Soit U un ouvert de Rn, un champ de vecteurs de classe C k sur U est une
application de classe C k de U dans Rn. On note par Γ(U) l’ensemble des
champs de vecteurs sur U .

§ Un champ de vecteurs sur une variété différentielle M est une application X :
M → TM (fibré tangent de M) de classe C k telle que ∀x ∈ M, X(x) ∈ TxM

(espace tangent à M en x). voir le cours de la géométrie différentielle.

Si X ∈ Γ(U) est un champ de vecteurs de classe C 1 sur un ouvert U de
Rn et si a ∈ U , on leur associe le problème de Cauchy

(Pa) :

{
dx
dt
|t=s = X(x(s))

x(0) = a

Si (x,Ia) est l’unique solution maximale de (Pa) on définit le flot {φt}t∈Ia de
X par

φt : U → U
a 7→ φt(a) = x(t)
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Propriétés du flot

1. φ0 = IdU
2. ∀t,s ∈ Ia si t+ s ∈ Ia alors φt+s = φt ◦ φs
3. ∀s ∈ Ia, X(x(s)) = dφt(a)

dt
|t=s en particulier pour s = 0 X(a) =

dφt(a)
dt

|t=0

Démonstration. 1. ∀a ∈ U, φ0(a) = x(0) = a i.e φ0 = IdU
2. φt+s(a) = x(t+ s) = y1(t) avec

• x solution maximale de (Pa) :

{
dz
dt
|t=s = X(z(s))

z(0) = a

• y1 solution maximale de (Px(s)) :

{
dz
dt
|t=s = X(z(s))

z(0) = x(s)

d’autre part φt ◦ φs(a) = φt(φs(a)) = φt(x(s)) = y2(t) avec y2 solution
maximale de (Px(s)) et par unicité y1 = y2 i.e si t + s ∈ Ia, φt+s(a) =
φt ◦ φs(a).

3. Ça résulte de la définition

φt(a) = x(t)
dx
dt
|t=s = X(x(s))

}
⇒ X(x(s)) =

dφt(a)

dt
|t=s



Chapitre 10

Solutions des exercices

Chapitre 1

Solution de l’exercice. (1.4, page 17)

1. F est une application n-linéaire donc différentiable et sa différentielle
est :
DAF (H) = D(A1,...,An) det(H1,...,Hn) = det(H1,A2...,An)+...+det(A1,...,An−1,Hn)

2. Si φ(H) = AH alors

DAF (AH) = DaF (φ(H))

= DId(F ◦ φ)(H) (car φ est linéaire et φ(Id) = A)

= DId(detA× F (H)) (car det(AH) = detA · detH)

= detA×DIdF (H)

d’autre part si H = (H1,...,Hn) où Hj = (h1j,...,hnj) est la jième colonne
de H alors

F (Id +H)− F (Id) = det(e1 +
n∑
k=1

hk1ek,...,en +
n∑
k=1

hknek)− det(e1,...,en)

= det((1 + h11)e1,...,(1 + hnn)en)− 1

=
n∏
i=1

(1 + hii)− 1

=
n∑
i=1

hii + o(‖H‖)

donc DIdF (H) = trH, DAF (AH) = detA · trH et si A est inversible
DAF (H) = detA · trA−1H
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3.

DAF (H) = det(H1,A2...,An) + ...+ det(A1,...,An−1,Hn)

=
n∑
k=1

hk1 det(e1,A2...,An) + ...+
n∑
k=1

hkn det(A1,A2...,en)

=
n∑
k=1

hk1(−1)k+1 detAk1 + ...+
n∑
k=1

hkn(−1)k+n detAkn

où Aij est le mineur d’ordre n− 1 obtenu en supprimant la iième ligne
et la jième colonne de la matrice A.

detAij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . . . . a1(j−1) a1(j+1) . . . . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a(i−1)1 . . . . . . a(i−1)(j−1) a(i−1)(j+1) . . . . . . a(i−1)n

a(i+1)1 . . . . . . a(i+1)(j−1) a(i+1)(j+1) . . . . . . a(i+1)n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . . . . an(j−1) an(j+1) . . . . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)i+j det(A1,...,Aj−1,ei,Aj+1,...,An)

d’autre part :

ÃH = ((−1)i+j detAij)1≤i,j≤n · (hij)1≤i,j≤n = (cij)1≤i,j≤n

=

(
n∑
k=1

(−1)i+k(detAik) · hkj
)

1≤i,j≤n

donc

tr(ÃH) =
n∑
i=1

cii =
n∑
i=1

(
n∑
k=1

(−1)i+k detAikhki)

=
n∑
k=1

(−1)k+1 detA1khk1 + ...+
n∑
k=1

(−1)k+n detAnkhkn

i.e DAF (H) = tr(ÃH) et on retrouve les résultats de la question pré-
cédente.

Solution de l’exercice.

1. Soit M ∈ M(m × n,R), rangM ≥ k si et seulement s’il existe un
mineur d’ordre k de déterminant non nul, i.e ∃(I,J) ⊂ {1,...,m} ×
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{1,...,n}, |I| = |J | = k, detMI,J 6= 0 où MI,J est la matrice k×k obte-
nue en supprimant les lignes Li(M), i 6∈ I et les colonnes Ci(M), i 6∈ J .
Cette opération est une application continue.

πI,J : M(m× n,R) → M(k × k,R) application linéaire
M 7→ MI,J donc continue

Comme rangM ≥ k ⇔ det πI,J(M) 6= 0 il en résulte que

Ak =
⋃

(I,J)⊂{1,...,m}×{1,...,n}
|I|=|J |=k

(det ◦πI,J)−1(R∗) est un ouvert deM(m×n,R)

2. Soit x0 ∈ Bk, rangDx0f = r ≥ k si et seulement s’il existe un mineur
d’ordre r de déterminant non nul i.e ∃(I0,J0) ⊂ {1,...,m}×{1,...,n}, |I0| =
|J0| = r, det(Dx0f)I0,J0 6= 0 (et aucun mineur d’ordre supérieur à r de
déterminant non nul). par continuité de l’application x 7→ det ◦πI0,J0(Dxf)
on déduit que : ∃V ∈ V(x0), V ⊂ U tel que det πI0,J0(Dxf) 6= 0, ∀x ∈ V
i.e rangDxf ≥ k, ∀x ∈ V (on référera à cette propriété en disant
que le rang est semi-continu inférieurement). Bk est alors voisinage de
chacun de ses points donc ouvert.

3.

Solution de l’exercice.
φin+1 = φin (1 ≤ i ≤ n− 1)
φnn+1 = cos θ×φnn
φn+1
n+1 = sin θ×φnn

Dφn+1

D(r,θ1,...,θn−1,θ)
=


D(φ1

n+1,...,φ
n−1
n+1)

D(r,θ1,...,θn−1)

∂(φ1
n+1,...,φ

n−1
n+1)

∂θ
D φn

n+1

D(r,θ1,...,θn−1)

∂φn
n+1

∂θ
D φn+1

n+1

D(r,θ1,...,θn−1)

∂φn+1
n+1

∂θ

 =


D(φ1

n,...,φ
n−1
n )

D(r,θ1,...,θn−1)

∂(φ1
n,...,φ

n−1
n )

∂θ
D(cos θ×φn

n)
D(r,θ1,...,θn−1)

∂(cos θ×φn
n)

∂θ
D(sin θ×φn

n)
D(r,θ1,...,θn−1)

∂(sin θ×φn
n)

∂θ



=


D(φ1

n,...,φ
n−1
n )

D(r,θ1,...,θn−1)

0
...
0

cos θ × D φn
n

D(r,θ1,...,θn−1)
− sin θ × φnn

sin θ × D φn
n

D(r,θ1,...,θn−1)
cos θ × φnn


en développant le déterminant par rapport à la dernière colonne on obtient :∣∣∣ D φn+1

D(r,θ1,...,θn−1,θ)

∣∣∣ = cos2θ×φnn
∣∣∣ D φn

D(r,θ1,...,θn−1)

∣∣∣+sin2θ×φnn
∣∣∣ D φn

D(r,θ1,...,θn−1)

∣∣∣ = φnn

∣∣∣ D φn

D(r,θ1,...,θn−1)

∣∣∣
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Chapitre 2

1ier Examen

Exercice 10.1.
Soit Γ une hypersurface compacte, de classe C∞ de Rn. On considère l’en-
semble :

Uδ = {z ∈ Rn, d (z,Γ) < δ}
où d (z,Γ) = inf

x∈Γ
‖z − x‖ est la distance euclidienne de z à Γ dans Rn

1. Montrer que pour tout z ∈ Uδ, il existe p ∈ Γ tel que : d(z,Γ) = ‖z−p‖.
2. Si x ∈ Γ on note par η (x) le vecteur normal unitaire extérieur, i.e

η (x) ∈ (TxΓ)⊥,
‖η (x)‖ = 1 tels que la base {η (x),v1,...,vn−1} soit directe ({v1,...,vn−1}
étant une base de TxΓ). Soit (U ∩ Γ,ϕ|U∩Γ) une carte en x ∈ Γ et soit
V = π|Rn−1(ϕ(U)), montrer que

F : V × R → Rn

(s,t) 7→ ϕ−1((s,0)) + t η (ϕ−1(s,0))

est un C∞-difféomorphisme au voisinage de (s,0).

3. Montrer que pour tout a ∈ Γ il existe Ua ∈ V(a), et εa > 0 tels que :

F̃ : (Ua ∩ Γ)×]−εa, εa[ → Uεa

(x,t) 7→ x+ t η (x)

est un C∞-difféomorphisme.

4. Déduire, par compacité de Γ, qu’il existe δ0 > 0 tels que ∀δ ≤ δ0, ∀z ∈
Uδ, ∃!(p,t) ∈ Γ×]−δ, δ[ (unique), de sorte que z = p+ t η (p). Faire une
illustration graphique de ce résultat. (Uδ est appelé voisinage tubulaire
de la surface Γ).

Exercice 10.2.
Soit f une application de classe C 1 d’un ouvert Ω de Rn dans Rm et soit Σ
une sous-variété de Rm. On suppose que f est transverse à Σ, c’est-à-dire :

∀a ∈ Ω, f(a) 6∈ Σ ou Tf(a)Σ + Im(Daf) = Rm

1. Soit x ∈ f−1(Σ) et (V,φ) une carte en f(x) ∈ Σ telle que φ(V ∩ Σ) =
φ(V )∩(Rk×0m−k) où k est la dimension de Σ. Montrer que l’application
suivante :
π2 ◦ φ ◦ f : f−1(V )

f→ V
φ→ φ(V ) ⊂ Rk × Rm−k π2→ Rm−k est une

submersion.
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2. Montrer, à l’aide du théorème du rang constant, que f−1(Σ) est une
sous-variété de Rn et que codim f−1(Σ) = codim Σ.

3. En déduire que si f est une submersion alors ∀x ∈ f(Ω), f−1(x) est
une sous-variété de Rn, de dimension n−m.

Corrigé du 1ier examen

Exercice 10.3.
Soit Γ une hypersurface compacte, de classe C∞ et soit Uδ = {z ∈ Rn, d (z,Γ) <
δ} où d (z,Γ) = inf

x∈Γ
‖z − x‖ est la distance euclidienne de z à Γ dans Rn

1. Comme l’application a 7→ ‖z−a‖ est continue sur Rn sa restriction à Γ
est bornée et réalise ses bornes, donc ∃p ∈ Γ, infx∈Γ ‖z−x‖ = ‖z−p‖.
Ce point p n’est pas nécessairement unique.

2. Soit x ∈ Γ et soit η (x) le vecteur normal unitaire extérieur, i.e η (x) ∈
(TxΓ)⊥,
‖η (x)‖ = 1 tels que la base {η (x),v1,...,vn−1} soit directe ({v1,...,vn−1}
étant une base de TxΓ). Soit (U ∩ Γ,ϕ|U∩Γ) une carte en x ∈ Γ et soit
V = π|Rn−1(ϕ(U)) i.e ϕ : U → ϕ(U) est un C∞ difféomorphisme et
ϕ(U ∩ Γ) = ϕ(U) ∩ (Rn−1 × {0}) = V × {0} considérons

F : V × R → Rn

(s,t) 7→ ϕ−1((s,0)) + t η (ϕ−1(s,0))

on a D(s,0)F =
(

Dϕ−1

D(s1,...,sn−1)
(s,0) η (ϕ−1(s,0))

)
comme la famille {∂ϕ−1

∂s1
(s,0),..., ∂ϕ

−1

∂sn−1
(s,0)}

est libre (car elle engendre l’espace tangent à Γ en x, TxΓ qui est de
dimension n−1), TxΓ = (Dxϕ)−1(Rn−1×{0}) = D(s,0)ϕ

−1(Rn−1×{0})
et η(x) ∈ (TxΓ)⊥ donc la famille {∂ϕ−1

∂s1
(s,0),..., ∂ϕ

−1

∂sn−1
(s,0),η (ϕ−1(s,0))} est

libre, elle forme donc une base de Rn, par suite detD(s,0)F 6= 0, D(s,0)F
est inversible, et par le théorème d’inversion locale F est un C∞ difféo-
morphisme sur un voisinage de (s,0). i.e ∀s0 ∈ V, ∃V0 ∈ Vs0 (V0 ⊂ V )
∃ε > 0 (ε = ε(s0)) tel que

F : V0×]−ε,ε[ → Uε
(s,t) 7→ ϕ−1((s,0)) + t η (ϕ−1(s,0))

est un C∞ difféomorphisme.

3. On déduit que ∀a ∈ Γ, ∃Ua voisinage ouvert de a, ∃εa > 0 tel que

F̃ : (Ua ∩ Γ)×]−εa, εa[ → Uεa

(x,t) 7→ x+ t η (x)

qui est F ◦(ϕ×Id) i.e F̃ (x,t) = F (ϕ(x),t), est un C∞-difféomorphisme.
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4. Comme Γ = ∪a∈Γ(Ua∩Γ) alors par compacité de Γ, il existe {ai}mi=1 ⊂ Γ
telle que Γ = ∪mi=1(Uai

∩ Γ). Si on prend δ = min1≤i≤m εi alors ∀δ ≤
δ0, ∀z ∈ Uδ, ∃!(p,t) ∈ Γ×]−δ, δ[ (unique), de sorte que z = p + t η (p).
Voir figure (10.1), page 91.

Ω

Γ

Uδ

Fig. 10.1 – voisinage tubulaire

Exercice 10.4.
Soit f une application de classe C 1 d’un ouvert Ω de Rn dans Rm et soit Σ
une sous-variété de Rm de dimension k. On suppose que f est transverse à
Σ, c’est-à-dire :

∀a ∈ f−1(Σ), Tf(a)Σ + Im(Daf) = Rm (10.1)

1. Si a ∈ f−1(Σ) et (V,φ) une carte en f(a) tel que φ(V ∩Σ) = φ(V )∩(Rk×
{0m−k}) alors π2◦φ◦f : f−1(V )

f→ V
φ→ φ(V ) ⊂ Rk×Rm−k π2→ Rm−k est

une submersion. En effet, comme Tf(a)Σ = (Df(a)φ)−1(Rk×{0m−k}) et
comme Df(a)φ est un isomorphisme sur Rm alors on a les équivalences :

l’hypothèse de transversalité (10.1) ⇔ Rm = (Df(a)φ)−1(Rk × {0m−k}) +Daf(Rn)
⇔ Rm = Rk × {0m−k}+Da(φ ◦ f)(Rn)

Comme kerπ2 = Rk×{0m−k} et π2 est surjective alors Rm−k = π2(Rm) =
π2 ◦Da(φ ◦ f)(Rn) il en résulte que : Da(π2 ◦φ ◦ f) = π2 ◦Da(φ ◦ f) est
surjective i.e π2 ◦ φ ◦ f est une submersion en a.
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2. Par le théorème du rang constant, ∃Ua ∈ V(a), ∃ϕa : Ua → W un C 1

difféomorphisme tel que :

(
(π2◦φ◦f)◦ϕ−1

a

)
(x1,...,xn) = (x1,...,xm−k), il

s’en suit alors que ϕa(Ua∩f−1(V )) = W∩(Rn−m+k×{0m−k}) i.e f−1(Σ)
est une sous-variété de Rn, au voisinage de chacun de ses points, de
codimension m− k.

3. Si f est une submersion sur Ω alors f est transverse à la sous-variété
Σ = {x}, ∀x ∈ f(Ω), de dimension 0, car Rm = ImDxf = TxΣ +
ImDxf donc ∀x ∈ f(Ω), f−1(x) est une sous-variété de Rn, de codi-
mension m, i.e de dimension n−m.

Deuxième Examen

Exercice 10.5.
Soient e3 le vecteur (0,0,1), et f : S2 → R l’application donnée par f(x) =<
x,e3 > .

1. Donnez l’expression de ∇f(x), pour tout x de S2.

2. Déterminez les courbes intégrales de X(x) = − ∇f(x)

‖∇f(x)‖2

3. En notant φt le flot au temps t de X, déterminez φt
(
{x2 + y2 = 1, z =

0}
)
.

Exercice 10.6.

Soit H l’ensemble formé des matrices de la forme :

1 x z
0 1 y
0 0 1

 avec x,y,z ∈

R.

1. Montrer que H est un groupe de Lie connexe (dit groupe de Heisenberg).

2. Montrer que son algèbre de Lie g admet une base {u,v,w} vérifiant la
table de multiplication : [u,v] = w, [u,w] = 0, [v,w] = 0.

3. Montrer que l’application suivante :

(1 a c
0 1 b
0 0 1

 ,

xy
z

) 7→
 x+ a

y + b
ay + z + c


définit une opération de H sur R3
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Exercice 10.7.
Soit M une variété différentielle, et soient X(1),X(2),...,X(n), n champs de
vecteurs sur M formant une base de TxM en tout point x de M .

1. Montrer que TM est difféomorphe à M × Rn. (Si u =
∑n

k=1 ukX
(k)

considérer

Φ : u ∈ TM 7→ (π(u),u1,...,un) ∈M × Rn

où π : TM → M est la projection du fibré tangent TM sur la variété
M)

2. Montrer que ce résultat est vrai sur tout groupe de Lie de dimension
finie.

Corrigé du deuxième Examen

Exercice 10.8.

1. H est un groupe (pour le produit matriciel), si A (x1,y1,z1), A (x2,y2,z2)
dans H alors A (x1,y1,z1)A (x2,y2,z2) = A (x1 + x2,y1 + y2,z1 + z2 + x1y2) ∈
H,IdR3 = A (0,0,0) ∈ H et A−1 (x,y,z) = A (−x,− y,− z + xy) ∈ H et
comme les deux applications

φ1 : GL (n,R)×GL (n,R) → GL (n,R) et φ2 : GL (n,R) → GL (n,R)
(A,B) 7−→ AB A 7−→ A−1

sont de classe C∞, donc aussi par restriction sur H.
H est connexe, image de R3 par l’application continue ϕ : (x,y,z) 7→1 x z

0 1 y
0 0 1

, on peut montrer aussi que H est convexe.

2. Une simple récurrence sur n montre que1 x z
0 1 y
0 0 1

n

=

1 nx nz + n(n−1)
2

xy
0 1 ny
0 0 1


pour n ≥ 0 et pour n ≤ 0 il suffit de remarquer que A−n = (A−1)

n
. Soit

A (x,y,z) ∈ H

expA =
∑
n≥0

An

n!
=
∑
n≥0

1 nx nz + n(n−1)
2

xy
0 1 ny
0 0 1

 =

e ex ez + e
2
xy

0 e ey
0 0 e

 = e

1 x z + xy
2

0 1 y
0 0 1


Exercice 10.9.

1. L’ensemble de points Σ = {(x,y,z) ∈ R3, x2 + y2 + z2 = 1 et x +
y + z = 1} représente l’intersection de la sphère unité S2 avec le plan
(π) : x+ y + z = 1 qui passe par les points (1,0,0) , (0,1,0) et (0,0,1)
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2.
f : R3 → R2

(x,y,z) 7→ (x2 + y2 + z2 − 1,x+ y + z − 1)
est de classe C∞

et la différentielle D(x0,y0,z0)f =

(
2x0 2y0 2z0

1 1 1

)
est de rang 2 si

et seulement si l’un des déterminants suivants est non nul : A1 =∣∣∣∣2x0 2y0

1 1

∣∣∣∣ , A2 =

∣∣∣∣2x0 2z0

1 1

∣∣∣∣ et A3 =

∣∣∣∣2y0 2z0

1 1

∣∣∣∣
A1 = A2 = A3 = 0 ⇔ 2 (x0 − y0) = 2 (x0 − z0) = 2 (y0 − z0) = 0 ⇔
x0 = y0 = z0 comme ∀x ∈ R, (x,x,x) /∈ Σ f est alors une submersion
et Σ = f−1 (0) est une sous-variété de R3 de classe C∞ et de dimension

1. En fait Σ est le cercle de centre
(

1
3
,1
3
,1
3

)
est de rayon r =

√
2
3

déssiné

sur le plan (π).

3.

T(1,0,0)Σ = kerD(1,0,0)f =

{
(x,y,z) ∈ R3,

(
2 0 0
1 1 1

)xy
z

 =

(
0
0

)}
= {(x,y,z) ∈ R3, (2x,x+ y + z) = (0,0)} = {(0,y,− y) , y ∈ R} = 〈(0,1,− 1)〉

droite dérigée par le vecteur (0,1,− 1).

Exercice 10.10.

1. xRy dans [0,1] ⇔ x = y ou |y − x| = 1 est une relation d’équivalence
sur [0,1] car
∀x ∈ [0,1] x = x i.e xRx et R est réflexive.
xRy ⇔ x = y ou |y − x| = 1 ⇔ y = x ou |x− y| = 1 et R est
symétrique.(
xRy
yRz

)
⇔
(
x = y ou |y − x| = 1
y = z ou |z − y| = 1

)
⇔ x = z ou |z − x| = 1 et R

est transitive.

2.
Si f : [0,1] → S1

x 7→ (cos 2πx, sin 2πx)
alors f est surjective et continue,

de plus
xRy ⇔ f (x) = f (y) (les valeurs de f sont distinctes sur ]0,1[ et
f (0) = f (1)). en passant au quotient F : [0,1] /R → S1 F (x̄) = f (x)
qui est bien définie et bijective est continue car si U est un ouvert de
S1 alors f−1 (U) = π−1 (F−1 (U)) est un ouvert de [0,1] donc F−1 (U)
est un ouvert de [0,1] /R par définition même de la topologie quotient
(voir la notion de topologie finale). F est en plus fermée, en effet soit
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V un fermé de [0,1] /R comme F (V ) = f (π−1 (V )), π est continue
et f est fermée (car continue sur un compact) F (V ) est alors fermé.
Une autre façon de voir que F est fermée est de remarquer que [0,1] /R
est compact (image du compact [0,1] par l’application continue π) et
F est continue sur ce compact. F est l’homéomorphisme cherché entre
[0,1] /R et S1.

3. [0,1] /R est donc compact et connexe. Par transport de structures [0,1] /R
est une variété de dimension 1, de classe C∞. Si A = {(Ui,ϕi) , i ∈ I}
est un C∞ atlas sur S1 alors Ā = {(F−1 (Ui) ,ϕi ◦ F ) , i ∈ I} est un
C∞ atlas sur [0,1] /R.

Exercice 10.11.
M variété différentielle de dimension finie n, séparée et connexe. f ∈ C 1 (M,M) , f◦
f = f

1. Si on pose Σ = f (M) alors Σ = {x ∈ M, f (x) = x} (ensemble des
points fixes de f). En effet si x = f (x) alors x ∈ f (M), d’autre part
si y ∈ f (M) alors ∃x ∈ M, y = f (x), par suite f (y) = f (f (x)) =
f (x) = y d’où l’égalité cherchée.

2. ∀a ∈ Σ, Taf = Ta (f ◦ f) = Tf(a)f ◦ Taf = Taf ◦ Taf le même
argument de la question précédente montre que ImTaf = Taf (TaM) =
{u ∈ TaM, Taf (u) = u} = ker (idTaM − Taf) (ensemble des points fixes
de Taf).

3. le 1er théorème d’isomorphisme donne Rn ' TaM ' ker (idTaM − Taf)⊕
Im (idTaM − Taf)

donc n = dimM = dimTaM = dim ker (idTaM − Taf) + rang (idTaM − Taf)

= rang Taf + rang (idTaM − Taf)

l’application rang est semi-continue inférieurement. i.e ∀a ∈ Σ, ∃Ua
voisinage de a dans M tel que ∀x ∈ Ua, rang Txf ≥ rang Taf et
rang (idTxM − Txf) ≥ rang (idTaM − Taf) comme la somme reste constante
alors nécessairement rang Taf est constant sur Ua. l’application a 7→
rang Taf est donc localement constante sur le connexe Σ elle est alors
constante et posons rang Taf = p (Σ est en fait connexe comme image
du connexe M par l’application continue f).

4. ∀x ∈M Txf = Tx (f ◦ f) = Tf(x) ◦ Txf donc rang Txf ≤ rang Tf(x)f =
p, d’autre part ∀a ∈ Σ, ∃Ua voisinage de a dans M tel que ∀x ∈
Ua rang Txf ≥ rang Taf = p donc ∀x ∈ U =

⋃
a∈Σ

Ua rang Txf = p.

Le théorème du rang constant donne alors : ∀a ∈ U, ∃ (Ua,ϕ) carte en
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a, ∃ (Va,φ) carte en f (a) tel que φ◦f ◦ϕ−1est de la forme (x1,...,xn) 7→
(x1,...,xp,0,...,0) de là en déduit que f : Ua → f (Ua) ⊂ Va est ouverte,
que φ : f (Ua) → φ (f (Ua)) est un C 1 difféomorphisme entre un voi-
sinage de f (a) et un voisinage de 0 dans Rn (car φ : Va → φ (Va) est
non seulement un homéomorphisme mais un C 1 difféomorphisme) de
plus φ (f (Ua) ∩ Σ) = φ (f (Ua))∩ (Rp × 0) donc Σ est une sous-variété
de M fermée et connexe, de classe C 1 et de dimension p.

Exercice 10.12.

1. Si f ∈ C 1 (M,N) entre deux variétés différentielles avec dimM = m
et dimN = n l’expression locale de Txf permet de ramener le problème
à des ouverts de Rm et de Rn, en effet si (U,ϕ) est une carte en x0 et
(V,φ) une carte en f(x0) telles que f(U) ⊂ f(V ) alors Tx0f = θ−1

φ ◦
Dϕ(x0)(φ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ θϕ

Tx0M
Tx0f−−−→ Tf(x0)N

θϕ

y yθφ

Rm −−−−−−−−−−→
Dϕ(x0)(φ◦f◦ϕ−1)

Rn

donc rang Tx0f = r ≥ k ⇔ rangDϕ(x0)(φ ◦ f ◦ ϕ−1) = r ≥ k, θϕ
et θφ étant des isomorphismes. Si Jx0(φ ◦ f ◦ ϕ−1) dénote la matrice
jacobienne de Dϕ(x0)(φ◦f ◦ϕ−1) alors rang Tx0f = r ≥ k ⇔ ∃(I0,J0) ⊂
{1,...,m}× {1,...,n}, |I0| = |J0| = r, det πI0,J0Jx0(φ ◦ f ◦ϕ−1) 6= 0 (voir
les notations de la question précédente). Or l’application

ψ : M → R
x 7→ det πIx,Jx(Jx(φ ◦ f ◦ ϕ−1))

est continue, comme composé d’applications continues, ici il faut pas
oublier que ϕ,φ,I et J dépendent de x, on a omis de les indexer tous
par x juste pour simplifier les notations.

Bk = {x ∈M, rang Txf ≥ k} =
⋃

x∈M, (Ix,Jx)⊂{1,...,m}×{1,...,n}
|Ix|=|Jx|=k

[
det πIx,Jx(Jx(φx◦f◦ϕ−1

x ))

]−1

(R∗)

est donc un ouvert de M .
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[4] S. Gallot, D. Hulin, J. Lafontaine. Riemannian Geometry, 3rd edition,
Springer 2004.
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