
Exercise 1 Soit E un espace de Banach, et soient A;B 2 L (E) deux endo-
morphismes bornés.
On a qu�un espace vectoriel normé est complet si et seulement si les séries

absolument convergentes sont convergentes.
q1: Rappeler pourquoi on peut dé�nir l�exponentielle eA =

P+1
n=0

1
n!A

n:
q2: Démontrer l�inégalité kA �Bk � kAk kBk : En déduire une estimation

de
eA :
q3: Montrer que eAeB = eA+B pour deux endomorphismes A;B qui com-

mutent.
q4: Montrer que t �! etA est un semi-groupe uniformément continu.

Solution d�exercice 1.
E un espace de Banach.
A;B 2 L (E) deux endomorphismes bornées.
1. eA =

P+1
n=0

1
n!A

n:
L (E) est un espace de Banach, donc L (E) espace complet. Alors, la sérieP+1
n=0

1
n!A

n est absolument convergente donc convergente. Donc, on peut dé�nir
l�exponentielle eA =

P+1
n=0

1
n!A

n:
2. On a :

kA �Bk = sup
kyk=1

kA(By)k

� kAk : sup
kyk=1

kByk

� kAk : kBk

En outre,

eA �
+1X
n=0

1

n!
kAnk

�
+1X
n=0

1

n!
kAkn = ekAk:

3. Comme les endomorphismes A et B commutent, on peut utiliser la for-
mule de Newton pour calculer

eA+B =
+1X
n=0

1

n!
(A+B)

n
=

1X
n=0

nX
k=0

1

k!
Ak

1

(n� k)!B
n�k = eA:eB

4. L�espace algébrique est traitée dans la question qui précède et on aetA � IdE � etkAk � 1 qui tend vers 0 lorsque t tend vers 0; donc etA est
continu en 0 (et donc sur R+ puisque c�est un semi-groupe).

Exercise 2 Soit E un espace de Banach, on considère l�application exponen-
tielle exp : L (E) �! L (E) ; A 7�! eA:
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q1: Montrer que exp est di¤érentiable en 0 et calculer sa di¤érentielle.
Montrer que exp est une application de classe C1 sur L (E) :
q2: Montrer qu�il existe � > 0 et � > 0 tels que exp : BL(E) (0; �) �!

BL(E) (IdE ; �) soit un di¤éomorphisme. On notera ln : BL(E) (IdE ; �) �!
BL(E) (0; �) l�inverse.
q3: Soit (St)t�0 un semi-groupe uniformément continu, i.e. tel que S :

R+ �! L (E) ; t 7�! St; est continue. Montrer qu�il existe t0 et une fonction
t �! At telle que St = eAt;8t 2 [0; t0] :
q4: Montrer que Ant = nAt pour tous n 2 N et t 2 R tels que t; nt 2 [0; t0] :
q5: Montrer que Ats = sAt pour tous s 2 Q et t 2 R tels que t; st 2 [0; t0] :
q6: Montrer que Ats = sAt pour tous s 2 R et t 2 R tels que t; st 2 [0; t0] :
q7: En déduire que les semi-groupes uniformément contins sont les expo-

nentielles d�applications linéaires bornées.

Solution d�exercice 2.
1. On a : exp (H) = In +H +H2

�P+1
n=0

1
(n+2)!H

n
�
avec

+1X
n=0

1

(n+ 2)!
Hn

 �
+1X
n=0

kHkn

(n+ 2)!
� ekHk:

Donc l�exponentielle est di¤érentiable en 0 et sa di¤érentielle est L (0) =
IdL(E):
E est un espace de Banach. Donc, on peut dé�nir l�exponentielle eA =P+1
n=0

1
n!A

n:
Donc par récurrence : exp est une application de classe C1 sur L (E) :
2. On a : D(exp) (0) = IdL(E):
Donc d�après le théorème des fonctions implicites, la di¤érentielle de l�exponentielle

en 0 est une application localement inversible continue.
Donc, c�est un di¤éomorphisme local, et 9� > 0;9� > 0 t.q. exp : BL(E) (0; �) �!

BL(E) (IdE ; �) soit un di¤éomorphisme.
3. Soit fS (t)gt�0 un semi-groupe uniformément continu, i.e. S : R+ �!

L (E) ; t 7�! S (t) = St est continue.
Comme t 7�! St est continue, donc 9t0 t.q. kS (t)k < �:
Et dans ce cas on considère : [0; t0] �! BL(E) (0; �) ; t 7�! At = lnSt qui

véri�e S (t) = St = eAt ;8t 2 [0; t0] et A0 = 0:
4. On a Snt = S (nt) = (S (t))n donc

eAnt =
�
eAt
�n
= enAt ;

par récurrence puisque (n� 1)At et At commutent.
En passant au logarithme on obtient le résultat désiré

Ant = nAt; n 2 N: (1)

5. Si s 2 Q :
Supposons que s = p

q avec p 2 N et q 2 N
�:
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Donc Ap� t
q
= pA t

q
d�après (1) psq t

q 2 R et p 2 N:
Donc il su¢ t de montrer que A t

q
= 1

qAt?:

D�après (1) on a : At = 1
nAnt donc At =

1
qAqt donc At = qA 1

q t
: Donc,

Ast = sAt; s 2 Q: (2)

6.
Ast = sAt; s 2 R: (3)

Par densité des rationnels dans les réels et par continuité de t 7�! At:
Si s 2 R+ : on peut trouver une suite croissante de rationnels positifs (sn)n2N

convergeant vers s : ainsi 0 � snt � st � t0 et on peut appliquer la question (4)
et (5).
7. On pose A = t�10 At0 :
D�après (3) : At = t

t0
At0 = tA;8t 2 [0; t0] : Donc, 8t 2 [0; t0] : S (t) = etA:

Notant n la partie entière de t
t0
et m 2 [0; 1) sa partie fractionnaire.

Lorsque t 2 R : S (t) = St = S(n+m)t0 = Snt0+mt0 : Donc,

St = Snt0 � Smt0 = (St0)
n � Smt0 = ent0A � emt0A = e(n+m)t0A = etA:

Exercise 3 Soit E = L2 (R) ; on considère l�application �translation�

(Sty) (x) = y (x+ t) ; y 2 L2 (Rn) ; t � 0:

q1: Montrer que (St)t�0 est un semi-groupe fortement continu.
q2: Déterminer le générateur in�nitésimal de ce semi-groupe.

Solution d�exercice 3.
1. E = L2 (R) ; (Sty) (x) = y (x+ t) ; y 2 L2 (Rn) ; t � 0:
(S0y) (x) = y (x+ 0) = y (x) = (Iy) (x) ; donc S0 = I:
(St+sy) (x) = y (x+ (t+ s)) = y (x+ t)�y (x+ s) = (Sty) (x)�(Ssy) (x) ;puisque

la composée de deux translations est une translation dont le vecteur est la somme
des vecteurs des deux translations.
Soit y 2 C10 (Rn) ; on a :

k(Sty) (�)� (Iy) (�)kL2 = ky (�+ t)� ykL2 � t ky
0k : jsuppyj

1
2 ;

qui tend vers 0 lorsque t tend vers 0:
Soit y 2 L2 (Rn) : on choisit yn 2 C10 (Rn) �! y 2 L2 (Rn) ; et on remarque

que :
ky (�+ t)� ykL2 � kyn (�+ t)� ynkL2 + 2 ky � ynkL2 ; (4)

en choisissant n assez grand et t assez petit, alors (4) tend vers 0:
2. Le générateur in�nitésimal :
On remarque que :

lim
t�!0

y (�+ t)� y
t

= y0 dans D0(Rn);
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ainsi y 2 L2 appartient au domaine du générateur in�nitésimal de St si
la dérivée au sens des distributions y0 est également dans L2, autrement dit
D(A) = H1 (R) et Ay = y0:

Exercise 4 Soit E un espace de Banach, A le générateur in�nitésimal d�un
semi-groupe de contractions sur E et B 2 L (E) un opérateur continu sur E:
q1: On �xe f 2 E: Montrer que l�équation v + B (A+ �I)�1 v) = f admet

une unique solution v 2 E lorsque � est assez grand.
q2: En déduire que l�opérateur A+B; dé�ni par (A+B) y = Ay+By pour

tout y 2 D (A) ; est le générateur d�un semi-groupe S : R+ �! L (E) : Donner
une majoration de kS (t)kL(E) :

Solution d�exercice 4.
Indication :
1. I+B (A+ �I)�1 est inversible. Alors le problème : v+B (A+ �I)�1 v) =

f admet une unique solution v =
h
I +B (A+ �I)

�1
i�1

f 2 E.
2. (�I +A+B) y = f et kyk � 1

j�j�kBk kfk : Ceci implique que A+B génère
un semi-groupe S (t) (qui n�est pas forcément un semi-groupe de contractions).
Et on obtient :

kS (t)kL(E) �M:e
kBkt;M � 1:

Exercise 5 Pour tout t � 0 et f 2 L1loc (Rn � Rn) on note S (t) f (x; v) =
f (x� tv; v) :
q1: Montrer que pour tout p � 1; la solution S dé�nit un semi-groupe de

contractions sur Lp (Rn � Rn) :
q2: Déterminer le générateur in�nitésimal de ce semi-groupe.

Solution d�exercice 5.
Indication :
1. On véri�e aisément S (0) = I et S (t1 + t2) = S (t1) :S (t2) et kS (t)kLp �

1 (kS (t) fkLp = kfkLp).
2. On a :

lim
t�!0

1

t
(S (t) f � f) = lim

t�!0

1

t
(f (x� tv; v)� f (x; v)) = v:rxf (x; v) ;

donc, le domaine du générateur in�nitésimal de ce semi-groupe est

D(A) = ff 2 Lp; vrxf 2 Lpg :

Exercise 6 Soit le système dynamique suivant :

y0 = Ay +Bu; (5)

où A =

0@ �9 1 5
�6 �1 4
�8 1 4

1A et B =

0@ 1 0 3
3 3 0
2 �2 4

1A :
Est-ce-que le système (5) est contrôlable ?.
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Solution d�exercice 6.
Indication :
On a : dim(A) = n = 3:

Et rang
�
B
...AB

...A2B
�
= 3 = n: Alors le système dynamique est contrôlable.

Exercise 7 Soit le système suivant :�
y0 (t)
y (t0)

=
=

Ay (t) +Bu (t) ; 8t 2 [t0; T ] ;
y0;

(6)

où A =

0@ 0 �1 1
2 �3 1
1 �1 �1

1A et B =

0@ �1 1
0 2
1 3

1A :
Trouver l�ensemble des conditions initialesM (t0) pour lesquelles le système

précédent est contrôlable à zéro.

Solution d�exercice 7.
On a : n = 3 et m = 2:
Donc la matrice de contrôlabilité est donnée par :

C (A;B) =

�
B
...AB

...A2B
�
:

Il est facile de véri�er que rangC (A;B) = 3:
Donc la condition de Kalman est véri�ée. Par suite le système (6) précédent

est contrôlable, ce qui est équivalent à dire qu�il est contrôlable à zéro (A =0@ 0 �1 1
2 �3 1
1 �1 �1

1A, eigenvalues: �1;�2).
Ceci est véri�é quelque soit la condition initiale y0 2 R3:
Donc l�ensemble commandable est

M (t0) = R3:

Exercise 8 Véri�er si le système suivant est contrôlable : y0 (t) =
�
0 1
0 0

�
y (t)+�

1
0

�
u (t) :

Solution d�exercice 8.
On a : n = 2 et m = 2:

La matrice de contrôlabilité est donnée par :
�
1 0
0 0

�
; avec

�
1 0
0 0

�
,

rank: 1:
cette matrice est de rang égale à 1 < n. Donc la condition de Kalman n�est

pas véri�ée. Par suite ce système n�est pas contrôlable.
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Exercise 9 Sous certaines conditions de vol, le mouvement d�un avion linéarisé
autour d�un point d�équilibre est donné par :0BB@

y01
y02
y03
y04

1CCA =

0BB@
�10 0 �10 0
0 �0:7 9 0
0 �1 �0:7 0
1 0 0 0

1CCA
0BB@
y1
y2
y3
y4

1CCA+
0BB@
20 2:8
0 �3:13
0 0
0 0

1CCA� ua
ug

�
;

où ua est le contrôle d�aileron et ug le contrôle gouverne.
q1 : Est-ce-qu�on peut contrôler l�avion en éliminant le contrôle de gouverne

ug?:
q2 : Si les deux contrôles sont e¤ectués, l�avion est-il contrôlable ?.

Solution d�exercice 9.
Indication
1. Si on élimine le contrôle ug; on obtient : n = 4 et m = 1:
Un calcul direct indique que dans ce cas le �rang�de la matrice de contrôla-

bilité est égale à 2 < 4: Donc, le système n�est pas contrôlable.
2. Si on garde les deux contrôles ua et ug; le système devient contrôlable

puisque le rang de C (A;B) sera égale à 4.

Dr. I. Rezzoug
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