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Avant-propos

La compréhension de I’évolution des processus fondamentaux du l'univers se base en grande
partie sur des équations aux dérivées partielles (EDPs). Les exemples les plus connus sont les
vibrations des solides (cordes, membranes, plaques), ’écoulement des fluides (eau, pétrole), la
diffusion des produits chimiques, la propagation de la chaleur, la structure des molécules, les
interactions des photons et des électrons et le rayonnement des ondes électromagnétiques. Les
EDPs jouent également un réle important dans les mathématiques modernes, notamment en
géomeétrie et en analyse. Ces notes du cours sur les équations de la physique mathématique
s’adressent aux étudiants du premier cycle. Ce cours fournit une introduction aux notions de
base des équations aux dérivées partielles (EDPs) et aux techniques efficaces pour les analyser
et les résoudre. Il est destiné également pour fournir a ’étudiant des outils pour obtenir des
résultats d’existence (et souvent d’unicité) pour quelques exemples des problémes des EDPs
linéaires de nature physique (elliptique, parabolique ou hyperbolique).

Ce cours est organisé en sept chapitres principaux. Dans le premier chapitre, on a rappelé les
notions de base et apporté des définitions concernant ce type des équations. Des exemples des
EDPs ont été formulés en utilisant des principes physiques. Le deuxiéme chapitre est réservé
exclusivement aux équations du premier ordre dont le contenu est divisé en deux parties. Dans
la premiére partie, on a fait un rappel important sur les systémes différentiels, qui sert aprés
a comprendre la maniére de résoudre les EDPs du premier ordre. Ensuite, on a présenté des
théorémes sur la résolution implicites des équations quasi linéaires. Dans la seconde partie,
on a introduit une méthode de la résolution de certains types des EDPs non linéaires. Ce
chapitre est conclu par une étude compléte sur le probléme de Cauchy relative & une équation
quasi linéaire ol un théoréme important a été démontré. Cette étude a été illustrée par des
exemples d’existence et de non-existence. Le chapitre 3 concerne les équations du second ordre,
leurs classifications, leurs caractéristiques et leurs formes standards. On a conclu ce chapitre
par une étude sur le probléme de Cauchy relative & 'EDP linéaire du second ordre illustré
par des exemples. Le chapitre 4 a pour but d’étudier la méthode de séparation des variables
appliquée aux équations du seconde ordre. On a commencé par introduire cette technique et
ses avantages, puis on I'a appliquée a I’équation de la chaleur avec des conditions de Dirichlet
et de Neumann. Dans le chapitre 5, on a étudié I’équation de la chaleur d’une seule dimension
sur R. On a exprimé la solution du probléme de Cauchy en utilisant la formule de d’Alembert.
Le bien posé du probléme a été discuté dans les deux cas (homogéne et non homogéne). Dans le
cas de dimension supérieure, la solution peut étre exprimée en utilisant la formule de Kirchhoff.
Le chapitre 6 est consacré a 1’équation de Laplace. On a introduit deux de ses propriétés
importantes, le principe de maximum et l'invariance par rotation. Le Chapitre 7 est réservé a
I’étude de I’équation de la chaleur sur R™, on a commencé par exprimer la solution en utilisant
la transformée de Fourier. Le principe de maximum a été utilisé pour démontrer l'existence, la
régularité et 'unicité de la solution.

Ce cours a été présenté aux étudiants de I’Université Djilali Boundama de Khemis Miliana,
Ain Defla, Algérie de 2016 a 2019. Nous invitons notre aimable lecteur & nous envoyer leurs
remarques et critiques afin de pouvoir enrichir ce document : a.kelleche@univ-dbkm.dz.

ITI



Chapitre 1
Généralités

Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une relation reliant une fonction inconnue de
plusieurs variables u a ses dérivées partielles. Les EDPs se trouvent dans les applications de la
physique, I'ingénierie, la biologie, ’économie, etc. En effet, dans ces domaines, les phénoménes
se modélisent souvent par des systémes mathématiques impliquant des EDPs. Les différents
processus du phénomeéne se décrivent en déterminant une relation entre u et ses dérivées par-
tielles.

1.1 Concepts préliminaires

1.1.1 Equations différentielles ordinaires

L’exemple le plus simple est lorsque la fonction u dépend uniquement d’une seule variable.
Alors cette relation est décrite simplement par ce qu’on appelle une EDO.

Définition 1.1

Une EDO est une relation du type
F(z,u(z), v (z),u" (z),...,u™ (z)) = 0, (1.1)

entre la variable x € R (parfois z € I C R) et les dérivées de la fonction inconnue au

point z telle que
F:(z,y) = F(z,y)
Rn+2 SR

avec y = (Yo, Y1, ---» Yn) € R" n est le nombre de variables.

Le mouvement d’un objet sur une droite peut étre décrit par ’équation

u’(z) = g(u(z)).

La variable x correspond au temps et la fonction u correspond a la position de 1'objet.
Dans cecasx € I C R et



FI(Z‘,y) — F(xay(]?yhyQ):yQ_g(yO)
R* — R.

1.1.2 Equations aux Dérivées Partielles

La généralisation de la définition précédente en mettant en jeu des fonctions de plusieurs vari-
ables permet de construire le concept d’'une EDP. On commence & donner la définition d’une

EDP du 1¢" ordre.

Définition 1.2

Une équation aux dérivées partielles du 1¢" ordre d’inconnue w de n variables indépen-
dantes x4, ..., x, est une équation de la forme

F (:Bl, ey Ty U, % Ou ) =0 (1.2)

ox, " Oz,

ou (z1,...,x,) € Q ouvert de R".

Pour une fonction de deux variables, la définition est donnée par

Définition 1.3

La forme générale d’'une EDP d’ordre 2 est

ou ou 0*u 0*u *u 0%*u
F <x)y7u7£’a_y’ axayv ayaa?’ 81'27 ay2> =0 (13)

pour (z,y) € Q ouvert de R?.

L’équation suivante
2

OPu (o) oudu_ ,
0x? dy ox dy Y

est un exemple d’EDP pour le domaine = R2. Cette derniére équation peut s’écrire
sous la forme (1.3) ci-dessus. Il suffit de noter qu’elle est équivalente & ’équation

Pu  (Ou > Oudu
0x? dy
ou

2 2, .2
F:(z,y,u,z) — F(x,y, 20,21, 22,23, 24, 25, 26) = 25 — 25 — 2122 — (x° + y°)
IxR* — R



1.1.3 Dimension et ordre d’une EDP

e La dimension d’une équation aux dérivées partielles est le nombre de variables indépen-
dantes dont dépend la fonction inconnue wu.

e L’ordre d’une équation aux dérivées partielles est le plus haut degré de dérivation présent
dans I’équation.

L’EDP de 'exemple 1.2 est de dimension 2 et d’ordre 2.

L’EDP suivante

x—agu +x @ Z—e”y
0x20y o)

est de dimension 2 et d’ordre 3.

1.1.4 Linéarité et homogénéité

La notion de la linéarité pour les EDPs fait intervenir des opérateurs différentiels. Un opérateur
différentiel est un opérateur construit & partir des dérivées partielles des fonctions différentiables.

Définition 1.4

Une EDP d’une inconnue u est dite linéaire si 'on peut la mettre sous la forme
Lu=f (1.4)

ou

L est un opérateur linéaire différentiel,

f est une fonction de n variables indépendantes définie sur un domaine de R".

Si f =0, on dit que ’équation est linéaire homogene. Sinon elle est non-homogéne.

L’équation

N 0*u Lo 0*u
U+ Yy=—s + 20y—
Yoz T Vo2

est linéaire non-homogene sur R? car elle peut s’écrire sous la forme (1.4) ou

=1

Lu=uty 0 g oy
u=1u y8y2 Yo



est un opérateur linéaire différentiel et f(z,y) = 1. Vérifions la linéarité de L: Soit
(a,b) € R? et soient uy, uy deux fonctions suffisamment réguliéres, on a

0?(auy + busy) 0?(auy + buy)

L(auy + buy) = (au; +bug) +vy + 2zy

oy? 0x?
82161 82u1 62U2 82u2
= a<u1—|—yay2 +2xyax2> +b(u2+ya—y2+2xy (%2)

= al(uy)+ bL(uy).

L’EDP suivante

(3)(52) = (3) oo

ot u(x,y), n’est pas linéaire. En effet, 'opérateur différentiel L défini par

Lu = @ @ + @
“=\ oz 0x? o dy

n’est pas linéaire et f(x,y) = sin(y). Pour vérifier cela, il suffit de prendre a = b =1 et
uy(z,y) = uz(z,y) = 2% On obtient
L(auy + bug) = 16x et aL (uy) + bL (ug) = 4x et clairement L(au; + bug) # aL (uy) +

On donne maintenant une liste des EDPs (exemples) qui découlent de problémes physiques
dont certaines seront 'objet de notre étude dans les prochaines chapitres.

1.1.5 Quelques équations de la physique mathématique

Equation de transport

ou ou 0, ot u(x, 1)

— —c— =0, ol u(x

ot ox ’ Y
est utilisée pour modéliser la pollution de I'air, la dispersion des colorants ou méme le flux de
trafic.

Equation de Burgers

ou ou

ot "o
est issue de I’étude de la dynamique des gaz.
Equation des ondes

@_ 9 32u+32u+82u
oz~ S \oz2 T a2 T 922

=0, on u(x,t),

) =0, ot u(x,y,z,t),

est utilisé pour modéliser de petites oscillations, elle joue un grand role dans la dynamique des
fluides et dans I’électromagnétisme.
Equation de la chaleur

ou 0%u 4 0%u n 0%u
ot ox?  0y*> 022

) =0, ot u(x,y, z,t),

4



est utilisée dans I’étude de la conduction thermique.
Equation de Laplace ou du potentiel

0%u N 0%u N 0%u
ox?  Oy> 022
apparait notamment dans: astronomie, électrostatique, mécanique des fluides et la mécanique

quantique.
Equation d’Euler-Bernoulli

=0, ot u(x,y, z,t),

Pu 0%
— 4+ c— =0, ou u(x,t
ot? Oxt (z,1),
est utilisée dans la théorie des poutres.
Dans la prochaine section, on illustre la maniére de dérivation de quelques EDPs citées ci-dessus

en utilisant des lois physiques.

1.2 Construction d’une équation aux dérivées partielles

1.2.1 EDP du premier ordre (Equation de transport)

Cette équation peut étre utilisée pour modéliser la pollution de I'air, la dispersion des colorants
ou méme le flux de trafic avec u représentant la densité du polluant (ou colorant ou trafic) a la
position x et au temps ¢t. Pour une discussion du modéle physique, on considére ’exemple tiré
de [8].

Considérons un tube trés étroit de longueur [ conduit de l’eau a une vitesse constante
c. Supposons qu’il existe une substance chimique qui pollue de l'eau. Soit u(t, z) la
concentration de la substance chimique a I'instant ¢ et a 1’abscisse x.

v y=u(0,x) y=u(t.x)

—
=
S
S
W

Figure 1.1: Schema de Transport d’un polluant dans I'eau

On désigne par Q(t) la quantité de la substance chimique a l'instant ¢. L’expression de
() entre les points d’abscisse 0 et x est donnée par

Q) = / " ult,y)dy.

Pendant une période h, une particule de la substance parcourt une distance ch. La
quantité () entre les points d’abscisse ch et x + ch est la méme quantité entre 0 et = a



I'instant ¢. On a donc
x+ch x+ch
= [ utody= [ i+ mn

En dérivant par rapport & x, on trouve
w(z,t) = u(x + ch,t+ h).

En dérivant cette fois-ci par rapport a h et posant h = 0, on trouve

%4_ @—0
ot " Cox

Exemple 1.8

Considérons un tube cylindrique, de longueur L et de rayon a, dans lequel s’écoule un
liquide a vitesse constante v. Ce tube est plongé dans un bac d’eau a température 7
constante. On se propose d’étudier I’évolution de la température du liquide dans le tube
au cours du temps. Le tube est considéré comme suffisamment fin (a« << L) (pour
travailler avec un modéle & une dimension). Cet exemple se trouve de maniére un peu
différente dans [5].

Figure 1.2: Vue schematique du tube

Soit donc T'(x,t) la température (exprimée par exemple en degrés) & Uendroit x dans le
tube et au temps ¢. Examinons ce qui se passe dans une petite tranche (infinitésimale)
du tube de volume ma’Ax.



L’évolution de la température au cours du temps dans cet endroit précis du tube, x, est

calculée par
T(x,t+ At) — T(z,t)

la quantité de chaleur AQ) emmagasinée dans ce petit volume
AQ = [T(z,t + At) — T(z,t)] Cpyra* Az

ou C), est appelée la quantité de chaleur par degré et par unité de volume du liquide, elle
dépend du liquide choisi.

D’autre part, pourquoi constate-t-on un apport ou une réduction de chaleur 7 Cela
provient d’une part du liquide lui-méme qui circule dans le tube et du liquide dans lequel
on plonge le tube, qui peut le réchauffer ou le refroidir.

AQ = [T(z,t) — T(x + Ax,t)] Cyra*vAt + 2UralAx (1 — T(x,t)) At

ou le morceau de tube parcouru par le liquide pendant le temps At s’écrit vAt.

U : est une constante de proportionnalité, 2mraAz est la surface extérieure du petit
volume, en contact avec I'eau.

Remarquons que AQ peut augmenter pour deux raisons.

Réunissons les deux expressions de AQ

[T(z,t) — T(z + Az, t)] Cyra®vAt + 2UmaAx (1 — T(x,t)) At
= [T(z,t+ At) — T(z,t)] Cyra*Ax.

Divisons tout par Ax et par At, puis passons a la limite sur ces deux quantités

[T(z,t) —T(z+ Ax,t)]

. 2 o
Alglglilo Ao Cpma*v +2Uma (1 — T(z,1))
At—0
T(x,t +At) —T(z,t
— hm [ (I, + ) (ZL’, )]Cpﬂ'a2.
Az—0 At
At—0
On obtient finalement
oT oT
—%Cpﬂa% +2Una(r—T) = —EC’pﬂaQ
ou encore o7 -
el Yo -7
5 + v e a(r )

ot @ = 2= C’est une EDP du premier ordre (& deux variables ¢ et x) d’inconnue T,
P
linéaire et non homogéne.

1.2.2 EDP du second ordre (Corde vibrante)

Prenons une corde de longueur [/, qui subit des vibrations transversales relativement faibles.
Soient T'(x,t) la tension dans la corde et p la densité (masse par unité de longueur) de la corde.
Cet exemple a été traité de maniére détaillé dans [5,8]. On désigne par u(x,t) son déplacement
transversal a l'instant ¢ et & la position . D’aprés la loi de Newton! pour la partie de la corde

!Pour un corps de masse m (constante) : P’accélération @ subie par ce corps dans un référentiel galiléen est

proportionnelle & la résultante des forces F qu’il subit, et inversement proportionnelle & sa masse m. Ceci est

7



entre deux points quelconques & x = x¢ et © = 1. La pente de la corde en z7 est Ou/0z(xq,1).
La loi de Newton s’écrit

! xr1 2
T (Ou/0zx) — / p%dw (transversale).
1+ (0u/0x)” o

Zo

Maintenant, on suppose que le mouvement est faible, alors par le développement de Taylor

1+ (0ujor)? = 1+ % (0u)0z)? + .. ~ 1

ou les points représentent les puissances supérieures de du/dz. On a négligé les quantités faibles
et ses puissances supérieures. Supposons que 1" est indépendant de x, on obtient

0 (on)_ P
Ox ox _p0t2'

Pu 0%
IU_ 2% i e=\/T/p.
p&2 c 52 ol ¢ /p

On verra bientoét que c est la vitesse de 'onde.

C’est

1.3 Reésolution des EDPs

Résoudre une EDP dans un domaine §2 de R", c’est trouver une fonction suffisamment dif-
férentiable dans €, telle que la relation (1.3) soit satisfaite pour toutes les valeurs des variables
dans €. Si les différentes solutions d’une EDP s’écrivent sous la méme forme, cette forme est
appelée solution générale de I’équation. Comme la solution générale d’une EDO implique des
constantes arbitraires, la solution générale d’'une EDP implique des fonctions arbitraires.

Résoudre ’équation de transport

ou ou

5 teg =0 (1.5)

La solution générale de cette équation sur Q est u(x,t) = f(x — ct) ou f est une fonc-
tion arbitraire de classe C' (R). La solution est trouvée en utilisant la méthode des
caractéristiques qui sera ’objet du prochain chapitre.

On donne maintenant quelque exemples des EDPs simples ot on peut calculer explicitement
la solution générale. Ce type des exemples apparait souvent dans les prochaines chapitres apreés
une simplification ou une transformation.

1.3.1 Exemples de résolution des EDP simples

souvent traduit par I’équation :



On veut résoudre ’équation

0%u

—=0. 1.6

52 (1.6)
D’abord, on pose v(z,y) = g—;ﬁ, ce qui implique pour tout (x,y) que

0

k()

ox

Ceci signifie que v(z,y) est constante pour tout y fixé. Alors

v(z,y) = C(y)
ou C est une fonction arbitraire de y. On se raméne & trouver u telle que

8u_

or C(y).

Un raisonnement similaire conduit a

u(z,y) = C(y)r + D(y)

ol D est une fonction arbitraire.

On s’intéresse a trouver la solution générale de 1’équation

82
5§+u:0 (1.7)

On remarque que pour y fixé, I'équation (1.7) a l'aide d’un changement de variable
v(x) = u(x,y) s’écrit
V" +v=0.

Il s’agit d’'une EDO linéaire du second ordre dont la solution générale est donnée par
v(z,y) = Acosz + Bsinx
ou A, B sont des constantes arbitraires. Si on revient a u, on obtient
u(z,y) = A(y) cosz + B(y) sinx

d’ou la solution de (1.7), A et B cette fois sont des fonctions arbitraires.



On s’intéresse & trouver la solution générale de 1’équation

0%u

=0 1.8
0x 0y (18)
Comme dans I'exemple 1.10, on a
ou
—~_C
o ()

ot C est une fonction arbitraire de y, alors

u(wy) = [ Cly)dy+ Dia)
ol D est une fonction arbitraire. Si C' admet une primitive F, la solution s’écrit

u(,y) = E(y) + D(x).

Une EDP peut étre transformée parfois a une forme plus simple avec une solution connue par un
changement de variables approprié. Cette section discute la maniére de cette transformation.

1.3.2 Meéthode du changement de variables

On va premiérement énoncer la régle de chaines pour une fonction u(€,n) de deux variables &, 7
elles-mémes fonction de deux autres variables x, y.

Proposition 1.1

(Régle de chaines): Soient w = u(§,n), £ = &(x,y) et n = n(x,y) des fonctions, ¢’est-
a-dire que w peut alors étre considéré comme une fonction u(&(z,y),n(z,y)) de = et y.
Lorsque les termes suivants sont bien définis, on peut écrire

Ow  du o N Ou On

oxr  0£0x  Onox
et

ow  JudE N Ou On

dy 00y  Indy’

Soient w = 2€2 + 3n3, £ = 2y et n = x + y. Dans ce cas, la régle de chaines signifie que

ow  Oud§ %@

= A = 2 = dxy? 2,
pe 8§8x+6n8x 48y + 9n zy” +9(z +y)

De la méme maniére on peut généraliser la régle de chaines pour une fonctions de 3
variables.

On illustre cette méthode par un exemple d’application.
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Déterminons toutes les fonctions v € C* (R’f) et satisfaisant 1’équation aux dérivées
partielles

ou ou

== = E
205 Yoy (E)

On peut considérer les nouvelles coordonnées: & = x et n = zy?. Il est facile de vérifier

que
En>0,2=¢& y=vn/¢

car x,y > 0. Par la régle de chaines, on obtient

8u_3u8§+3u8n 8u+n3u

Or 0£0x Ondx 06 &0n
“ du  OudE  Oud Ou

5 = ocay " ooy~ Vay
Ici il faut noter que les dérivées partielles 3 8—“ et 8—:; sont continues. En remplacant z,v,
‘9“ et 8” , bar leurs expressions correspondantes en fonction de £ et n dans (E), on obtient

25 5 . (E)

Comme ¢ est strictement positive, on obtient 2 5% = 0= u="n(n),h:(000) =R

arbitraire et dérivable. Alors
u = h(zy®)

est la solution de (E).

1.4 Exercices

Exercice 01: Pour chacune des équations aux dérivées partielles ci-dessous, indiquer son ordre,
si elle est linéaire ou non, si elle est homogéne ou non

u u 2 N 40, 4, 44,
1) 8$2 - .Z'ay =Y 2) (%) tu (g_y) = 1; 3) % + 283?283/23_3/4 - O;
2
4) %+28T8y+8_;528inx; 5) (%) —l—(%)Q—i-sinu:ey.

Exercice 02: Vérifier que les fonctions suivantes u(z,y) = 2? — y? et u(z,y) = e”siny sont
bien des solutions de I’équation

82u 0%u
5’x2 8y
Exercice 03:

1. Montrer que pour toute fonction f € C*(R), u(x,t) = f(z — ct) est solution de 'EDP

ou ou

2. Trouver la solution qui satisfait la condition suivante: u(0,t) = %,

11



3. Trouver la solution qui satisfait la condition suivante: u(0,t) = g(t) telle que g € C'(R).
Exercice 04: Déterminer la solution générale u(z,y) des EDPs suivantes

o .
]_. 8—y§:1,

9 9%u

car T

v __ 1.
3. ey = 1;

4 0%u ou

© dxdy ~ Oz°

Exercice 05: Soit u(z,y), une fonction de deux variables. Considérons les nouvelles variables
(r,0) définies par les équations suivantes:

{ymi

0 = arctan (y/x) .

Noter que dans ce cas, on a aussi

x =rcosb,
y = rsiné.
Montrer en utilisant la régle de chaines les formules suivantes:
ou __ .pOu _ sinf ou
L. gw =costg: — =50,
ou __ Ou _ cosf Ou
2. a—y—smﬁar - B

92 2 92 a2 P
N A At
Exercice 06: Soit I’équation aux dérivées partielles suivante
ou ou
2
=4+ 1) — + 22y— = 0. E
( ) 5 Y3, (E)

Déterminer toutes les solutions de (E) de classe C'(R?) en utilisant les nouvelles coordonnées

E=azetn=y/(z*+1)
Exercice 07: Soient g : R — R une fonction continue et h : R — R, une primitive de g.
1. Déterminer toutes les solutions de classe C'(R?) de
o)+ 5 =0 ()
en utilisant les nouvelles coordonnées: £ et 7 telles que
z =&+ h(n) ety =,

2. Utiliser le résultat obtenu en (1) pour résoudre I’équation

ou

ou ou _
y@x -

2
+ (y +1)8y

0. (E')

Exercice 08: Déterminer la solution générale de
Pu Pu

Fror

en utilisant les nouvelles coordonnées

E=x+yetn=ax—1y.

12



Chapitre 2

EDPs du premier ordre

2.1 Généralités

On commence ce chapitre par I’étude des systémes différentiels du premier ordre de n équations
a n inconnues. Le systéme s’écrit sous la forme canonique

% =1 (l’l,xg, ...,l’n,t) y
: (2.1)

dj—t" = fo (21,29, ..., Ty, ),

ol X1, Ta, ..., T, désignent n fonctions inconnues de la variable ¢. On dérive la premiére fonction
(n —1) fois, et on remplace chaque fois 922 420 par leurs expressions issues du systéme (2.1),

Tt Tt
on obtient un nouveau systéme
dx
d_tl = fl (:El)'IQy "'axnat) )
dPxy
a2 ©1 (x17x27"'7$n7t>7 (22)
d"x
Tnl = ©n (l’l, X2, "'>wn>t) .

On élimine maintenant xi, zs, ..., T, entre les équations de (2.2). Alors z;(t) vérifie 'équation
différentielle d’ordre n suivante

dl’l dnl'l
t — .., —— | =0. 2.
R( y L1, dt 3 ) dtn ) 0 ( 3)

La solution ou l'intégrale générale de cette équation s’écrit
T = Fl (tu Cl> CQ; ) Cn)

ou C1, (s, ..., C,, sont des constantes. L’intégrale générale du systéme (2.1) s’obtient en portant
SN 2 . n_l 2

dans les n — 1 premiéres équations de (2.2) les valeurs de 1, dditl, e % et en résolvant ces

équations en xo, ..., x,, sans d’effectuer aucune nouvelle intégration. On obtient alors

T = Fl (ty Cla 027 sy Cn) 5
(2.4)
n=F,(t C,Cy .., Cp).

Le systéme (2.4) est appelé Uintégrale générale du systéme (2.1).

13



Déterminer les fonctions z(t) et y(t) solution du systéme

dx

o= =T Y,

& (2.5)
{ a =4ty

ou t, une variable indépendante. On obtient alors

dx

= =1 — y

d 2.6
{ ZT;” = —2y + 5x. (2:6)

Puis en éliminant la variable y de la deuxiéme équation en multipliant la premiére équa-
tion par 2, on se conduit a

d*r  _dx

— —2— —3x=0. 2.7

dt? dt (27
D’ou I'équation caractéristique : 7> — 2r — 3 = 0, qui a pour racine r = —1 et r = 3.

L’intégrale générale est

x(t) = Ae™ 4 Be®
ol A et B sont des constantes réelles. En portant ce résultat dans la premiére équation
du systéme (2.6), on obtient sans intégration

y(t) = 2(t) + Ae™t — 3Be® = 24e™! — 2Be™.
Remarquons que z(t) et y(t) dépendent de deux constantes arbitraires, i.e

x(t) = F1 (t,A,B) et y(t) = F5 (t,2A,-3B).

2.2 Intégrales premiéres d’un systéme différentiel

Dans cette section, on va caractériser les solutions du systéme différentiel en utilisant la notion
de l'intégrale premiére. D’abord, on associe au systéme (2.1) des conditions initiales : x;(ty) =
2¥. La résolution du systéme (2.4) par rapport aux constantes C; permet d’exprimer I'intégrale
générale sous la forme
Oy (t, 21,22, ..., x,) = Cf,
(2.8)
D, (t,x1, 29, ..., 2,) = C,.

Les fonctions ®; qui sont des constantes, dites intégrales premiéres du systéme (2.1).

Définition 2.1

On appelle intégrale premiére d’un systéme différentiel, une fonction & de
classe C' des variables z,%9,...,7, non constante telle que pour toute solu-
tion ¢t +— (x1(t),z2(t),....,z, (t)) du systéme différentiel, la fonction &
flz1(t), 29 (t),...,x, (t)) =Constante.

Trouver des intégrales premiéres pour un systéme différentiel n’est pas toujours facile. Cela est
parfois possible grace a la relation suivante

14



Remarque 2.1

Soient a, 3,7, et A des réels vérifiant la relation suivante

Alors, pour tout couple de réels (a, b) vérifiant af + bd # 0

ac+by aAB+ b
= = A\ 2.
af + bo af + bo A (29)

Déterminer les intégrales premiéres du systéme suivant

te 4242y =0
gt ) (2.10)
d
{ t5 — 3w — 4y = 0,
puis donner les fonctions z(t) et y(t) solutions de ce systéme.
On peut réécrire le systéme (2.10) sous la forme
dt d d
oo A Y (2.11)

t _:L'—|—2y:33:+4y'

On va maintenant chercher 2 intégrales premiéres pour le systéme (2.11). La relation
(2.9) permet d’écrire

dat _ (—=3)dz  (=2)dy  3dr+2dy d(3z+2y)

t (=3)(x+2y) (—2)(3z+4y) 3z + 2y 3z + 2y
On tire de cette relation que
d (logt) = d[log (3z(t) + 2y(t))]

ou d (.) désigne la différentielle d’une fonction. Alors u(t) = log (3x(t) + 2y(t)) et v(z) =
logt ont la méme différentielle. Alors

log (M) _K

t

(2.12)

ce qui donne

d’ott la premiére intégrale premiére du systéme (2.10) est obtenue. D’autre part, le
systéme (2.11) donne
dt dx dy d(z+vy)

t __x+2y:(3x+4y):2(x+y)' (2.13)

Remarquons que les fonctions log (z(t) + 2y(t)) et v(z) = logt ont des différentielles
proportionnelles, on a donc

r+y
t2

@2 (t,:v,y) = :OQ
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est une intégrale premiére du systéme (2.10). Maintenant, si on veut chercher explicite-
ment les expressions de x(t) et y(¢), il suffit de considérer le systéme suivant

3z + 2y = Cht,
x+y = Cot’

On somme la 2°™¢ équation multipliée par (—2) et la 1°"¢ équation, on obtient

x(t) = Cit — 20,12

Remplagons z(t) par son expression dans la 2°"¢ équation, on trouve

y(t) = Oyt® — Cyt + 205t

2.3 EDPs quasi linéaire du premier ordre

Dans cette section, on s’intéresse a la résolution des EDPs du premier ordre. On va voir que
la résolution de ses équations se raméne a la résolution de son systéme caractéristique. Le
systéme caractéristique est un systéme différentiel dont lequel la solution s’exprime en utilisant
les intégrales premiéres. On s’intéresse a ’étude des équations linéaires en g—;, e 8377‘”, il s’agit
des EDPs quasi linéaires du 1¢" ordre. Au début, on s’intéresse aux EDPs quasi linéaires du

1¢" ordre en dimension 2.

Définition 2.2

On appelle équation aux dérivées partielles quasi-linéaire du premier ordre, d’inconnue
u, une équation de la forme

ou
oz,

= f(x1, ..., Tp, 1)
(2.14)

pour (21, ...,x,) € 2 ouvert de R™. Les coefficients ay, ..., a,, et le seconde membre f sont
des fonctions données. En dimension 2, I’équation (2.14) prend la forme

u
+ ag(x1, ey Ty ) =— + oo F A (X1, .oy T,y 1)

8362

a1 (X1, ey Ty U) =——

ou ou
a($ay>u)%+b($ay7u)a_y :C(l’,y,U) (‘g)

pour (x,y) € Q ouvert de R%. Les fonctions a, b, c supposées de classe C'! dans un ouvert
de R3. Au moins I'un des fonctions a ou b n’est pas identiquement nulle.

L’équation

est quasi-linéaire du premier ordre en 2 dimensions.
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2.4 Construction de solutions

En géomeétrie, une surface S de R3, a pour équation o(x,y,2) =Constante. Lorsqu’il existe
un voisinage ot (z,y,z) = 0 peut étre résolue en z, on est ramené, a ’équation cartésienne
z = f(z,y). On interpréte la solution u de () comme une surface de R?. Analytiquement, on
cherche les solutions de (€) sous forme implicite, il s’agit de chercher une fonction ¢ de classe
C! définie sur un ouvert V de R? telle que

((z,y,2) € Vet p(z,y,2) = Const) < ((x,y) € Qet z=u(z,y)).

En appliquant le théoréme des fonctions implicites, on trouve

o O¢
du o du By
— =—2 et — = — 35

e (8%
03: 0z ay 0z

en tout point ou g—f # 0. On constate alors que si u est solution de (£), alors ¢ est solution de
I’équation

0 o 9
o,y (e,9) g7+ bau e y))a_;j +clw,yu(e.y) 55 = 0.

Devisons ’équation par a, on trouve

¢ | blz,y,2) 0p  c(z,y,2) Op
“r - I =0. 2.1
ox * a(x,y,z) Oy + a(x,y, z) 0z 0 (2.15)

D’un autre coté, on a
dp g dp
dp = —d —dy + —dz=0. 2.16
v 8a:m+8yy+8zz (2.16)

Par identification de (2.15) et (2.16), on obtient le systéme suivant

dy _ b(z,y,2)
dr "~ a(zy,z)’

dz _ Axy,z
de — a(zy,z)’

que I'on peut mettre sous la forme

dx dy dz
- - (s)

a(w,y.2) by z)  day)

D’aprés (2.15) et (2.16), la fonction ¢ est donc une intégrale premiére du systéme (S). Ce
systéme est appelé "systéme caractéristique" de I’équation aux dérivées partielles (£).

Théoréme 2.1

L’ensemble des solutions de 1’équation (&) est constitué des intégrales premiéres du sys-
téme (S). En plus, si ®; et ®5 sont une paire des intégrales premiéres indépendantes,
alors la solution générale de (£) peut étre écrite explicitement comme

F (q)l(xayvu (:L‘,y)),CIDQ(x,y,u (may)» = Constante.

ou F' désigne une fonction arbitraire réguliére de deux variables.
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Considérons 1'équation

ou ou
T— — 2u) — =3 4u.
5y~ Wt 2u) oy W
Le systéme caractéristique est
dx dy dz

T y+2z B 3y +4z
D’apres 'exemple 2.3, les intégrales premiéres sont données par

3y + 2z +z
(I)l($ay7z): yx ,(I)Q(,f,y,Z):ya:Q .

Les fonctions de la forme (x,y,z) — VU (x,y,z) = F (P (z,y,2), P2 (x,y, 2)) décrivent

I’ensemble des intégrales premiéres. On peut donc donner les solutions u sous forme

implicite

3y+2u y+u
r a2

(x,y,u) — F < > = Constante.

Définition 2.3

On appelle courbes caractéristiques (C') de 1’équation aux dérivées partielles du premier
ordre (&) les solutions de son systéme caractéristique (S).

Soit & résoudre

Le systéme caractéristique est

Les intégrales premiéres sont données par

<I>1(;1:,y,z) = Zz
q)Q('r?yVZ) = [E2—|—y2.

Alors, les courbes caractéristiques associées a cette équation sont définies comme
I'intersection de deux surfaces de R?

Sl :{(Qﬁ,y,Z)iZICh &1 ER}

et
Sy ={(z,y,2): 2° +y* = &, &» €R}

ce qui donne

CleﬂSQZ{(x,y,z):z:cetx2+y2:c, CGR}.
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Toutes les solutions sont donc définies implicitement par
(z,y) — F (2° +y*,u(z,y)) = Constante.
D’aprés le théoréme des fonctions implicites, on obtient
u(z,y) =g (2* +9°)

pour une certaine fonction g de classe C*.

2.5 Généralisation au cas de n dimensions

Considérons I'équation aux dérivées partielles quasi-linéaire du premier ordre, d’inconnue u

0 0 0
ai(xy, ...,xn,u)a—xul + as(xq, ..., Ty, u)a—qu—l—, oy Fan (21, .oy Ty, u)a—xun = f(x1, ..., p,u) (2.17)
qui 'on associe son systéme différentiel (S)
dxy - dxs o dx,, B dz
ay (11, .., 00, 2)  ao(w1, .10, 2)  an(w1, .10, 2)  f(Tr, ., T, 2)

La résolution de (2.17) revient donc & chercher n intégrales premiéres indépendantes ®;, ®o, .
. ., @, du systéme (S). L’ensemble des solutions de 1’équation (2.17) est représentée par une
fonction de n intégrales premiéres du systéme (S)

F(®1(21, ey Ty (T4, ooy )y ey P21, oony Ty w (21, ..y 2,) ) ) = Constante.

Soit & résoudre

On cherche des fonctions ¢ définissant implicitement u
o(x,y, z,w) = Constante < w = u(x,y, z).

Le systéme caractéristique est
de _ dy _ _ dz
{ yz  xz Y’

Les intégrales premiéres sont données par
Oy (2,9, z,w) = w, Po (2,9, 2,w) =2 —y?, ®3(1,y,2,w)=y*+ 2%
Toutes les solutions sont donc définies implicitement sous la forme
(z,y) = F (2 — y*,y* + 2°,u(z,y, 2)) = Constante.
D’aprés le théoréme des fonctions implicites, on obtient
u(z,y,2) =g (2° —y*, 9" + 2%)

pour une certaine fonction g de classe C.
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2.6 Conditions aux limites

Une condition aux limites est une contrainte sur les valeurs prises par les solutions d’une EDP.
La donnée d’une condition aux limites permet de déterminer une solution répondant a certaines
conditions physiques.

Soient €2 un domaine de R™, n, I' sa frontiére et G une fonction donnée:

e Lorsque I'on spécifie les valeurs que la solution doit vérifier sur les frontiéres, dans ce cas
on donne une condition de type frontiére

u(z,y) = G(z,y), Y(x,y) € T = (D).

e Si l'une des variables désigne une position dans un repére spatial et 'autre est le temps:
une condition de type frontiére est associée a une fonction connue G

u(0,t) =G(t), Vt >0
et une condition initiale est associée & une fonction connue F

u(z,0) = F(x), Vt > 0.

On considére 'exemple de 'équation de transport. On cherche des solutionsu (¢, z) qui
vérifient ou ou

Sitcesge=0,t>0etze(0,0), >0,

u(0,x) = ug (), Condition initiale

u(t,0) = uy (t), Condition a la limite.

ol ug et u; sont des fonctions données

Définition 2.4

En mathématiques, un probléme est dit bien posé s’il a une solution et si cette solution
est unique.

2.7 Probléme de Cauchy

Soit (C') une courbe réguliére de R? et soit ¢ une fonction analytique sur C'.

Définition 2.5

Le probléme de Cauchy sur la courbe (C'), est un probléme constitué de ’équation

ou ou
a(z,y,u)%-l-b(x,y,u)a—y Zc(x,y,u) (5>

dont on cherche une solution vérifiant

u(z,y) = g(w,y) sur (C). (CL)
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Théoréme 2.2

Si la courbe (C') n’est pas caractéristique, alors le probléme de Cauchy admet une solution
unique.

On note ici qu’on s’intéresse uniquement & montrer ’existence de la solution du prob-
léme de Cauchy. La méthode est basé sur le développement de Taylor en construisant
une solution sous forme d’une série entiére convergente. On commence a donner une
paramétrisation de la courbe (C') par

{ T = o(s),

Yy =1o(s), s R

Alors

w(®o(s),90(5)) = 9(z0(s),0(5)) = G (s),

S ()90 () = e ()00 (5)) = H (5),
%<x0<s>,yo<s>> = ha(a0(5),90 (5) = Ha (5).

L’équation (€) permet d’obtenir

a(zo (s),90 (s), G (s))Hi (s) +b(zo (5), 40 (5), G (s))Ha (s) = c(x0 (5) ;40 (5) , G (5))-

De méme, la condition (CL) donne

9(z0 (), 90 (s)) = go (5) -
La dérivée tangentielle de u est donnée par

dG . dl’o dy()
ds  ds Hi(s) + ds Hz(s).

On a donc le systéme matriciel suivant

( a(wo (s) 40 (5), G (5)) b0 (s),50(5),G (s)) ) ( H, (s) )

s w H (s)
_ ( c(zo (8)7yg_G(S)aG(S)) ) ‘

Pour que ce systéme linéaire de 2 équations a 2 inconnues ait une solution unique il faut
et il suffit que le déterminant soit non nul, d’ou

a(zo (s), 40 (s), G (s)) - = b(zo (), 30 (5), G (S))% 70

ce qui s’interpréte en disant que C' ne doit pas étre une courbe caractéristique. Comme
on a supposé que la fonction g est analytique et la courbe (C') est réguliére, la fonction
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u admet un développement limité

ou ou
u(xo +dx,yo +dy) = u(xo,v0) + %(%»yo)dﬂf + 8_y(x0’y0)dy

0*u 0*u 0?
(8 —— (o, yo)dz® + 28 o (0, yo)dxdy + 972 u(%,yo)dy )

APosos

Comme on a vu si la courbe (C) n’est pas caractéristique, il est possible de déterminer
les dérivées partielles premiéres des inconnues le long de (C'). Dans le cas ou tous les
coefficients et la donnée de Cauchy sont analytiques et si (C') est une courbe réguliére,
on peut en réitérant le méme procédé, déterminer les dérivées partielles a tous les ordres
et en tout point de (C). La série entiére ainsi obtenue en chaque point de (C) est
convergente dans un voisinage du point de (C') considéré.

Remarque 2.2

D’aprés Théoréme 2.2, la construction d’une solution explicite n’est pas souvent
disponible. On peut donner juste un développement sous forme d’une série entiére au
voisinage de (C'). Dans le cas d’'une EDP linéaire homogéne, on peut trouver la solution
explicite comme dans I'exemple 2.8 et les exercice 6, 7 et 8.

On considére maintenaient le probléme de Cauchy associé a I’équation de transport. On
cherche des solutions wu (¢, x) qui vérifient

utedt=0,t>0etz€ER,
uw(0,z) =up (z), v € R.

Les solutions sont des fonctions définies dans €2 = R} xR. La donnée de Cauchy est
définie sur la courbe

C={(t,x) e Ry xR:t=0}.

Cette courbe n’est pas caractéristique, donc d’aprés Théoréme 2.2 ce probléme admet
une solution unique. Les caractéristiques sont des droites d’équations x — ¢t = k avec
k € R. On donne maintenant une paramétrisation des courbes caractéristiques comme
les courbes de R? définies par (t.(s), z. (s)) telles que

te(s) =1,
re(s) = ¢,
2! (s) =0.

On voit que le long des caractéristiques, la solution vérifie

d ou ou
e (s), e (5)) = 14.(5) T (1 () e (5)) 2% ) S (1 5) 7 (5)) = 0

ce qui implique que les solutions sont constantes le long des caractéristiques. Soit (¢, o)
un point du plan correspondant a s = s¢ avec t. > 0. Soit (t. (s), . (s)) la caractéristique
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passant par ce point, alors, elle vérifie

t.(s) =1,
. (s) =¢,
z.(s) =0,

ts (S0) = to, s (S0) = o, 2¢(S0) = ug (x0) .

La solution est alors
ty (s) = s+ to — So,
Ty (8) = €5 + x0 — CSo,
2 (t) = up (x0) .

s = 89 — to,
x4 (t) = xo — cto,

Pour t = 0, ceci donne

et on a pour tout s € R

u(ts (8), x4 (8)) = ul(ts (so — o) , T« (S0 — to)) = (0,29 — cto) = ug (xo — cto)

et on a aussi
u(to, xo) = u(ts (S0) , T« (S0)) = wo (xo — cto) -

On obtient donc pour tout (t,z) € R% xR

u(t, x) = ug (zo — ctop) -

Il est largement connu que nombreux phénomeénes dans des domaines différents sont décrits
généralement par des EDPs du premier ordre non linéaires, rappelons quelques unes: équation
de Burgers, équation iconale, équation de transport avec une vitesse variable.

2.8 EDPs du premier ordre non linéaires

Dans cette section, on s’intéresse a résoudre des EDPs ayant la forme suivante

ou Ou
Flz,y,u,—,— | =0. 2.18
( Y or &y) ( )
L’équation (2.18) est souvent écrite & l'aide de notation standard p = 2% et g = g—Z. Pour
simplicité, les dérivées partielles seront notées par ug, uy..... L’exemple le plus approprié est

celui de I'équation iconale, qui est utilisée en optique géométrique.

@ 2_|_ % 2— 2
Ox oy -

ol a est une constante réelle. La résolution de cette équation passe par les étapes suivantes.
Etape 1 : A Iéquation (2.18), associons une seconde équation de la forme

G (z,y,u,p.q) = A (2.19)
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o A € R. Voir le prochain exemple pour la construction de telle fonction G. La méthode de
résolution de ce type des équations est basée d’abord sur la construction d’'une EDP du premier
ordre dont I'inconnue est G.

Etape 2: Condition de compatibilié

On tire p et ¢ des deux équations (2.18) et (2.19). Ce sont des fonctions de z, y et u, c-a-d

p=p(r,y,u), g = q(z,y,u) et Pon écrit
du = pdzx + qdy.

D’aprés Théoréme de Schwarz!, on obtient

dp dp 8q dq
— — —. 2.2
oy Tou ~ oz * Pou (2:20)

Cette équation on 'appelle souvent " condition de compatibilité ". On calcule les dérivées

de p et q en dérivant les 2 équations par rapport & x, y et u, considérées comme variables

indépendantes

F,+ 2F,+%F, =0,

F, —|—gpF +gqF =0,
aPF + 8‘IF =0,

) G+3G +8QG =0,
G+g”G +;G =0,
\G+8PG+§ZG—O
On a ainsi

(F,Gy— F,G,) 2 = F,G, — F,G,

(F,Gy — F,G,) 2 = FG ~ E,G,

(F,Gy — F,G,) 3 = ~- F,G,

(F,G, — FqG)f—g FuG — F,G.,.

Comme F' et GG ne sont pas liées, on a
F,G,— F,G, #0.
La condition de compatibilité (2.20) s’écrit donc
F.G,—- F,G,+q(F,G,— F.G,) = F,G, — F,G, + p(F,G, — F,G,) =

soit
F,G, + F,G,+ (pF, — qF,) G, — (Fy + pF,) G, — (F, + ¢F,) G, = 0. (2.21)
Etape 3: Systéme caractéristique

L’équation (2.21) est une équation aux dérivées partielles, linéaire, homogéne de la fonction G
de 5 variables. Le systéme caractéristique associé est

dr dy du dp B dq
F, F, pF,+qF, F,+pF, F,+qF,

Toute intégrale premiére de ce systéme contenant effectivement p ou ¢ fournit une fonction

G(z,y,u,p, q).
Etape 4: Construction de la solution

1Soient A € Q, Q ouvert de R? et une f une fonction définie sur Q & valeurs dans R. Si les dérivées

% f 32 9f . 9 f 9%
successives 4, 75 existent et sont continues, alors on a g (A) = F5- (A).
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Il n’est pas nécessaire de connaitre toutes les intégrales premiéres. Il suffit d’en connaitre une,
puis on intégre le systéme

F=0
G—-X=0.
On tire alors p et ¢ et on intégre la différentielle
du = pdx + qdy.
Reprenons maintenant ’équation de 'exemple 2.10 et posons p = g—;, q = g—;‘ et

F(z,y,u,p,q) = p* + ¢* — a*. On doit résoudre p* + ¢* = a*. On a
Fo=F,=F,=0,F,=2p, F, =2q.

Le systéme caractéristique associé est

de _ dy _ _ du
{ 2p 2q 2(p?+q?)

dp =dq = 0.
D’ou
p=Ch
et
q = CQ.

D’autre part

de dy x Y
— == —— = = (|
01 02:>Cl CQ ’

et
dx du de du T U

—=—— =5 — = — = — — — =(}.
Cl (p2 + q2) 01 a? Cl a? 4

Parmi ces quatre intégrales premiéres, il suffit d’en choisir une seule pour résoudre le

probléme. Prenons par exemple p = (', on doit intégrer le systéme

P+ =a’
pzcl.

Si on pose Cf = acos A alors

pP=acos\ = a—;
=asin A = &

d’ou
du = acos Addx + asin Ady

ce qui donne
U = arcos A+ aysin A\ + p

ol 4 une constante arbitraire.
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2.9 Exercices

Systémes differentiels, intégrales premiéres

Exercice 01: Résoudre les systémes différentiels suivants

de __ dy _ dz .
1, = — _dy _ dz
-y y  zy2?
de __ dy __ xdz .
9 de _ _dy _ _ zdz
- T y 22
dr __ dy _  dz
3 dz _ _
‘oz y+2z T 3yt+4z’

EDPs du 1¢ ordre

Exercice 02: Résoudre les EDPs quasilinéaires suivantes

1. x%—l—Q(g/—a)g—Z =y;

Ou _ ,0u _ _u?
2. x Yoy =

oz T
3. u%:m;
ou Ju __
4L (y+tug +uta)g =x+y.

EDPs du 1° ordre nonlinéaie

Exercice 03: Résoudre I’équation

ouou _
oxdy

avec la condition u(z,0) = x
Exercice 04: Trouver la solution de I’équation

ou (),
ot or )

sujet & la condition u(z,0) = cz, ol ¢ est une constante.

Dimension superieur

Exercice 05: Résoudre les EDPs quasilinéaires suivantes

ou ou ou __
L. yz52 +azg, —vyYy, = 0

2. —yg—; + xg—Z +(1+ 22)?)—;‘ = 3zu,
3. yz% + :Ezg—; + a:y% + 2yz = 0,
4. x (cu —by) 2% + y(az — cu)g—z = u(by — ax).

Probléme de Cauchy

Exercice 06: Soit le probléme

y3e + a5t = 0sur R x R
u(0,y) = e ¥,
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1. Déterminer les courbes caractéristiques de cette équation. Tracez-les soigneusement.
2. Démontrer que la solution est constante le long des courbes caractéristiques.
3. Résoudre I'équation lorsque c’est possible. Que manque-t-il pour fermer le systéme 7

Exercice 07: Soit
Q= {(z,y) € R’.qz > 0;y > 0}.

On considére alors sur €2 le probléme
ou __
{ 29 Ty =
u(z,0) = f(z

. Rappeler ce qu'une solution de cette EDP vérifie le long des courbes caractéristiques.

0
), x> 0.

—_

2. Déterminer les courbes caractéristiques et tracez-les soigneusement.
3. Montrer que les solutions de I'EDP sont : u(z,y) = f(y* — x).
4. Expliquer pourquoi ce probléme n’est pas bien posé.

Exercice 08: On considére sur R x R* le probléme

—_

. Rappeler ce qu’une solution de cette EDP vérifie le long des courbes caractéristiques.

2. Montrer qu’il s’agit de demi-cercles.

w

. Quelle condition doit vérifier f pour qu’il y ait existence d’une solution ?
y

4. Déterminer les solutions de 'EDP dans le cas f(z) = 1“&;22).
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Chapitre 3

Equations aux dérivées partielles du
second ordre

Beaucoup de problémes physiques liés a la mécanique des fluides, au transfert de chaleur, a la
dynamique et a I’électromagnétisme sont décrits par des EDPs de second ordre. Par conséquent,
I’étude de leur méthodes de résolution est trés importante pour résoudre les problémes du monde
réel.

3.1 Classification des équations

Définition 3.1

On appelle équation aux dérivées partielles semi-linéaire du second ordre, d’inconnue u
sur un ouvert £ de R?, une équation de la forme
0u 0%u 0?u ( ou au)

- Z __F - =
a(z,y) 5 +b(z,y) 900y +c(z,y) o7 Y5 oy

(€)

ol a, b, c sont des fonctions données, et I une fonction définie dans un ouvert de R>.

La classification des EDPs du second ordre est issue de la classification de I’équation quadratique
des sections coniques en géométrie analytique. L’équation

ax® +bry+cy? +dr+ey+ f=0

représente ’hyperbole, la parabole ou ellipse selon le signe de b* —4ac (positif, nul ou négatif).
Alors, La classification de 1'équation (£) dépend des coefficients a(x,y), b(z,y) et ¢(x,y) en un
point donné (z,y). Conséquemment, on donne la définition suivante

Définition 3.2

Soit A (z,y) = b*(z,y) — 4a(x,y)c(z,y), on a les cas suivants
1. Si A (z,y) > 0, 'équation est dite hyperbolique.

2. Si A(x,y) = 0, équation est dite parabolique.

3. Si A (z,y) < 0, 'équation est dite elliptique.

28



L’équation des ondes
Pu 0%
a2~ “oa?
est une équation hyperbolique sur le domaine D = Ry x R car A (t,x) = b*(¢t,z) —
da(t,z)c(t,x) = 4c* > 0.

=0

Pour I’équation

, 0%u 0?*u N ,OPu (2 + 1)
x — — =sin(x
Ox? y@xay Y Oy? v
A(x,y) = —32%y?. Donc si z = 0 ou y = 0, A s’annule. Alors sur le domaine D =

{(x,y) € R?/xz =0 ou y = 0} cette EDP est parabolique et elliptique sur R*\ D.

Pour transformer 1'équation (£) en une forme canonique, on a besoin de faire un changement
de variables indépendantes.

3.2 Changement de variables

Proposition 3.1

On considére le changement de variables (&(x,y), n(z,y)) supposé deux fois continument
différentiable et tel que le Jacobien J ne s’annule pas, alors il existe des fonctions a’, b, ¢
et I telles que

0%u 0%u 0%u / ou Ou
2,y) oo 4 Y (z,y) 2o = F gu gy e
¢ ) G +¥ o) g+ @ s = F (€mu L GE) @)
L’équation (&) s’appelle la forme standard ou canonique de ’équation (£). De plus, on
a

A'(&,m) =b%(&,m) —4d' (&, ) (&,n) = J*A (z,y) .

On pose u(z,y) = v(&(z,y),n(x,y)). On va écrire maintenant les différents dérivées dans
I'équation (&) en fonction des dérivées partielles de la fonction v. Pour cela, on utilise la
régle de chaines pour exprimer les dérivées premiéres

ou ov o  Ovdn

5z _ 0oz T 990z’
u _ o 0vn
oy 0oy ooy’
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On base sur les deux équations précédentes et encore une fois sur la régle de chaines, on
exprime les dérivées secondes comme suit

() () () ()%
Qs ox 852 Ox ) 0&0n ox ) On?
()2 ()2
0x? ) O¢ ox2 ) on’

=) (a) a7 |(&) (3)* (3) (&)l o
() (50) o+ (o) e+ ()
)

axf)xy (

o (20 (2) L (o)
d 852 ay oson ~ \dy/) On?
2§ 81}
on’
En substituant ces expressions dans (£), ’équation suivante est obtenue

o v, 0%v , 821)7 dv v ,
(0.0) G+ o) g+ o) 5 = F (&m0 L5 @)

. (08N o\ (06 o€\ 2
() #(5) @) G
- 23 &
i-u(3) (3) ) &)+ &) @) =G @)
’r 377 ? 87] 87] 87]
‘=a(z2) +o(@) @)+ ()
y dv v\ 9%\ Ov 0?n\ Ov %€\ ov
Flenngpa) = (@)% () 5 (o) %
’ 9*n \ Ov 0%¢\ v 9*n\ Ov
" (5’x8y>0_?7+c(8_y2>5‘_€+c( )577

9 v Ov
_I_F <€7 n,u, a_f’ 8_77) .

ou

L’équation &£ est une EDP du second ordre dont son type est déterminer a 'aide de la
formule suivante

b2(&,m) —4d' (&, n)c (&, n) = J? (V*(x,y) — da(z, y)c(z,y))

comme J # 0, les deux équations £ et £ sont de méme type.
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3.3 Forme standard ou canonique

L’écriture d’'une EDP du second ordre sous la forme canonique permet de la mettre sous une
forme plus simple. Elle consiste d’éliminer certaines dérivées secondes. Cette procédure va aider
a chercher des solutions comme ’équation des ondes (voir chapitre 6). La forme canonique d’une
EDP du second ordre dépend du type de I’équation. Pour cela on a besoin d’introduire la notion
d’une courbe caractéristique associe a I’équation &.

Définition 3.3

Une caractéristique de 1’équation (&) est la courbe satisfaisant a I’équation différentielle

dy dy =~

Dans ce qui suit, on traite chaque cas indépendamment en donnant la forme correspondante.

3.3.1 Cas hyperbolique

Soit (&) une équation de type hyperbolique. On sait que dans ce cas b* — 4ac > 0 et par
conséquent I'équation (3.1) admet deux solutions séparées. Dong, il existe deux courbes carac-
téristiques réelles des équations 1 (z,y) = ¢1 et 19 (z,y) = ¢o pour I'équation (3.1).

Théoréme 3.1

Les équations des courbes caractéristiques sont données par

dy  bx+b?—4ac
dr 2a '

En posant & = 91 (x,y) et n = 1y (z,y) ot 1y, i = 1,2., la forme canonique de (&) s’écrit

*v ov Ov
agan - G <€77]7U) 0_57 8_7]> o

On cherche des coordonnées (£, 1) tels que a’ = 0 ou ¢ = 0. Les expressions de a’ et ¢

sont de la méme forme
W\ (0 AN
b<9fﬁ) (ay)Jrc(@y) -0

o(2Y
ox
Par factorisation, on obtient
1
- la 6—w +<b—\/b2—4ac> 3_w aw <b+\/b2 4ac> =0.
a ox dy o oy
Par conséquent, on doit résoudre les équations linéaires suivantes

% (g_f)+(b_m) (g_j) ~0
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0 0

2a %% —|—<b+vb2—4ac> o =0.
ox dy

Les deux équations sont linéaires homogeénes, 1) est constante sur chaque caractéristique.

Les caractéristiques sont des solutions de I’équation

d_y_ b+ Vb? —4dac

dv 2a

Celles-ci sont appelées les équations caractéristiques. En trouvant les solutions de ces
deux équations, on a les deux courbes caractéristiques ; (z,y) = C;, i = 1, 2.

En posant & (z,y) = 91 (x,y) et n(x,y) = ¥ (z,y), on aura un bon changement de
coordonnées qui simplifiera 1’équation (£) a I’équation (&) avec o/ = b’ = 0. En dévisant
par ', on obtient la premiére forme standard

0% ov v
=G —, = |- 3.2
R G ) &
Considérons I’équation suivante
0*u 0*u
207U 07U
Yoz 7 Oy? 0

A(x,y) = b (x,y) — 4a(z,y)c(z,y) = 42?y?. Donc si x = 0 ou y = 0, cette EDP est
parabolique au point (x,y), sinon elle est hyperbolique au point (x,y). Considérons
un domaine D pour lequel 'EDP est hyperbolique & tous ses points. A ces points, les
équations caractéristiques sont

dy 04 +/4x?y? LT

dx 212 Y
En utilisant la méthode de séparation de variables, on obtient: %(1’2 +y?) = C) et
% (:r2 — y2) = (5. C] et (5 sont des constantes. Les courbes caractéristiques sont
o1 (z,y) = 2% + 9%,
o (2,y) = 2% — y°.
On pose
§=a+y°
n=a* -y
et u(z,y) = v(§,n). En utilisant ce changement de coordonnées, on obtient
{ 132 =1 — g?
yr =&+
Par la regle de chaines, on a
ou ov N ov
— = —r—+xr—,
ox o0& on

ou ov



o*u 0 ov ov
a2~ o\ “oe oy

@ B ﬁ 8v+ 87)
oy 8{

= y+2ﬂv+§ﬁ+@+@
= v oe? DE oc " oy
et finalement
28214 282u 5 5 0% v v

2 2
b — — i
Vom T ap = W ag, W) gt (V-2 5
ce qui implique aprés simplification

v om 0w &
om  2(2—n») o 2(&2—n2)on

C’est la forme canonique de 'EDP aux points pour lesquels celle-ci est hyperbolique.

3.3.2 Cas parabolique

Soit (£,) une équation hyperbolique. On sait que dans ce cas b* — 4ac = 0 et par conséquent
I'équation (3.1) admet deux solutions confondues. Donc, il existe une seule courbe caractéris-
tique réelle d’équation i, (z,y) = ¢ pour I'équation (3.1).

Théoréme 3.2

L’équation de la courbe caractéristique est donnée par

dy b
dr  2a’
En posant

{ 52901<1L',y),
n = (z,y)

ou 9 satisfait J(&,n) # 0, la forme canonique de (&,) s’écrit

0%v ov Ov
a_gz _G(g’n7v’a_§78_’r]) .
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Dans ce cas, il faut trouver deux fonctions ¢y (z,y) et @ (z,y) telles que V' (&,n) =
d(&,m) = 0 pour tout (z,y) € D. Il suffit de rendre C' = 0, ceci implique que

() o () () () =) L (]

Il en résulte que 7 est une solution de I’équation linéaire du premier ordre

on b (on\
a(%)*é(a—y)—“

Par conséquent, la solution 7 est constante sur chaque caractéristique, c’est-a-dire sur

une courbe qui est une solution de I’équation
dy b
dr  2a’

En trouvant la solution de cette équation, on a la premiére courbe caractéristique

o (x,y) = C. Pour choisir ¢, il suffit seulement de prendre en considération la con-

trainte sur la seconde variable indépendante, est que le J(&,n) # 0 en D.

L’équation suivante
0%u L 0%u +982u ou +28u B
0x? 0xdy oy? O oy

est parabolique sur R?. L’équation des caractéristiques est donnée par

0.

dy

dx—g

dont la solution est 3x —y = C. La premiére courbe caractéristique est p; (z,y) = 3z —v.
On pose donc £ = 3x — y. Pour obtenir une seconde coordonnée caractéristique 7, on a
beaucoup de choix. Pour cet exemple, on prendra n(x,y) = x. Cette fonction a bien des
dérivées partielles d’ordre m < 2 continues et

3 —1
I

pour tout point de R?. En utilisant ce changement de coordonnées

§:3$—y,
n=x

et on pose u(z,y) = v(&,n), on obtient
{ T =1,
y=3n-¢<
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En utilisant la régle de chaines, on obtient

o _ o
ox o0& oy
o _ o
dy 9
Pu 0 @—l—@ _982v+6820+62v
0x2  Ox \ 0¢ On) ~O€ ocon o’
Fu 0 (o0 _ v o
oxdy Oy \ o¢) o ocon’
ou_ o
o2 o

et finalement

0%u 0%u *u  Ou ou 0% ov  Ov

6 gl _Ou | pou O gov_ Ov
022 Cozoy o “0x oy o "0t om
ce qui implique
Gu _0v  Ov
o> ToE o

3.3.3 Equation elliptique

Soit (&) une équation elliptique. On sait que dans ce cas b* — 4ac < 0 et par conséquent

I'équation (3.1) admet deux solutions complexes. Donc, les courbes caractéristiques sont définies

& partir des parties réelle et imaginaire des solutions.

Théoréme 3.3

Soit ¢ une solution de 1’équation

@_ b+ ivVb?2 — 4dac
de 2a ’

La forme canonique de (&) s’écrit

Fu Pu_ (o
652 87]2— ) 115 7657677 .

ot (&,7n) sont données par

§ = Rep,
n = Imep.

On suppose que a(z,y) # 0 pour tout (z,y) € Q. On cherche deux fonctions ¢ (x,y) et
o (x,y) telles que V/(&,n) = (&,n) et b'(£,n) = 0 pour tout (z,y) € Q. On obtient un
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systéme de deux équations du premier ordre nonlinéaires
3 €\ (9 o€ an o\ (9n o\
(&) (@) @) (@) -G G E) )
- 23 €\ (9 23 9N\ (On\ _
-u(5) (5)|G) E) @) @) =6)E)-

On peut écrire le systéme sous la forme

GRGIRIGICRBID)

o (5) 3)[(5) () - () ()] () (3) -

ot i = 4/—1. Définissons la fonction complexe ¢ (z,y) = &

a I'équation complexe

e\’ 0

a 99 b 9\ (22 +c o0 = 0.

ox oz 8y 8y
On est arrivé a la méme équation que dans le cas hyperbolique. Mais dans le cas elliptique,
I’équation n’admet aucune solution réelle ou, en d’autres termes, les équations elliptiques
n’ont pas de caractéristiques. Comme dans le cas hyperbolique, on factorise 'EDP
quadratique ci-dessus et on obtient deux équations linéaires, mais elles sont maintenant
des équations différentiélles complexes (ot x et y sont des variables complexes). Donc,
on a besoin de résoudre les équations

28 | <b + ivAac — b2> 9% _ .
ox dy

1. Ce systéme est équivalent

Comme précédent, le systéme caractéristique associé a cette équation est donnée par

dy  bxivb? —4dac

dv 2a

En trouvant les solutions de ces deux équations ¢1 (z,y) et ¢o (x,y). Maintenant, si on
pose & (x,y) = ¢1 (x,y) et n(z,y) = @2 (x,y), 'équation (£) prend la forme

0%v ov Ov
8587] - G (577]’1)) a_ga 8_77>

Cette forme n’est pas la forme canonique d’une équation elliptique avec des coefficients
réels. Pour 'obtenir, on pose
{ £ (z,y) = Reg,

n(z,y) = Ime.

ou ¢ est 'une des fonctions ¢; o ¢o.
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Considérons I’équation de Tricomi

Ou + Ou 0, >0
— 42— =0, .
0x? 0y?
b (z,y) — 4a(x,y)c(z,y) = —4x = 4i*x. Comme z > 0, cette EDP est elliptique sur le
domaine D. A ces points, les équations caractéristiques sont
d
LN
dx
En utilisant la méthode de séparation de variables, on obtient %y +iz2 = C oi C est
une constante. On pose

{ £= %yé
’]’] = —XI2.
et u(z,y) = v(§,n). En utilisant la régle de chaines, on obtient
ou 3 10v
— = ——7r2—
Ox 27 On’
ou  30v
dy  20¢’

Ou_ 0 ( 3400) _9 v 3 10
922 oz \ 2" on _4x8n2 4" on’
Pu_ o (300) 9k
oy Oy \20¢) 402
et finalement
Pu Fu 9P 3 o0 9
Ox? w8y2 B 4$6772 4" on 4$8£2
0 (0 1w
4\0n2 3non  0&)°

La forme canonique de I’équation de Tricomi est

0%y 0% 1 Ov

o " o8 " 3oy

3.4 Probléme de Cauchy

Soit f une fonction d’une seule variable et (C) la courbe définie par I’équation y = f(z). Posons
F(z,y) = f(z) —y. Alors, le vecteur 7 = VF (¢, f(x0)) = (f'(x0), —1) est perpendiculaire a
(C) en (g, f(x0)) -
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Définition 3.4

Le probléme de Cauchy relatif a une courbe (C) réguliére consiste a chercher (si elle
existe) la solution de I’équation

0*u 0*u 0*u ou Ou
a(x’y)_+b($’y)8x—(%/+c(x’y)__F(%y’u’%’@_y)

ox? By (€)

qui vérifie
u(z,y) = g(z,y) sur (C)
et

du

%(x,y) = h(x,y) sur (C).

ol g—z désigne la dérivée normal et f et g sont des fonctions de classe C* et C? sur C,

respectivement.
Théoréme 3.4

Si la courbe (C) n’est pas caractéristique, le probléme de Cauchy admet une solution
unique.

Montrons tout d’abord que la donnée de la fonction u et de sa dérivée normale permet
de connaitre 'ensemble des dérivées partielles d’ordre 1. On suppose que la courbe (C)
est définie par la représentation paramétrique (z,y) = (2o($),%0(s)) = m(s). On a alors

t(s) = €2(s)7 + 9 (5)7,
{ o= e+
avec HF(S)” = 1. Sachant que les fonctions suivantes sont connues
u(@o(s),40(s)) = glzo(s),v0(s)) =G (s),
w0 () w () = Ao (s),0 (5)) = H(s),
% = %% + %% = dum(s)f(s)
o (5) 00 (s)) = dumoi(s) =~ 5o 1 T _ )
On peut déduire les dérivées partielles d’ordre 1
. () = GoHE)+ TG
() () = S2IT_ Aop)

Une condition nécessaire pour qu’il y ait une solution unique, est que 'équation (&)
permette de définir de facon unique sur (C') les dérivées partielles d’ordre un de u. On
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sait que

ENERTO)) = e O )=o),
o) = Bl mole) = F ),

o
%@u@wu@>:me@%me=Hﬂ@-

Des 2 derniéres équations on déduit

2 (5) 53 o (5) 0 5)) + 95 (5) (oo (5) w0 (5)) = HL (o),
2 (5) g (00 ) 50 (9) + 1 5) 55 (o (5) 0 5)) = H (9).

L’équation (€) permet d’obtenir

a (@0 (s), %0 (5))@7%(350 (s) 0 (s)) O +c (2o (), 4o (5))82—u =F <$,y,u ou au).

Pour que ce systéme linéaire de 3 équations a 3 inconnues

Ox? Oxdy Oy? "0z’ dy

2y 0%u 9%u

522 950y’ 05° ait une solution

unique il faut et il suffit que le déterminant soit non nul, d’ou

wh(s) h(s) 0 2 2
0(5) 9h(5) | = aluh (5))” = 20t () (5) + ¢ (v (5))° 0.

Comme z, (s) = dzo/ds et que y;, (s) = dyo/ds, on reconnait la condition définissant une
courbe qui n’est pas caractéristique. La construction de la solution se fait comme dans
le cas d'une dimension 1 par un développement limité de la solution au voisinage de la

courbe.

3.5 Exercices

Exercice 01: Pour 'EDP linéaire d’ordre 2 suivante

4.

(92u_2x 0*u N 282u+m%+ @—O
y@a:@y y0y2 Ox y@y_ '

2
x
0x?

Déterminer le domaine D ot cette équation est parabolique.
Déterminer les courbes caractéristiques de cette équation sur D.

Effectuer le changement de coordonnées en basant sur (2) pour obtenir la forme canonique
correspondante.

Trouver la solution générale de cette équation dans le domaine D.

Exercice 02: Pour 'EDP linéaire d’ordre 2 suivante




1. Vérifier que cette équation est parabolique sur R2.
2. Déterminer les courbes caractéristiques de cette équation.

3. Effectuer le changement de coordonnées correspondant afin d’obtenir la forme canonique
correspondante.

4. Trouver la solution générale de cette équation dans le domaine R2.

5. Trouver la solution générale de cette équation qui satisfait u(0,y) = f(y), u.(0,y) = g(y),
ol f et g sont des fonctions données.

Exercice 03: Considérons ’EDP linéaire d’ordre 2 suivante

9%u 0%*u 9%*u
UL 0% i —a) 2Y =0
0x? * 0xdy {1 —aly) 0y?
ol
-1, y < —1,
a(y) =14 0, lyl <1,
1, y>1.

1. Trouver le domaine o cette EDP est hyperbolique, parabolique et elliptique.

2. Pour chaque domaine, trouver la forme canonique correspondante.
Exercice 04: Pour 'EDP linéaire d’ordre 2 suivante

0%u 9%u

ijya—yQ:O.

1. Trouver le domaine ot cette EDP est hyperbolique et elliptique.

2. Pour chaque domaine, trouver la forme canonique correspondante.
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Chapitre 4

Méthode de séparation des variables

La méthode de séparation des variables ou la méthode de Fourier est largement utilisée pour
résoudre les problémes aux limites relatives aux EDPs. Elle consiste de chercher des solutions
particuliére de la forme séparable u(x,y) = X(x)Y(y), ou X et Y sont des fonctions de z
et y respectivement. Dans de nombreux cas, 'EDP se réduit a deux équations différentielles
ordinaires pour X et Y. On obtient donc des problémes aux limites impliquant des EDOs.
Cependant, la question de la séparabilité d’'une EDP en deux équations différentielles ordinaires
ou plus n’est pas toujours possible. Dans ce chapitre, on va appliquer cette méthode sur des
problémes aux limites relatives aux EDPs linéaires.

4.1 Situation du probléme

On décrit maintenant la méthode de séparation des variables et examine les conditions d’applicabilité
de la méthode aux problémes qui impliquent des EDPs de second ordre de deux variables
indépendantes. On considére donc le probléme aux limites dont 'inconnue wu(z,t) posé sur

un domaine de la forme I x J, ou [ et J sont des intervalles de R tels que I = [a,b],
—o0 <a<b<+4o0.

ar () T8 + by (1) 5% + a2 (2) 34 + by (1) 3 + (a5 (z) + bs () u(x, ) = h(x,t), (z,t) € T x J
u(z,0) = f(x), = € I: Condition initiale,
Condition aux limites

ou ay, by, as,be,as,,bs, h(z,t), f(x) sont des fonctions données.
Condition aux limites: On distingue différents types de conditions aux limites (C.L)

e Conditions de Dirichlet: u est fixée sur le bord de [

u(a,t) = u(b,t) = 0.
e Conditions de Neumann: La dérivée normale de u est fixé sur [

uz(a,t) = u. (b, t) = 0.

e Conditions de Robin ou mixtes
c1(x)u(a,t) + co()uy (b, t) = 0.

e Conditions périodiques

u(a,t) = u(b,t) et uz(a,t) = u,(b,t).
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Rapportons les principales étapes de cette méthode.
1. On recherche les solutions séparées de (£). Ces solutions sont de la forme spéciale

u(z,t) = X(x)T(t)

et satisfont les condition aux limites et la condition initiale. Il se trouve que X et T doivent
étre des solutions des problémes aux limites linéaires (P;) et (P%) relatives aux X et 7,
respectivement.

2. On résout les probléme (P;) et (FP), les solutions de (P;) nous permettent de construire
une base hilbertienne (X;),.. On désigne par (1;),.y. les solutions de (Py)

3. On utilise le principe de superposition générale pour générer a partir de (X;), .y et
(T}),cnune solution plus générale du probléme, sous la forme d’une série infinie de solutions
séparées.

4. Dans la derniére étape, on calcule les coefficients de cette série et étudie sa convergence.

Principe de superposition

Si u; et uy satisfont une EDP linéaire homogeéne, alors une combinaison linéaire arbitraire
c1uy + coug, c1,c9 € R satisfait également la méme équation.

Dans la suite, on va rappeler quelques notions essentielles sur les séries de Fourier qui serons
utilisées dans le reste de ce chapitre.

4.2 Rappel sur les séries de Fourier

Définition 4.1

Une suite de fonctions {¢,(z)},, n > 0 définit sur un intervalle [a,b], décrit un systéme
orthonormal par rapport & la fonction de poids ¢(x) si et seulement si

1sim #n,
0sim=n.

2 0m 20, [ pu)oniateiio = |

On va voir que les fonctions cos et sin peuvent former une base orthonormal. Pour

) . 1 cos(z) sin(xz) cos(2z) sin(2x) cos(nz) sin(nz)
cela, 'ensemble des fonctions {\/ﬁ’ N IS - Ry - } est un

systéme orthogonale de fonctions sur 'intervalle [—m, 7] pour la fonction de poids ¢ = 1.
Ceci est affirmé par les calculs suivants
Sim,n>1,o0na

/w /Tf cos((m — n) x) — cos((m +n) x) { Lsim#n

sin(mz) sin(nz)dr = 5 =3 0sim—n

—r —

Sim,n >0,o0na

/W / cos((m —n) ) + cos((m+n)z) | 0SimAD

cos(mz) cos(nx)dr = = msim=n
- _ 2 .
™ ™ 2rsim=n =10
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Sim>0etn>1,o0na

/w / cos((m +n) ) — cos((m —n)x) _

cos(mx) sin(nx)dr = 5

—T —T

Définition 4.2

Soient f une fonction et D; son ensemble de définition. On dit que la fonction f est
périodique s’il existe un nombre réel non nul p vérifiant la propriété suivante

Si zeDy alors z+pe Dy et flx+p) = f(x).

Le nombre p est appelé la période de la fonction f.Séries de Fourier et coefficients de
Fourier

4.2.1 Séries de Fourier et coefficients de Fourier

Le but de cette section est d’écrire une fonction f(x) continue par morceaux et 2m-périodique
sous la forme
Qo e
flx) = 5 T Zl (ay, cos(nx) + by, sin(nz))
n—

ol a,, b, pour n > 0 sont appelés les coefficients de Fourier associés a la fonction f.

Définition 4.3

Les coefficients de Fourier associé a la fonction f sont donnés par

w=1 [ 1@, an = [ fa)costmorts, b =1 [ f@)sin(nodosinz 1.

Soit, f(x) = x + 2% sur l'intervalle [—m, 7| , alors

1 [7 22
ag 7T/ﬁf(m) x 3

Sin > 1, alors

a, = %/j (z + 2?) cos(nz)dr = % ((:1: + z?) silrl(n:/z:)yi7T — % _W (14 22) sin(nz)dx
— _% {(— (14 22) cos(nx)]" _ + % (2 sin(nx)]ﬂﬁ} = 4COngT> _1 (;21)
et
b, = %/ (z + 2?) sin(nz)dr = %
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Donc la série de Fourier de f(z) est

(e )

n=1

=

Une remarque importante pour faciliter les calculs.

Remarque 4.1

1. Si f est une fonction paire, alors sa série de Fourier est

o0 2 e
% + Z ay cOS(NT) avec a, = p /_7T f(z) cos(nz)dx pour n > 0.

n=1

2. Si f(z) est une fonction impaire, alors sa série de Fourier est

oo 2 T
Z b, sin(nx) avec b, = —/ f(z)sin(nz)dx pour n > 0.
™ —T

n=1

4.3 Applications

4.3.1 Equation de la chaleur

Considérons le probléme sur Uintervalle [0, L] avec L > 0, constitué de ’équation de la chaleur

ou 0*u
Y S 4.1
pr kaxQ 0,0<x<L,t>0, (4.1)

les conditions aux limites de type Dirichlet

u(0,t) =u(L,t) =0, t >0, (4.2)
et la condition initiale

u(z,0) = f(x),0 <z <L, (4.3)

ol f est une fonction donnée et k est une constante positive.

Ce probléme modélise la conduction thermique dans un tige de longueur L. La chaleur est
supposée nulle aux deux extrémités du tige et égale & f(x) a l'instant ¢ = 0. Les conditions
aux limites impliquent que

£(0) = u(0,0) = u(L,t) =0

et
f(L) =u(L,0) =u(L,0) =0.

Ces deux conditions s’appellent les conditions de compatibilité.
Etape 1: On commence & chercher des solutions de (4.1) sous la forme

u(z,t) =X (z) T (t) (4.4)
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qui satisfont les conditions (4.2) ou X et T sont des fonctions de x et ¢, respectivement. Dans
cette étape, on ne prend pas en compte la condition initiale (4.3) et on n’est pas intéressé
par la solution zéro u(x,t) = 0. On cherche donc des fonctions X et 7' qui ne s’annulent pas
identiquement.

Par différentiation de (4.4) par rapport a t et deux fois par rapport & x et par substitution
dans (4.1), on obtient

XT'(t)=kX"(2)T(t), 0<z <L, t>0.

On peut réécrire
T X" ()
T  X(x)

Puisque x et t sont des variables indépendantes, cette relation implique qu’il existe une constante
A (appelée constante de séparation) telle que

,0<ax< L, t>0, (4.5)

T _ X ()
T (t) X (z)

=-\N0<z<L,t>0. (4.6)

Comme on cherche des solutions ne s’annulent pas identiquement, alors il existe t5 € R tel que
T (t) # 0. Conséquemment, on obtient

u(0,0) = X (0) T (to) = 0
{ u(L,ty) = X (L)T (tg) = 0 — X(0)=X(L)=0

L’équation (4.6) conduit au systéme d’EDOs suivant

2X —
— +AX =0, 0<z <L, (4.7)
X(0)=X(L)=0
et IT
E"‘AT:O, t>0, (4.8)

oll A est une constante.
Etape 2: On commence d’abord & résoudre le systéme (4.7). Une solution non triviale de
(4.7) est appelée fonction propre avec la valeur propre A\. On distingue 3 cas:
Cas 1: A= —u? <0, alors
X (z) = ae ™ + fer*

oll , 8 sont des réels arbitraires. Les conditions aux limites donnent

{a+B:O,

ae M 4 Berl = (.

De la premiére équation, on a &« = —f3. La seconde équation implique donc ae ™ = ae#*, alors
si o # 0 on obtient e = 1. Ceci n’est pas possible car u et L sont différents de 0 et par
conséquent o = 3 = 0. Alors, dans ce cas X =0 et u(z;t) = 0 pour tout 0 <z < L et t > 0.
On doit donc exclure le cas A < 0.
Cas 2: Si A =0, on obtient
X (z) = a+ Pz,

oll o, B sont des réels arbitraires. Les conditions aux limites impliquent

a+ =0,
a+ pBL =0.
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Comme L # 0, il est claire que o = § = 0. Alors, dans ce cas X = 0 et u(z;t) = 0 pour tout
0<z<Lett>0. On doit donc exclure le cas A = 0.

Cas 3: Si A = 2 > 0, on obtient
X (z) = acos (ux) + Bsin (px)

oll , 8 sont des réels arbitraires. Les conditions aux limites impliquent que

a=0,
Bsin(uL) =0
Pour éviter la solution triviale X = 0, on suppose que § # 0. Ceci implique que sin (uL) = 0.

Conséquemment
pl =nm, A= (nw/L)*, neZ

Il en résulte que
An = (nm/L)?

sont les valeurs propres de et les fonctions
X, (x) = By sin (nmx/L)

sont les fonctions caractéristiques du probléme (4.7). Comme sin(—x) = —sin(x) pour tout
x € R, il suffit donc de considérer

A = (nm/L)?, X, (z) = B, sin (nrz/L), n € N*.
Il reste maintenant a résoudre le probléme (4.8), sa solution est donnée par
T(t) = %e_k(”“/L)2t7 n € N*.

A la fin de cette étape, on peut considérer qu’on a bien construit une base hilbertienne (X;), . -

Etape 3: On utilise le principe de superposition générale pour générer a partir de (X;), oy
et (7;);cyune solution plus générale du probléme, sous la forme d’une série infinie de solutions
séparées. On a ainsi obtenu la suite suivante de solutions séparées

Up (x,t) = 6, sin (nma/L) e Hm/L e N*

Par le principe de superposition implique que toute combinaison linéaire
N
2
u(z,t) = Zén sin (nma/ L) e /D’
n=1

de solutions séparées est également une solution de ’équation de la chaleur qui satisfait les
conditions aux limites de Dirichlet.
Considérons maintenant la condition initiale. Supposons qu’il ait la forme

f(z) = Z dpsin (nma /L)

c’est-a-dire qu’il s’agit d’'une combinaison linéaire des fonctions propres. Ensuite, une solution
au probléme de chaleur (4.1) - (4.3) est donnée par

N
u (:C, t) = Z 577, Sin (nﬂ'iL’/L) e*k’(nﬂ'/L)Qt
n=1
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L’idée brillante de Fourier était qu’il était possible de représenter une fonction arbitraire f
satisfaisant les conditions aux limites (4.2) comme une combinaison linéaire infinie unique des
fonctions propres sin (nmz/L) . En d’autres termes, il est possible de trouver des constantes 6,
telles que

f(z) = Z dpsin (nma /L)

Une telle série est appelée une série (ou extension) de Fourier (généralisée) de la fonction f par
rapport aux fonctions propres du probléme, et d,, n = 1,2... sont appelés les coefficients de
Fourier (généralisés) de la série. Dans ce cas, le principe de superposition généralisée implique
que I'expression formelle

u(z,t) = 25” sin (nmx/L) e—k(m/L)%

n=1

est un candidat naturel pour une solution généralisée du probléme (4.1) - (4.3). On explique
maintenant comment représenter une fonction «arbitraire» f sous la forme d’une série de
Fourier. En d’autres termes, comment calculer les coefficients 9,,. Remarquons

L 0, m#n
0

/0 " in (e /1) () = gan / sin (mra/L) sin (nra /L) do — { P

Par conséquent, les coefficients de Fourier sont donnés par

L .
sin(mrx/L) f(x)de 2 [F
5, = Jolnme/D Jaldz 2 | sin e/ ) f (o)
Jo sin* (mmx/Lyds Lo
On obtient la formule explicite de la solution formelle, qui est donnée par
u(z,t) = Z dpsin (nmx /L) o k(nm/L)%t
n=1

ou

Op = E/o sin (mnx/L) f(x)dx.

4.3.2 Equation de la chaleur avec conditions de Neumann

Considérons le probléme de conduction thermique suivant dans un intervalle fini:

ou
E—k@—0,0<l’<[/,t>o, (49)
uz(0,t) = u, (L, t) =0, t >0, (4.10)
u(z,0) = f(z),0<z <L, (4.11)

ou f est une condition initiale donnée et k est une constante positive. Afin de rendre (4.10)
consistant avec (4.11), on suppose la condition de compatibilité: f,(0) = f.(L) = 0.

Ce probléme correspond a l’évolution de la température u(x,t) dans une tige thermo-
conductrice unidimensionnelle homogéne de longueur L dont la température initiale (au temps
t = 0) est connue et telle qu’il n’y a pas de flux de chaleur a travers les limites (La chaleur
n’entre pas ou ne sort pas a travers le systéme).
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On commence par rechercher des solutions de la forme spéciale
u(z,t) =X (z)T (t) (4.12)

ou X et T sont des fonctions des variables x et t, respectivement. Différencions la solution
séparée (4.12) et remplagons dans 'EDP, on obtient

XT, = kX, T
On peut récrire par A (appelée constante de séparation) telle que

CZ—‘t XI.CE
g &
T X

= —\. (4.13)

A est une constante réelle. Comme on cherche des solutions ne s’annule pas identiquement,
alors il existe to € R tel que T'(t) # 0. Conséquemment on obtient

u, (0,%0) = X, (0) T (to) =0
{ ug (L, to) = X, (L) T (to) = 0 — X, (0)=X,(L)=0

L’équation (4.13) conduit au systéme d’EDOs suivant

X'"+AX=0,0<z< L,
{ X' (0) = X' (L) =0 (4.14)
et
T +XkT =0, t>0, (4.15)

ol A est une constante. On commence d’abord & résoudre le systéme (4.14).
Cas 1: A = —p? <0, alors X (z) = ae ™" + Bet et X' (z) = p[—ae ™ + Bel”] ou «,
sont des nombres réels arbitraires. Mais les conditions

X0)=0 _ pl—a+8)=0
X'(L)=0 i (—ae 4 pert) =0
= /6 =«
—ae M 4 Bert =0
— f=a=0= X=0etu(z;t)=0
pour tout 0 <z < L et t > 0. On doit donc exclure le cas A < 0.
Cas 2: SiA=0, X (z) =a+pzet X' (z) =f, ot «, § sont des nombres réels arbitraires.
Mais 0)
X'(0)=0
{ x(L)y=o —H=0
Donc A = 0 est une valeur propre avec la fonction propre X (z) = « (constante).

Cas 3: Si\ = p? > 0,alors X () = acos (uz)+sin (uz) et X' (z) = p[—asin (uz) + S cos (uz)]
ol «, 3 sont des nombres réels arbitraires. Mais

{X’(O):O . {6608(0)20

X'(L)=0 —asin (px) + S cos (uz) =0

=0
— —asin (pux) + S cos (ux) =0

= [ =0etasn(ur)=0
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Comme asin (ul) = 0, alors sin (uL) = 0. Conséquemment ul = nmw et A = (nw/L)* avec
n € Z*. On obtient
A = (nm/L)? et X, (z) = o, cos (nwa/L)

Parce que cos(—x) = cos(z) pour tout x € R, et on prend en considération la valeur A\ = 0, les
valeurs et les fonctions propres sont définies par:

A = (nm/L)? et X, (z) = o, cos (nmx/L), n € N.
On passe maintenant a I’équation (4.8) dont la solution générale est donnée par
T(t) = %e_k’(””/L)zt, n € N.
On a ainsi obtenu la suite suivante de solutions séparées
up, (x,t) = 6, cos (nmx/L), n € N.
Le principe de superposition implique que toute combinaison linéaire

N
t) = Z(Sncos (nmx/L), n €N

n=1

Supposons que l'on a

flx) = % +Z(5 cos (nmx/L)

Dans ce cas, le principe de superposition generahsee implique la solution formelle

5 (0.9}
u(z,t) = — —1—25 cos (nmx/L) e ™™ (nm/L)%t
n=1
On sait que si m,n > 0, on a
L L _ Osim#n
/ cos(mx) cos(nx)dr = / cos((m —n) ) + cos((m + n) z) =< Lsim=n
0 0 2 e —
Lsim=n=0

On passe maintenant a expliquer comment calculer les coefficients 6,,,m = 0,1, 2, ...
Pour m = 0, multiplions f par cos (0rxz/L) et on intégre sur (0, L),on obtient

/Obcosmm/L) f@yde = 2 / cos (0rz/IL) dx+2(5 / cos (0rz/ L) cos (nmz /L) dz

do L
= 2240
5+

Car fo cos (Omx /L) cos (nmx/L) dx = 0 puisque n # (m . alors

5 — %/OLCOS (Omz/L) f / @

Pour m # 0, multiplions f par cos (mmxz/L), m # 0 et on intégre sur (0, L), on obtient

/L cos (mmz /L) f(z)dr = %0 " cos (mmx /L) dx + i On /L cos (mmz/L) cos (nmx /L) dx
" 0 n=1 0
— 25731[; [sin (0) — sin (mm)| + 6, /OL cos (mmz/L) cos (mmx /L) dx
L
— 5m§

49



ce qui donne

O =

| o

et

/0 " cos (mmz/L) f(x)dx

— %/O f(z)dz + % nz:;cos (mm/L)/O cos (nmx /L) f(x)dx

Par conséquent, la solution formelle est maintenant donnée par

/f Ydx + — Zcos (nmz/L)e Ko/ L) /Lcos(mrx/L)f(a:)dx
0

Soit f(x) = x + z? sur U'intervalle [0, 7|, alors L = 7 et

2 [T 2 [1 1,7
(50:—/ ($+$2)d$:—|:—$2+—x31 dx:{
0

T T |2 3

0

Sin > 1, alors

op = %/_ﬂ (z + 2%) cos(nx)dr = % ((z + 2?) sin(n:z;)}z]r — %
= —% {(— (14 2z) cos(nzx)]y + % (2 Sin(nx)]g} = —%
= {0+ ()" -1

Donc

3

0

™

2
7T—|—§7TZ:| .

(14 2x) sin(nz)dx

— (1 +27) cos(nm) + 1}

fla) = % (w + gﬁ) 5 {% (14 2m) (—1)" — 1)} cos (nma/L)

Dans ce cas, le principe de superposition généralisée implique la solution formelle

= % + Z [% (1+2m)(-1)" — 1)] cos (nmx /L) e” K/ L)%

4.4 Exercices

Exercice 01: Résoudre I’équation
ou 0%u

=17T—, O0<z<m,t>0,

ot 0x?’

avec les conditions aux limites
u(0,t) = u(m,t) =0, t >0,

et les conditions initiales

Exercice 02:
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1. En utilisant la méthode de séparation des variables, trouvez une solution (formelle) au

probléme
= k%4 0<wz<L,t>0,
um(O t) =u,(L,t) =0, t>0,
u(z,0) = f(z)
décrivant le dégagement de chaleur d’un tige unidimensionnel isolé (probléme de Neu-
mann).
2. Résoudre I'équation de la chaleur % = 1222772‘ dans 0 < x < m,t > 0 sous réserve du

conditions limites et initiales
uz(0,1) = uy(m,t) =0, t >0,
u(z,0) =1+ sin®x

3. Trouve tlimu(x,t) pour tout 0 < x < 7, et explique l'interprétation physique de ce
—00
résultat.

Exercice 03: Considérons le probléme

Qu —812—|—hu O<z<mt>0,

t

u(0,t) = u(m,t) =0, t >0,
w(z,0)=z(r—z), 0<z<nw
oll h est une constante réelle.

1. Résoudre le probléme en utilisant la méthode de séparations des variables.

2. tlim u(z,t) existe-t-elle pour tout 0 < x < 7w 7 Distinguer les cas suivants:
—00

() h<1, (i) h =1, (iii) b > L.

Exercice 04:

1. Résoudre le probléme
u—kTy 0<x<L,t>0,
u(0,t) = u,(L,t) =0, t >0,
u(z,0) = f(z), 0<z <1

2. Chercher la solution de probléme dans les cas suivants:
f(x) =sin® 2Za; f(z) =1 — cos Tu.
Exercice 05: Résoudre le probléme

@—8— u, 0<xz<1,t>0,
Uy (1

ot — Ox2

( ) x 7)_07t207
u(z,0)=z(2—-2),0<z<1
Exercice 06:

1. En utilisant la méthode de séparation des variables, trouvez une solution (formelle) au
probléme de chaleur périodique suivant

u = By, 0<x<2mt>0,

uw(0,t) = u(2m,t), u,(0,t) = u,(2m,t), t >0,
u(z,0) = f(z), 0 <z <2r

ol f est une fonction périodique. Ce systéme décrit I’évolution de la chaleur sur une fil
isolé circulaire de longueur 27.

2. Trouver tlim u(z,t) pour tout 0 < = < 27, et explique Uinterprétation physique de ce
— 00

résultat.
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Chapitre 5

Equation de Laplace

Ce chapitre est consacré a I’équation de Laplace. On introduit deux de ses propriétés impor-
tantes, le principe maximum et 'invariance par rotation.

L’équation de Laplace est un cas particulier des équations de diffusion. Si la diffusion est
stationnaire (indépendante du temps), les équations de diffusion se réduisent a 1’équation de
Laplace

En une seule dimension

0%*u
— =0.
ox?
En deux dimensions 52 o
U U

En trois dimensions 52 52 o2
u u u
V.Vu=Au= + + =0
oxr?  Oy? 022
Une solution de I’équation de Laplace s’appelle une fonction harmonique. En une seule
dimension, les fonctions harmoniques sont u(z) = A+ Bz. L’équation de Laplace non homogéne

est

Au = f,

avec [ une fonction donnée, que ’on appelle I’équation de Poisson.

5.1 Principe de maximum

Soit D un ensemble ouvert borné de R* ou de R3. Soit u(z,y) ou u(z,y,2) une fonction
harmonique dans D continue sur D = DUJD (frontiére de D). Puis le maximum et les valeurs
minimales de u sont atteintes sur D et nulle part a I'intérieur (sauf si u - constant). Utilisons
la notation abrégée X = (x,y) en deux dimensions ou X = (z,y, z) en trois dimensions. De
plus, la coordonnée radiale est écrite comme suit: | X| = (22 +y?)?0u | X| = (2 +y? + 22)'/2

Proposition 5.1

Le principe de maximum affirme qu’il existe des points Xy, et X,,, sur 9D tels que Vo € D

w(Xm) < ufz) <u(Xy)
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Soit € > 0. On pose
v(z) = u(z) + €|z|?

Puisque u est harmonique, on a
Av(z) = Au(z) + €A (2° + y*) = 0+ 4e > 0 dans D.

Sur D, la fonction continue v admet un maximum, atteint en un point M(z,yo) qui
appartient nécessairement a 0D. Sinon,(zg, yo) appartient a 'ouvert D et :

a. La fonction x — u(z,yo) atteint son maximum en x, sur un intervalle ouvert centré
en .

b. La fonction y — u(zo,y) atteint son maximum en y, sur un intervalle ouvert centré
en yp, de sorte que 'on a les relations:

2

{ 52(0,90) = 0, —2%3(:1:0,:(/0) <0,
ov
e 0

5. (0, Y0) =0, g—yé’(:co,yo) <0

On en déduit que Av(z) = 4e < 0, ce qui est contradictoire et prouve donc que la
fonction v atteint son maximum en un point My(zo,yo) qui appartient comme annoncé
a la frontiére de 0D. On a donc pour tout point M appartenant a D

u(z) < v(z) < v(My) = u(My) + € |Mo|* < u(My) + €l?,

ol [ est la distance maximale entre 0D et I'origine. En faisant tendre € vers 0, on obtient
cu(z) < u(Mp), ce qui établit que w atteint son maximum sur 0D. L’existence d’un
point minimum X, est démontrée de la méme maniére.

5.2 Invariance en deux dimensions

Une translation de vecteur (a,b) est donnée par

¥=x+a
y=y+b

Une rotation d’angle o est donnée par

/

' =zcosa+ ysina
Yy = —xsina+ ycosw

Proposition 5.2

[’opérateur de Laplace est invariant par translation ou par rotation
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L’invariance signifie que
0%u N Pu  *u N 0%u
ox? Oy 0z  Oy?

Pour la translation, la preuve est simple en utilisant la régle de chaine. Pour la rotation,

on a
ou ou u o
9% - 97 cosa — 8_y’ sin a
ou u o ou
a—y = % sin o + 8_y’ COS «x
0*u 0 ([ ou ou . o [0Ou . ou ,
92 = %(%cosa—a—y&na) cosoz—a—y/(%smoz—i—a—y/cosa) sin «v
0*u o (ou . ou _ 0 ([ ou ou .
8_y2 = %(%sma%—a—y,cosoz)sma—l—a—y,(%cosoc—a—y,sma) COS «
On obtient
Pu *u  0*u » w P*u
FY) + 8_y2 = (8x’2 + 8y’2> (cos o + sIn a) +O'8x8y
 Q*u | Pu
 Ox? * oy'?

5.3 Invariance en coordonnées polaires

Lorsque on cherche des fonctions harmoniques spéciales qui sont elles-mémes invariantes par
rotation. En deux dimensions, cela signifie qu’on utilise les coordonnées polaires (7, 6) et cher-
chons des solutions dépendant uniquement de r. Soit la transformation

{xzrcos@,r>0,9€[0,27r[ (5.1)

y =rsinf

a la matrice jacobienne

J— cos sin 6
~ \ —rsinf rcosé

sin 0
g < cos 6 v )
: COS
sin 6 .

Donc, par la régle de chaines, on a

avec la matrice inverse

9 _ 9 cosf — 9 sinf

or  Or o0 r

ou 0 0+ 0 cosf

dy  Or i 00 ’

0*u 5 02 sinfcosf 92  sin® 9? sinfcosf &  sin*@ 0

oz = r P st r et 2 w2 o
Pu Sin298_2+281D9C089 02 +C0826’8_2_ sin@cos@§+cos29£
oy? Or? r orob r2 062 r2 00 r2 or’
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On somme les deux derniéres quantités, on arrive a

0? 0? ”? 10 1 02
DNy=—+—=-—+-———+——. 5.2
> Oa? oy2  Or? + ror + r2 062 (52)
si u ne dépend pas de 6, on obtient
0? 0? 02 10

V=2 o "o Trar

Cette équation différentielle ordinaire est facile & résoudre
u = cylogr + cs.

oll ¢ et ¢y sont des constantes arbitraires.

5.4 Invariance en trois dimensions

Le laplacien Awu prend la forme

n 0%u
022"

Pu  O*u

Agu = 0x? * 0y?

On utilise des coordonnées sphériques (r, 6, ¢) telles que

r = \/x2+y2+22:\/52+22,
s = Var+y?
r = scos¢,z=rcosb,y=ssing,s =rsinb.

avec >0, ¢ €[0,2r] et m € [0,7]. On a

0%u N Pu  u 10u N l@
022 0s2  Or2  ror  r2o?
et
0%u N Pu  u 19u i82_u
0z Oy:  0s®  s0s  s20¢%
On somme ces deux équations et on annule %, on obtient
Avy — 32u+82u+82u
T oa2 oy 022
Pu 10u 10 10u, 15
o2 ror 12002 sds  s20¢?
Dans le dernier terme, on substitue s> = r?sinf, on a aussi
ou _ dudr  9u09  9udo
ds  Ords 000s 0¢0s
B §a_u cos@@_u
o or r 00
On obtient
p, o Pu 20w 1 w1 O
ST 02 T ror | r2sinf o0 r2sin? § 0¢?’
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Enfin, examinons les fonctions harmoniques spéciales en trois dimensions qui ne sont pas liées
aux rotations, c’est-a-dire qui ne dépendent que de r. Ils satisfont 'ODE

Pu  20u
0=28u=55" 1%
Donc
0 [ ,0u\
£63)-
Elle a la solution
00 _
r 5 = c1
d’ou
U = —017"71 + Co.

Cette fonction harmonique est importante.
1 2
— =2+ y?+ 22
-

est 'analogue de la fonction spéciale a deux dimensions log(z? + yz)% trouvée auparavant.

5.5 Résolution de I’équation de Laplace dans un disque

Soit D = {(z,y) € R?, 2° +y*> < a?} un disque de rayon a centré¢ a lorigine. On note par
C : 2? +y* = a? le cercle de centre (0,0) et de rayon a la frontiére de D. On cherche une
fonction harmonique dans D qui vérifie u = f sur C' comme le montre la figure suivante: Le

y

C:x*+y*=a®

—— X

Figure 5.1: le probéme de Dirichlet dans un disque D.

probéme s’écrit donc: trouver une fonction u telle que
(P) : Au(z,y) =0, dans D,
' u(z,y) = f(z,y), sur C,

ou f étant donnée. On ne peut pas appliquer la méthode de séparation des variables car le
domaine D n’est pas le produit de deux intervalles. Donc on peut essayer de chercher la solution
sous la forme:

u(z,y) = w(r,0) (5.3)
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avec

{ r=rcos(d), 0<r<a, (5.4)

y=rsin(d), 0<6 <27,

Soit u une fonction de classe C?(D). Alors, en utilisant (5.3) et (5.4), le probléeme (P)
est équivalent a

(P') : Aw(r,0) = wy.(r,0) + %wr(r, 6) + T—12w99(r, 0)=0, 0<r<a, 0<6<2rm
w(a,B) =h(0), 0<6<2m,

avec w(a,0) = h(0) = f(z(a, ), y(a,b)).

Soit u une fonction deux fois différentiables, on pose:

w(r,0) = u(rcosd, rsinb). (5.5)
Etape 1: on calcule les dérivées partielles d’ordre un de la fonction u, alors, on a:
({;—1:(7’, 0) = g—i%(r cosf, rsinf) + %g—zg cos B, rsinf)
= cos G—U(r cos @, rsin ) + sin 8—(7“ cosf, rsinf),
w —(r, 9)—a—x8—u(r0050 rsm@)—l—a—%(rcosﬁ 7 sin 6) .
ol 00 Ox 00 Oy

\ = —r Sil’lea—Z(T cos @, rsinf) + r cos QZ—Z(T cosf, rsinf).

u
Le systéme (5.6) est un systéme d’équations de deux inconnues 8—(7“ cosf, rsinf) et
x
ou

8y(
ar? 5&0 donc

rcos@, rsind). Aussi, on peut résoudre le systéme (5.6) car son déterminant est égal

1
Tcose rsinf) = cos §— (r 0) ——sm@ = wy(r, 0),

Qu o [ &, (5.7)

y (rcosf, rsinf) —sm@a(r 0) + ;COSQGG (r, 0) = wy(r, 0).

Etape 2: pour écrire le Laplacien en coordonnées polaires, on aura besoin de calculer les
dérivées partielles d’ordre deux de la fonction u, alors, pour cela, on définit les fonctions
uy et uo par:

ou ou
U’l(xay>:%(xay)a U/2(‘r7y>:a_y<$ay)

On peut facilement voir que d’aprés (5.5), on a

uy(rcos@, rsinf) = a—Z(r cosf, rsinf) = wy(r, )

u(rcos@ rsinf) = wsy(r, 0).

dy

ug(r cos @, rsinf) =
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D’apreés (5.5), donc en appliquant la premiére relation et la deuxiéme de (5.7) au couple
(ur,wq) et (ug, wy) respectivement, nous obtenons

0 [ Ou . B ow, 1 . Ouy
72\ 2 (rcosf, rsinf) = cos HW(T, ) — ~sin QW(T, 0), s
9 (Ou (rcosf, rsinf) —SmG%(r 9)+10080%(r 0) |
oy \ Oy ’ N or "’ r 00 7
Notons qu’a partir de (5.7), on a
Our _ Ccos 982_10 + E sin@a—w - 1_8210
or or?  r? Q90 1 orol’ (5.9)
%— sin 0 —|—cos€a v 100508@0 1sin062w |
o0 T or oro0 v 00 v 962
“ 0 0? 1 0 1 02
L Sy L ey, C Ly L L
or sin 0 or?  r? cos§ 00 * r C0808r897 (5.10)
Oy _ Cosea—w + sin 6 b — 1SinHa—w + 1(:05982—w
00 or orod r a0 r 0%
Etape 3: I'injection (5.9) et (5.10) dans (5.8), on arrive &
0*u _ 5 0*w 2sinf cosf 9w sin? 6 9w
@(TCOSQ, rsinf) = cos QW(T,Q)— . 8r89<r’6)+7W<r’6)
sin® 0 Qw 2sin” @ cos § w
o Ot T Y
et
0*u , 5 0% 2sinf cosf 9w cos? 0 0*w
8—3/2(7“0050, rsinf) =sin HW(T,Q)—F . 8r86(T’9>+r—2W(r’9)
cos? 0 Ow 2sin?  cos 0 Ow
" 5(7} 0) — T—zw(ﬂ 0).

Finalement, le probléme (P’) découle en tenant compte de ces deux égalités.

5.5.1 Meéthode de séparation des variables

On commence par chercher des solutions non-triviales du probléme (P’) a variables séparées

sous la forme:

w(r, ) = F(r)G(0). (5.11)
En substituant (5.11) dans (P’), on obtient
F'(r)G(8) + %F’(r)G(@) + T%F(r)G”(G) 0, (5.12)

oul I est la dérivée seconde de F' par rapport a r, et G” est la dérivée seconde de GG par rapport

a 0, et la division de I’équation (5.12) sur F(r)G(6), nous donne

F'(r) 1F'(r) 1G"(0) 0
F(r) rF(r) 1 G ’
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et donc , ) ,
() | F'(r) . G"(0)

Fir) R T 6)
Le membre de gauche de (5.13) ne dépend que de la variable r, et celui de droite de 6 unique-
ment, il existe donc un réel A tel que:

) | P G'O)
F('r’) + F(T) G(@) A (5.14)

(5.13)

r

Nous obtenons deux équations différentielles ordinaires
r2F"(r) 4+ rF'(r) = AF(r) =0

et
G’”(H) +AG(0) =0

pour les fonctions F' et GG, respectivement.
Or la fonction w doit étre 27 périodique par rapport a 6, c’est-a-dire

w(r, 0+ 2m) = w(r, 0).

Dong, la fonction G doit étre périodique de période 2. Par conséquent, on impose des condi-
tions aux bords périodique sur G, c’est-a-dire

{ G(0) — G(27) =0,
G'(0) — G'(27) = 0.

En résumé, il nous faut étudier les problémes suivants:

G"(0) + AG(0) = 0, 0<0<2r,
() | 60) - i) = o, ot (P {
G'(0) — G'(21) = 0,

r2F"(r) +rF'(r) — AF(r) = 0,
O0<r<a.

Résolution du probléme (FP)).
Comme classiquement, différents cas possibles interviennent suivant le signe de \.
Cas 1: si A < 0, la solution générale du probléme (P)) est donnée sous la forme:

G(0) = ¢ cosh(V=X ) + ¢z sinh (V=X 6),

ou ¢ et cp sont des constantes arbitraires. Or, on G(0) — G(27) = 0 et G'(0) — G'(27) = 0
donc ¢; = ¢ = 0, ce qu’est impossible. Donc le cas A < 0 est a rejeter.

Cas 2: si A = 0, la solution générale du probléme (P]) s’écrit sous la forme: G(f) =
c10 + c2, o0l ¢ et ¢y sont des constantes arbitraires. D’aprés les conditions G(0) — G(27) = 0
et G'(0) — G'(2m) = 0, on obtient ¢; = c; =0 . D’out le cas A = 0 est & rejeter aussi.

Cas 3: si A > 0, alors la solution générale du probléme (P]) est

G0) = cos(\/X 0) + ¢ sin(\/x 9),
ol ¢ et cp sont des constantes arbitraires. Les conditions G(0) = G(27) et G'(0) = G'(27),

nous donne
' =0 cos(27r\/X) + ¢y 8in (QW\/X)
(s): oV = \/X[@ cos(27r\/X) - sin(27r\/X)}
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qu’est équivalent a

c1 (COS(QW\/X) — 1) + ¢y SiH(Qﬂ'\/X) =0

(5): —C sin(27r\/X) + o (COS(27T\/X) — l) = 0.

Si le déterminant de (s) est non nul, alors ¢; = ¢ = 0 et G = 0. Les solutions non-triviales
sont alors obtenues pour det(s) = 0. On a

cos(27r\/X) -1 sin(QW\/X)
= Sin(Qﬂ'\/X) COS(Q?T\/X) -1

— (COS(QTF\/X) — 1) + sin® (27r\/X) =0

= cos® (27r\/X) — 2cos (27T\/X) + 1 + sin? (27r\/X) =0

= —2 COS(QW\/X) +2=0

— COS(QW\/X) =1<= 2tV =2nm, neN,

=\, =n% nelN

det(s) = 0 <=

0

D’otl les solutions non-triviales de (P) pour les valeurs propres A\, = n?, n € N sont les
fonctions propres suivantes:

Gy (0) = C, cos(nb) + D, sin(nfd), (n=0,1,2,..),

avec C,, et D,, sont des constantes arbitraires.
Résolution du probléme (Pj).
En substituant A\, =n? n € N dans (Pj), on obtient

r*F!'(r)+rF.(r) —n’F,(r) =0, néeN. (5.15)

1) Si A, =n =0 dans I'éqt. (5.15), on aura

rE(r) + Fi(r) = 0 < <TF6(T))/ =0

< rFi(r) = By
R FQ(T) = AD -+ BO In |7",
ol Ay et By sont des constantes arbitraires.

2) Si A, = n, avec n € N* I'éqt. (5.15) c’est une équation de Euler. Posons F,,(r) = r* dans
I'éqt. (5.15), nous obtenons

2

ala —Dr*+ar®* —n’r* =0 <= ala—1)+a—n* =0,

d’ott @ = £n, et la solution cherchée est de la forme: F,(r) = A,r™ + B,r™", n > 1, ou A, et
B,, sont des constantes arbitraires.
Enfin, la solution générale du probléme (P’) est donnée par:

wa(r, 0) = Ag + By n(r) + (A" + Bur ) (Cucos(nf) + Dysin(nd) ), n €N, >0,
Or, d’aprés le probléme (P]), on doit poser B, = 0, n € N pour assurer que le produit

F(r)G(0) définit une fonction continue a 'origine de R?. Donc, finalement la solution générale
du probléme (P’) par la méthode de séparation des variables s’écrit sous la forme suivante

wy(r, 0) =" <C’,’L cos(nf) + D, Sin(n9)>, neN
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ou C! et D! sont des constantes arbitraires avec C!, = A,C, et D, = A,D,. Aussi, en
appliquant la méthode de Fourier, on cherche la solution u sous la forme:

w(r, 0) = % + ZT” (C{l cos(nd) + D, sin(nﬁ)), neN (5.16)

n=1

est une solution du probléme (P’) qui définit une fonction w continue a lorigine de R?. Tl
reste a choisir les coefficients C! et D!, (n=0,1,2,...) de sorte que w vérifie la condition w(r =
a, 9) = h(0), 0 < 0 < 27, c’est-a-dire:

w(?” =a, (9) = == —|— Z <C’ cos n@) + D sm(n@)>
— % - Z(an cos(nd) + anin(n9)>, neN, 0<6<2r,
n=1

avec o, = a"C! et 5, = a™D),. Les coeflicients o, et (3, sont donc proportionnels aux coefficients
de Fourier trigonométriques de la fonction 27 périodique qui coincide avec h sur [0, 27]. Dans
ce cas, ils sont déterminés par:

( 27

1
a, = —/h(@) cos(nf)df, (n=0,1,2,..),

" (5.17)

27
1
Bn = —/h(@) sin(nf)df, (n=1,2,3,...).
T
L 0

Par conséquent, en substituant (5.17) dans (5.16), on obtient

w(r, 0) = gy 7 6)do + Z ( ) <Ozn cos(nf) + B, sin (n@))

est une solution du probleéme (P’).

5.6 Exercices

Exercice 01: Montrer qu'une fonction qui est une série de puissances dans la variable complexe
x + 1y doit satisfaire les équations de Cauchy-Riemann et donc celle de Laplace.
Exercice 02: Trouver les solutions qui ne dépendent que de r de I’équation

0*u N 0*u N 0%*u
ox?  0y? 022

= k?u,

ou k est une constante positive. (Indication: remplacer u = v/r).
Exercice 03: Résoudre
Pu  *u  Pu
0x? + Oy? + 022
dans la coque sphérique 0 < a < r < b avec les conditions aux limites u = A sur r = a et
u = B sur r = b, ou A et B sont des constantes. (Astuce: cherchez une solution dépendant

=0,
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uniquement de r).
Exercice 04: Résoudre

Pu  O*u
72 T g = b
ox Jy

dans r < a avec u(z,y) s’annule sur r = a.

Exercice 05: Résoudre
0?u N Pu .
ox2 Oy

dans a < r < b avec u(z,y) s’annule sur r = a et r = b.
Exercice 06: Résoudre
Pu  Pu  Pu
0x? * 0y? * 022
dans a < r < b avec u(z,y, z) s’annule sur les bords intérieurs et extérieurs.
Exercice 07: Résoudre

L,

0%u N 0%u N Pu
ox2 Oy 022
dans a < r < b avec u(z,y,z) =0 sur r = a et Qu/Idr = 0 sur r = b.
Exercice 08: Une coque sphérique de rayon intérieur 1 et de rayon extérieur 2 présente une

répartition de la température en régime permanent. Sa frontiére intérieure est maintenue a 100
degré. Sa frontiére extérieure satisfait du/0r = —y < 0, o 7y est une constante.

I

1. Trouver la température.
2. Quelles sont les températures les plus chaudes et les plus froides?

3. Peut-on choisir v pour que la température sur sa frontiére extérieure soit de 20 degré?
(Indication: la température ne dépend que du rayon.)
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Chapitre 6

Equation des ondes

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie I’équation des ondes.

— —c"Au= 6.1
i f (61)
ol ¢ est une constante. Dans le cas de dimension 1, la forme canonique de ’équation sera utilisée
pour montrer que le probléme de Cauchy est bien posé. De plus, on va tirer des formules simples
explicites pour les solutions.
On discute également certaines propriétés importantes des solutions de ’équation des ondes,
qui sont également typiques pour les problémes hyperboliques plus généraux.

6.2 Dérivation physique

En physique ou en mécanique, I’équation des ondes sert de modéle simplifié¢ pour les oscillations
sur une corde vibrante (n = 1), une membrane (n = 2) ou un solide élastique (n = 3). Dans
ces modéles, u(z,t) est le déplacement de la masse en pointe dans certaines directions du point
x a Uinstant ¢ > 0. Dans (6.1), f modélise la force externe.

Par exemple, on suppose qu'un solide élastique occupe une région € dans R? sans force
externe. Pour toute sous-région G C Q, F(xz,t) est la densité de force de contact agissant sur
G a travers la frontiére OG. La densité de masse est normalisée a ['unité. Soit v le vecteur
normal externe unitaire de 0G. L’accélération dans G est

pTe / udr = / ﬁudx
tandis que la force de contact nette est
— / FvdS
G
alors, par la loi de Newton, on a
/—udm— —/ ﬁde:/V.ﬁdx
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oll on a appliqué le théoréme de divergence!. Par conséquent, on conclue que
2

Pour un corps élastique, £ = ﬁ(Vu), donc
2

d .
—u+ V.F (Vu) = 0.

dt?

Dans le cas de petites oscillations, |Vu| est trés petit, et donc ﬁ(Vu) ~ —c?*Vu, donc,

Pu

— —c"Au=0.

ot?
On remarque que, d’aprés linterprétation physique, il est mathématiquement approprié de
spécifier deux conditions initiales, a savoir le déplacement u et la vitesse % at=0. Cela
apparaitra souvent dans la suite de ce chapitre.
6.3 Forme canonique et solution générale
L’équation des ondes homogéne en dimension 1 d’espace a la forme

0%u 0%u
A— =0, —co<a<z<b<+oo, t>0, (6.2)

o 022
ou ¢ € R est appelé la vitesse de 'onde. Pour obtenir la forme canonique de 1’équation (6.2),
on utilise le changement de variables

¢ =1x+ct,
n=x—ct

et on pose w (&,n) =u(x(&,n),y(&n)). La régle de chaines permet d’obtenir

ou __ ow ow
{ o~ ¢ (8_6 u 8_77) '

ou __ Ov v
oe — 0 T on

et

Pu _ 2 (8% &?w 2%w
{ om = ¢ (a—e—2m+w)>

9?2 9?2 9?2 9?2
6_9;5:8_5120_‘_2 v —|—8—?7LQU.

dEd
Par conséquent,

P*u 0% O*w 0
—_—— C —_— = — p—
ot? ox? 0&0n
’ : 54 : 2w 1 . w
C’est la forme canonique de ’équation des ondes. Comme %W? = 0, il s’ensuite que %_g = f(¢),

puis w = [ f(§)dé + G (n). La solution générale de I'équation Pw _ () 4 la forme

0E0n
w(&,n) = F (&) +G )

o F,G € C*(R) sont deux fonctions arbitraires. Le fait que w (&,n) = u(z (£,1),y(£,n))
implique
u(z,t) =F(x+ct)+G(z—ct) (6.3)

M affirme que l'intégrale de la divergence d’un champ vectoriel F sur un volume V dans R? est égal au flux
de ce champ & travers la frontiére du volume

| vEav— [ Fas
v v
Ou S est le vecteur normal a la surface, dirigé vers 'extérieur.
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6.4 Probléme de Cauchy et la formule de d’Alembert

Le probléme de Cauchy pour I’équation des ondes homogéne unidimensionnelle est donné par

Pu 0%
—_— C [
ot? ox?

u(z,0) = f(z), u(x,0) =g(r), —oo <z <+00 (6.5)

=0,—0 <z < +oo,t >0, (6.4)

Une solution classique du probléme de Cauchy (6.4)-(6.5) est une fonction u qui est deux fois
continument différentiable pour tout t > 0, telle que u et % sont continues pour t > 0, et tels
que (6.4)-(6.5) sont satisfaits.

Théoréme 6.1

La solution du probléme de Cauchy (6.4)-(6.5) est donnée par la formule suivante (appelée
formule de d’Alembert )

U(rv,t)=%[f(w+ct)+f(rv—ct)]+2—6/m : 9(s) ds.

Si en plus, f € C*(R) et g € C'(R), cette solution est classique telle que u € C*(R x
(0,00)) N CH(R x [0,00)) donnée par la formule de D’Almebert

Rappelons que la solution générale de I’équation des ondes est de la forme
u(z,t)=F(x+ct)+G(z—ct). (6.6)

Notre objectif est de trouver F' et G telles que les conditions initiales de (6.5) soient
satisfaites.
En ¢t = 0, on obtient

u(x,0) = F(z)+ G (z) = f(z). (6.7)

En différenciant (6.6) par rapport a t et en substituant ¢ = 0, on obtient également
ug (2,0) = cF' (x) — G (z) = g(x). (6.8)
Intégration de (6.8) sur [0, z] donne

F(x)—G(x)zlfozg(s)ds—i-C’

@

ou C' = F(0)—G(0). Les équations (6.7) et (6.8) sont deux équations algébriques linéaires
pour F'(z) et G(x). La solution de ce systéme d’équations est donnée par

F(a:)—%f(a:)—l—%/oxg(s)ds—l—%, (6.9)
G(m):%f(x)—zic/oxg(s)ds—g. (6.10)
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En substituant ces expressions pour F' et G dans la solution générale (6.6), on obtient la
formule

u(:c,t):%[f(x+ct)+f(:c—ct)]+i/x " g(s)ds

2C T—ct

qui s’appelle la formule de D’Alembert.

L’unicité vient directement de la formule d’Alembert. En effet, cette formule nous fournit
une solution et on a montré que toute solution du probléme de Cauchy est nécessairement
égale a la solution de D’Alembert. Notons que, dans notre hypothése de régularité

(f € C*(R), g € C'(R)).

L’exemple suivant illustre I'utilisation de la formule d’Alembert.

Considérons le probléme de Cauchy

Ou_Pu_, <z <400, >0
—_— = = —o00o < 00
o2 0x? ’ - ’ ’
0, —co<z<—1,

- ) x+1, —1<x2<0,
u(x70) - f(x)_ 1—I,O§£L’§1, )

0, 1 <z < oo,

0, —oco<x<—1,
u(z,0) = glz)=4¢ 1, —1<x<1,

0, 1 <x < oo,

Donner u(1,1/2) et discuter la régularité de la solution wu.
La formule de d’Alembert implique

3/2

162+ 502+ 5 [ atods

1/2

1 1 3/2
—+/ g(s)ds+/ g(s)ds
2 1/2 1
1/1 ! 1
= — (= lds) = =
2 <2 +/1/2 ds) 2

Comme g et f/ ne sont pas continues aux points x = —1,0, 1., alors u n’est peut étre pas

de classe C'. Le probléme est posé quand x =t = Const. La solution est réguliére au
voisinage du point (1,1/2), ceci a permet de calculer u(1,1/2).

u(1,1/2) =

N | — N | —

6.5 Le probléme de Cauchy non homogéne

Considérons le probléme de Cauchy suivant
Pu 0%
w—C@:F(QT,t), —OO<CU<+OO,t>O, (611)
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u(z,0) = f(z), w(z,0) =g(z) —o0 <z < +00, t >0, (6.12)

Ce probléeme modélise, par exemple, la vibration d'une trés longue chaine en présence d’une
force externe F.

Théoréme 6.2

Soient f € C*(R), g € CY(R) et F, F, € C (R?), alors le probléme (6.11) - (6.12) admet
une unique solution u € C?*(R x (0,00)) N CY(R x [0,00)) donnée par la formule

T+ct E=z+c(t—7)
w (@, 1) = [f(:v+ct)-|—f(a:—ct)]+21c/ ds+20/ 0/ ) dedr.

—ct r— ct 7‘
(6.13)

DN | —

[’équation (6.11) peut s’écrire

@—62@_ 2—c2 2—{—02 u=F(z,t), —co<z <400, t>0
ot? or2  \ot ox)\ot Oz ’ ’

Pour simplification, on pose
ou ou
t)= — 4+ c— 14
v(z,t) = T +08x (6.14)

On obtient le probléme

v _ Lo _ _
{ ot — Com F(:r,t),, 00 <& < +00, 1> 0, (6.15)
v(z,0) = g(z) — cf'(z)
dont la solution s’écrit
t
v(x,t) =gz +ct)—cf'(x+ct) + / F(x+c(t—r),r)dr (6.16)
0

Pour trouver u, on résout 'équation (6.14) avec la condition u(z,0) = f(x) ou v est
donnée dans (6.16), on obtient

u(x,t) = f(:c—ct)—l—/otg(:c—l—cs)ds—c/ot f’(aH—cs)ds—l—/olt /05 F(x—c(t—s)+c(s—r),r)drds.

Pour le dernier terme, on considére le changement de variable £ =z —c(t —s)+c¢ (s — 1),
on a dédr = 2cdsdr et on remplace dans la formule précédente, on trouve la formule
(6.13).

Considérons le probléme de Cauchy

Pu
ot? 0x?

T

=e"—e " —oco<x<+oo, t>0,
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u(z,0) = z, —oo <z < +oo,

ur(z,0) = sinz, —oo<x < 4o0.

En utilisant la formule de d’Alembert, on a

N —

T+t T= E=atc(t—T)
u(x,t) = [f(a:+ct)+f(x—ct)]+2ic/ g(s )ds+21c/_0 /£ F (&, 7)dédr.

—ct =x—c(t—T)

Par conséquent,

1 1 x+3t &= £B+3t T
u(x,t) = §[x+3t+x—3t]+6/ smsds—l——/o/g — e %) dédr

—3t x—3(t—7)

1 2 2
= -+ gsinxsin3t — §sinhx + §Sinhxcosh3t.

6.6 Formule de Kirchhoff

6.6.1 Probléme de Cauchy sur R?

On considére le probléme suivant

8t2 — Au(z,t) =0, x e R3 ¢t >0,
u(z,0) = f(x), v €R?, (6.17)
ut(x 0) =g(z), v € R®

ot Au (z,t) = 3", 2% (2 ¢). On introduit S, et B, la sphere et la boule de R3

n=1 Bmf
S, ={zeR®: |z| =r}

et
B, ={zeR:|z| <r}.

Pour u : R* — R, la moyenne de u est donnée par

500) = Sy L 00 = o [ uwnas

ou dS(y) désigne la mesure de surface de B, .

Si u résout (6.17) alors @ résout

o &z bldi_g g<r<l, t20
a(r,0) = f(r), (6.18)
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Pour obtenir I’équation satisfaite par «, on applique la formule de Green sur B,

ou
Au= [ &
/r Y Sy 31/

ou v est le vecteur normal unitaire sur .S,., sortant de B,.. On utilise I’équation principale,
on trouve

=C
B, at2 Sy 8V

En utilisant les coordonnées sphériques

x = rcosfcosy,
y = rsinfsin @,
z =rcosf.

ou 0 € ]0,7[ et p €]0,27[. On obtient donc

/ / 7“ sin @dfdpdr = *r / d@dgp
0
1 2 ™
u(r,t) = —/ / usin 0dfdep.
A Jo  Jo

o O ar’

En dérivant par rapport r, on obtient ’équation dans (6.18). Pour les condition initiales

0 = gz [ w045 W) = 5 [ fasw) =7

D’autre part

Il en résulte que

0= s [ 005 0) = 1 [ atdS ) -

Théoréme 6.3

Soient f € C?(R3) et g € C1(R3), alors le probléme (6.17) admet une solution unique
donnée par

o) =g o [ S@BS@] i [ owase)
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Dans (6.18), on pose v := ru, on obtient

92v v _
oz~ oz =0,

v(r,0)=rf,
S (r,0)=rg

D’aprés la formule de de D’Alembert, la solution de ce probléme s’écrit

r+ct

[(r+ct) f(z +ct) + (r — ct) flz — ct)] + 5 / sg (s)ds

—ct

DN | —

v(rt) =

que 'on peut réécrire

8 rtct r+ct
v(rt) = 5 [%/ sf(s)ds} —i—%/ sg (s)ds

—ct r—ct

On récupére ensuite u(0,t) = @(0,t) par dérivation, puisque @(0,t) = %(O,t). Comme

(g lz [ wwa]) —we=-rm [ s0ase

avec la méme formule pour f, on en déduit

1
drc?t Js,,

uw(0,8) = 2 {

o PO S|+ g [ 9()a5

On a la méme formule lorsqu’on translate 0 en xy. Finalement, on a obtenu la formule
générale, dite de Kirchhoff :

wet) =g | [ I@aSO|+ g [ g@ase).

6.7 Exercices

Exercice 01: Résoudre le probléme

BT 82:0,0<x<oo,t>0,
X

u(0,t) = 3 t>0,
u(z,0) = z, 0<z < o0,
u(x,0) = 6x, 0 <z < oo.
et évaluer u(4,1) et u(1,4).
Exercice 02: Considérons le probléme

9%u 0%*u

w— @:O, —o<r<oo, t>0,
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1—2? |z| <1,
0, sinon

4, 1 <x <2,
0, sinon

ue.0) = {
u(@0) = {

1. Calculer u(z,1).

2. Trouver lim; . u(5,1).

3. Trouver I'ensemble des points ou la solution est singuliére (non classique).

4. Trouver ’ensemble de tous les points ou la solution n’est pas continue.
Exercice 03:

1. Résoudre le probléme suivant de valeur limite initiale pour une chaine vibrante semi-infinie
fixtea x =10

Pu  *u
W—$:070<l’<00,t>0,
w(0,8) = 0, t >0,
u(z,0) = f(z), 0 <z < oo,
u(z,0) = g(z), 0 <z < oo.

ou f € C?*([0,00)) et g € C*([0,000)) satisfassent les conditions de compatibilité: f(0) =
f"(0) = g(0) = 0.

2. Résoudre le probléme avec f(x) = 23+12° et g(z) = sin2x et évaluer u(1,i) pouri = 1,2, 3.
La solution est-elle classique?

Exercice 04: Résoudre le probléme

Pu  0%u

w—@zl, —OO<JJ<OO,t>0,
u(z,0) = 2%, —oco<z <00,
u(z,0) = 1, —oo <z < o0.

Exercice 05:
1. Résoudre le probléme de Darboux

Pu  O%*u
— — — =0, t >max{—xz,z}, t >0,
7 o { bot>

0
= >
igt)’x b=, — 00 < x < 00,

M%w:{ t), x=—t, t>0,
ot p,1 € C%([0, 00) vérifie p(0) = 1(0).

2. Prouver que le probléme est bien posé.
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Exercice 06: (Formule de Kirchhoff) Considérons le probléme de Cauchy en trois dimensions
(avec ¢ = 1) ou les données de Cauchy sont données par

B [ 1 z]| <1,
f(w) =0 et g(z) = { 0si [l > 1.
Exercice 07: (Formule de Kirchhoff) Considérons le probléme de Cauchy en trois dimensions
(avec ¢ = 1) ot les données de Cauchy sont données par

[ tsi )<t _
s ={ 5 ST et =0

Exercice 08:Une onde de pression générée a la suite d’'une explosion satisfait I’équation

O*P . O*P
— — 16

BYe Wzo,—oo<x<oo,t>0,
x

ou P(x,t) est la pression au point = et au temps ¢. Les conditions initiales au temps d’explosion
t = 0 sont ] 5P ]
10, |z| <1 1, x| <1
P — Y —_ _ — ) [—
(=.0) {o, o) > 1, > g @0 {0, 2] > 1,

Un batiment est situé au point xg = 10. L’ingénieur qui a congu le batiment a déterminé qu’il
maintiendrait une pression jusqu'a P = 6. Trouvez l'instant ¢y oil la pression au batiment est
maximale. Le batiment s’effondrera-t-il?
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Chapitre 7

Equation de La chaleur

Dans ce chapitre, On étudie ’équation de la chaleur

ou
— — kAu = 1
5 u=0 (7.1)

ol u est une fonction définie sur R” x R . Cette équation modélise certaines phénomeénes
d’évolution comme la diffusion de chaleur, la répartition de substances chimiques,. . .

Remarque 7.1

Un changement de variable, t* = kt , transforme cette équation en

ou

11 suffit donc d’étudier le cas k=1 .

7.1 Modélisation

7.1.1 Equations de réaction-diffusion

On va modéliser le comportement de diffusion d’une population (cellules, insectes) ou de par-
ticules (substances chimiques). On suppose I'existence d’une source de particules (naissance,
resp. décés, d’insectes).

Soit (z,t) € Q x R, avec Q ouvert borné de R™ et 99 régulier. On note

e u(z,t) la fonction de densité des particules (la concentration),
e q(z,t,:::) le taux de création net de particules ( naissances moins décés ) et

o F(x;t;...) la densité du flux de particules, ¢’est-a-dire F'(x;t).n est le flux de particules
(par unité de temps) a travers un élément de surface plane, perpendiculaire a n en z et
d’aire 1.

On suppose pour la suite que u et F' sont réguliéres et on considére O C €2 de bord régulier.
La variation de masse dans O est due a la création/destruction de particules dans O et au flux
de particules a travers 0f2

%/Ou(x,t)dx:/Oq(x,t)dx—/80F(x,t).n(a:)d5m,
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d’otu, pour tout O C €,

/O%u(a:,t)dx = /O—diV (F(z,t)) + q(x,t))dx,

dont on tire la loi d’équilibre de la population

%u = —divF + g dans €.

Suivant la loi de Fourier!, la chaleur va des régions chaudes vers les régions froides a une vitesse
proportionnelle & la variation de température F' = —kVu ol k est la constante de conductivité
de chaleur. On suppose que 'on ne peut perdre de la chaleur que par 92 et ¢ = 0. On a donc

0
U= —divF = —div (kVu) = kAu.

On a obtenu I’équation de la chaleur.

7.2 Calcul d’une solution

On considére le probléme
%—Au:o, sur R™ x R,
u(x,0) = g(z), sur R™.

On va déterminer, de facon formelle, une solution en utilisant la transformée de Fourier de u
par rapport aux variables d’espace x :

1 )
R~ u(x, t)e @4 d.
(2m)"/? /R (@)

On obtient ’équation différentielle ordinaire en v

{ P& t)— € v(Et) =0,
v(€,0) = §(¢)

v(&t) =

dont la solution est ,
v (&) = g(&)e

ce qui donne

Hn <27T1>—n/2 RGN St
ou 1 ] ,
= — xD(2 — — 2 [ — 7%

K(w.0) = e [ explite =) — € ) p—

ot 2% = Y1, 7 est le produit scalaire de x avec lui méme. La fonction K est appelée le noyau
de la chaleur.

1(1807), il décrit le phénoméne de conductivité thermique, Flux de chaleur (flux) = conductivité thermique
x surface de contact x gradient de température ou flux
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K posséde les propriétés suivantes
1. K € C*(R" x R) et pour z € Rt ¢t > 0: (& — A) K(z,t) = 0.

2. Jpa K(2,t)dz =1 pour tout ¢ > 0 .

La démonstrations de la premiére propriété est simple. Pour la démonstration de la
deuxiéme propriété, il faut savoir que

/ e~ dx = /7.
R

Alors

1 22
K(z,t)dx = ——— [ e #dx
n (478)"? Jre
1
= T/z/ e da
T Rn
1 2 —Z
= T/Q/.../e 1..e *ndx,,...dr;
m R R
1 > \"
— et e—:l? d.CL' :]_
i)

Théoréme 7.1

Soit g € LP(R™) (1 < p < o0) et soit

u(w,t) = L K(z —y,t)g(y)dy.

Alors
(i) Si g > 0 et g non identiquement nulle, alors u(¢,z) > 0 pour tout z € R™ ¢ > 0.
(i) v € C*(R"™ x (0,00)) et

a—u—Au:O, reR"t>0.
ot

(iii) Si g € L>*(R™) et si g est continue en zy € R™, alors

lim  wu(z,t) = g(xo).
D) = gl

En particulier, si g est continue et bornée, alors u est continue sur R" x [0, 00) et u(0, z) =

9().
(iv) Pour tout ¢ >0 on a [lu(., )| po@ny < 19l 2o gy -
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La propriété (i) suit immédiatement de (1) du Lemme 7.1 et (ii) suit de de (2) du Lemme
7.1.

Pour (iii) en utilisant Fubini. Soit g € L*(R™) continue en zo € R™. Soit € > 0. Alors,
en utilisant (ii) de Lemme précédent, on obtient

|u(e, t) = g(o)|

Bz = 8) (66 = 616} dy‘

R'n

< Dol | [ KG-wi]+| [ K0 60) - s

R™\ B(zo,) B(zo,¢)

9l 1 _

= | HLn/z/ eV /Mdy+ sup |g(y) — g(=o)]
(4rt) R\ B(z0,¢) yeB(z0,€)
gl g

= = eVdy+ sup |g(y) —g(zo)]
() R\ B(zo,¢/v/4) yEB(z0,¢)

et donc

limsup fu(z,t) = g(zo)] < sup |g(y) — g(xo)|
(z,t)—(20,0) yEB(xo,e)
pour tout € > 0. Comme ¢ est continue en xy, on obtient

limsup |u(z,t) — g(xo)| = 0.
(z,t)—(z0,0)

La propriété (iv) suit de I'inégalité de Young appliquée a k(.,t) € L' (R") et g € L? (R").

7.3 Principe de maximum et unicité

On va traiter deux cas, celui d’'un domaine spatial borné et celui de ’équation de la chaleur sur
R™. Soit {2 C R™ ouvert borné régulier.

Théoréme 7.2

Soient u € C*(Q) N C(Q) et A > 0 tels que

Au— Au < 0.
Alors

max u = max u.
Q o0
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Dans le cas de A = 0, on retrouve le principe du maximum du chapitre précédent. On
suppose que maxgo u = 0. Alors il suffit de montrer que u < 0. Pour € > 0 on définit

O n <0,
ge(m) =9 %, 0<n<e,
__777>0

Donc, g. € C'(R) et 0 < g/ < 1. En plus, lim._yg. () = n pour tout n > 0. Une
intégration par partie donne

0 > A/uggu | dug. )
= / uge ( / VuVyg. (u) — /Q g—ng (u)
= /ugs /IVUI Qg—zgs (u).

Comme maxggu = 0, on a g. (u) = 0 sur J9, et donc le troisiéme terme a droite est
nulle. De plus, lim,_,o g/-(v) = l{>0} presque partout. Le théoréme de convergence

dominée implique
0 2 )\/ U2 —|—/ |VU|2 ‘1{u>0}~
{u>0} Q B

Les deux termes a droite sont positifs (A > 0!), et donc cette inégalité implique

)\/ u2:06t/ Vul 1guse = 0.
{u>0} Q

Si A > 0, alors f{uZO} u? = 0 ce qui implique u < 0 presque partout sur €2, et par
continuité, v < 0. Si on a seulement A > 0, on déduit au moins que u est constante sur
I'ensemble 1{u > 0}. Par continuité, ¢a implique u = 0 sur 1{u > 0}, et donc u < 0 sur
Q.

Définition 7.1

Pour €2 C R"™ ouvert on définit le spectre de I'opérateur de Laplace avec conditions au
bord de Dirichlet

A(Q):{ AMER:Tec CHANC(Q),e#0 }

solution de e — Au=10et el,, =0

Corollaire 7.1

Pour tout 2 C R™ ouvert, borné, régulier on a A C (0, c0).
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Soit A > 0 et soit e € C?(Q) N C(Q) une solution de
e (z) — Au(z) =0, e|yg=0.

Le principe du maximum implique e < 0, et comme —e est aussi une solution de ce
probléme, on a aussi e > 0. Donc, e = 0, c.a.d. le probléme ci-dessus n’admet pas de
solutions non-triviales. Donc A ¢ A(£2), ou A(Q2) C (—o0,0).

7.4 Exercices

Exercice 01: Résoudre le probléme suivant

%_W_O reRett>D0.
u(z,0) =

Exercice 02: Soit f une fonction mesurable et supposons que pour tout y € R" |f(y)| <
MedW avec a, M des constantes fixées.

1. Montrer que la fonction v du Théoréme 7.1, qui Verlﬁe —Au = 0 est C sur R" x ]O, ﬁ [

2. Montrer que si f est continue en x on a en plus lim ) (z0,0) w(x, ) = g(z0).

Exercice 03: (Exemple de Tikhonov) Soit

1
) e @ pourt>0
t) =
#(t) {OpourtSO

et pour ( z,t) € R?, posons

_ = @k(t) 2k
=2 (k)"

k=0

1. Vérifier que u € C™ (R?), % — % = 0 sur R? et pour z € R, u(z,0) = 0.

2. En déduire que la solution u du Théoréme 7.1 n’est pas unique.

Exercice 04: On suppose que la donnée initiale g est continue et uniformément bornée sur R.
Vérifier que

le—to u\Q
u(z,t y)dy
(1) = \/ (47t)
pour x € R™ et t > 0, est bien une solution de
661; ——W—OpourxeR"ett>0
u(z,0) = g(z) pour z € R

Exercice 05 (Cas ou le domaine spatial est R") Soit g € C(R") et soit u € C'(R™ x [0,77)

telles que dt, dfduw existent et soient continues dans R™x]0, 7T, si de plus,

— Au <0 pour (z,t) € R"x]0, T,
u(x,0) = g(x) pour z € R",
u(z,t) < Me™ pour (z,t) € R"x]0, 7.
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Montrer que

u(z,t) < sup f(z) pour (x,t) € R"x]0,T7.
z€R"

Exercice 06: (Cas ot le domaine spatial est R") Soit ¢ € C' (R" x [0,7]), g € C(R™). Montrer
qu'il existe au moins une solution v € C'(R™ x [0,7]) du probléme

9u — Au <0 pour (z,t) € R"x]0,TT,
u(z,0) = g(x) pour z € R",
u(z,t) < Me pour (z,t) € R"x]0,T]

qui vérifie |u(z, )| < Meo™ pour ( z,t) € R"x]0, T et pour des constantes M, a > 0.
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Tests et examens

Examen 2017

Exercice 01: (6pts) On s’intéresse & chercher les solutions u(z,y) de classe C? du probléme

u 9%u 9%u du ou
T+ (- 4$)8xay_4yay2 o =45, =0 p
w(0.9) = . auoy o T e
1. Soit u : R? — R une fonction de classe C?. Vérifier que
9, 0 ou  Ou 0%u 0%u 0w Ou  Ou
— —4 — — | =rz— —4 —4 — —4—.
(ax ay) (””ax * yay) Yo TG, T W T T4y
2. Trouver toutes les fonctions v : R? — R telles que
v 4o _
ox dy

3. Soit f: R — R une fonction de classe C'. On veut trouver toutes les fonctions v : R? — R
de telle sorte que

On pose { = ¢ et n =4z +y et I'on note w(,n) = u(z,y).
a. Quelle équation vérifie w lorsque u est solution de (FEs) 7
b. Résoudre cette équation. En déduire les solutions de (Es).
c. De ce qui précéde, donner la solution de (P).
Exercice 02: (6pts) On considére ’équation
Pu Pu  _Ou
— =5 +t2—+u=0..... E
ox?  Oy? ox (Es)
1. Déterminer le type de (Ej3), les courbes caractéristiques et les coordonnées caractéristiques
(&,m) associés a (Ej3).
2. On pose v(§,n) = u(x,y), montrer que ces coordonnées conduisent a la forme standard

0%v ov Ov v
agan+a—§+a—n—}———0 .......... <E4)

3. Afin de résoudre (E,), on pose le changement de fonction

v(€,m) = (&, m)e” 7N,

déterminer 1’équation vérifiée par v, déduire alors la solution de (E,) puis celle de (Ej3).
Probléme: (8pts) On considére 'EDP pour = €]1,¢[, t € Rt



avec les conditions aux limites et les conditions initiales

u(l,t) = wu(e,t) =0, t>0.....(CL),

O 0) = f(2).. (CT).

u(z,0) = 0, E(

ou f est une fonction continue sur |1, e[. On cherche ici la solution de ce probléme par la méthode
de séparation des variables, c-a-d

u(z,t) = Z X, (2)T,(2).

I) On pose u(x,t) = X (x)T'(t), on suppose qu'il existe ¢, > 0 tel que T'(¢y) # 0.
1. Montrer que pour que cette forme satisfasse (Fs), il doit exister A telle que

22 X" () + 3z X (z) — AX(x) = 0...(edo 1)
{ T"(t) = AT(t) = 0.cevver (edo 2)

2. En utilisant les conditions aux limites, donner les valeurs de X (1) et X(e).
IT) Pour résoudre (edo 1), on utilise le changement de variable x = e* et Z(2) = X (z).
1. Montrer que (edo 1) devient,

Z"(z)+27'(2) = \Z(2) =0, z €]0,1]........ (edo 3)

2. Donner les valeurs de Z(0) et Z(1).

3. Donner selon les valeurs de A la forme générale de la solution de (edo 3).

4. Parmi ces cas, lequel est compatible avec les conditions aux limites (qui donne des solutions
non triviales)?

5. En déduire alors la solution générale de (edo 3) notée Z puis celle de (edo 1) notée Xj.
III) Dans cette partie, on s’intéresse a conclure la solution wu(z,t).

1. Donner la solution T} de (edo 2).

2. En exploitant les conditions initiales (CI), donner I'expression de u(z,t).
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Examen de Rattrapage 2017

Exercice 01: (6pts) On s’intéresse a chercher les solutions u(z,y) de classe C? du probléme

9%y 9u 82u _
{ e 38x8y 4 - O’

1. Soit u : R? — R une fonction de classe C?. Vérifier que

0%u 0*u 0*u 0 0 ou  Ou
-3 —4 =——-4=— ) |=—+=].
0x? 0xy Oy? ox dy oxr Oy
2. Trouver toutes les fonctions v : R? — R telles que
v _ ,0v _
ox oy
3. Soit f : R — R une fonction de classe C'. On veut trouver toutes les fonctions v : R> — R
de telle sorte que

Ju  Ou
ox + dy
On pose £ = —x + y et n = 4z + y et 'on note w(&,n) = u(zx,y).
a. Quelle équation vérifie w lorsque u est solution de (FEs) 7
b. Résoudre cette équation. En déduire les solutions de (Es).
c. De ce qui précéde, donner la solution de (P).
Exercice 02: (6pts) Si on considére une ligne électrique, dont les propriétés linéiques sont :
résistance R, inductance L, capacité C, conductivité GG. Le voltage E a I'instant ¢t au point
d’abscisse z est solution de 1’équation dite des télégraphistes.
0’FE O’E ok
Fre =LC— oTe + (RC + LG)E + RGE.......... (E3)
Afin d’étudier cette équation, on peut la mettre sous la forme
0*u 282u ou
0x? dy Oy? ox
oll ¢, et B sont des constantes.
1. Déterminer le type, les courbes caractéristiques et les coordonnées caractéristiques (&,7)
associés & (Fy).
2. On pose v(&,n) = u(z,y), déterminer la forme canonique associée a (Fy).
3. Montrer en utilisant ce changement de fonction inconnue

v(&,n) = (& m)er,

que la forme canonique peut se simplifier & I’équation
2
s
0&0n
ol \, i, k1 et ko sont des constantes a déterminer.
Probléme (8pts): On considére un barreau cylindrique métallique, d’axe (Ox), de longueur L,
de chaleur massique ¢, de masse volumique p, et de conductibilité thermique K. Le probléme
aux frontiéres (P) modélisant la diffusion de la chaleur 6(x,t) dans le barreau est

(. t) = K88 (1), zel0,L[, t >0,

6(0,t) = 0, t>0,

P(L,t)+ ho(L,t) =0, £>0, (P)
0(z,0) = bp(x), x €10, L],

00(0) = 0 et S2(L) + hby(L) = 0.

En utilisant la méthode de séparation des variables, donner la solution de (P).
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Test d’évaluation 2018

Exercice 01: (5.5pts) On considére 'EDP linéaire suivante

ou ou
or Yoy 8y

1) Donner les solutions (de classe C') de (E}).
2) Trouver toutes les solutions du probléme de Cauchy.

{ gz xyay O’
u(0,y) = y*.

3) Le probléme de Cauchy suivant

gz l’y By O
u(z,0) =

a-t-il des solutions ?
Exercice 02: (6.5pts) On étudie équation aux dérivées partielles

Ou ou
ax + yay ..... (EQ)

ot la fonction inconnue u(x,y) est de classe C' de R? vers R.

1) Montrer 'existence de solutions non nulles.

2) Soit g : t — u(tz,ty) avec (z,y) un couple de R?

a) Montrer que g est de classe C' et calculer sa dérivée.

b) Vérifier que g satisfait une équation différentielle, on demande a la déterminer.
c¢) Exploiter cette fonction pour résoudre 1'équation (FEs).
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Examen Final 2018

Exercice 01: (7pts) Soit 'EDP du premier ordre suivant

8u ou u?
agj yay = —?, .......... (E1>

1) Déterminer le systéme caractéristique et les intégrales premiéres associés a (Ey).
2) Donner alors la solution générale de (E;) sous forme implicite puis sous forme explicite.
3) Déterminer la solution passant par la courbe définie par

=letu= .
y Y r?—1

Exercice 02: (7pts) On considére 'équation

@ B 0%u ou

1. On pose { =z —y et n =z + y et Uon note v(§,n) = u(x,y), montrer que ces coordonnées

conduisent a I’équation

v Ov v w
— 4+ — 4+ — =0 E
agan+ag+ +5=0 (E3)

2. Afin de résoudre (Ej3), on pose le changement de fonction

v(E,n) = (&, m)e 2,

déterminer 1’équation vérifiée par ¢, déduire alors la solution de (Ej3) puis celle de (Es).

Exercice 03: (6pts) On considére sur R x RT le probléme

{ yax = 0

u(z, ) ( ), z € R.
1. Rappeler ce qu'une solution de cette EDP vérifie le long des courbes caractéristiques.
2. Montrer qu’il s’agit de demi-cercles, tracez les soigneusement.

3. Quelle condition doit vérifer f pour qu’il y ait existence d’une solution ?

4. Déterminer les solutions de 'EDP dans le cas f(x) = m&%%
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Test d’évaluation 2019

Exercice 01: (7pts) On considére le probléme de Cauchy suivant

Ou _ gy 0u _
{ 0. ~Woy =0 (g
u(0,y) = y*.

1) Donner la définition d’une courbe caractéristique de (E;). 2)Donner le théoréme d’existence
et d’unicité pour (Ey).

3) Définir les caractéristiques de (E).

4) Déterminer les courbes caractéristiques de (Ej).

5) Démontrer que la solution de (E)) est constante le long des caractéristiques.

6) Résoudre (E)) si c’est possible.

7) Le probléme de Cauchy suivant

ou ou
(En20 )

admet-il des solutions? Exercice 02: (5pts) Pour 'EDP linéaire d’ordre 2 suivante

Pu e o
T o2 x8y2 Tor

1) Déterminer la nature de cette équation.
2) Donner la forme canonique correspondante. 3) Résoudre cette équation.
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Examen Final 2019
Exercice 01: (6pts) Soit
Q={(r,y) €R* t.q. x > 0; y > 0}.
On considére alors sur €2 le probléme
ou __
{ 2y + 5 =0,
u(z,0) = f(x), z >0,
ol f est une fonction donnée.
1. Déterminer les courbes caractéristiques et tracez-les.
2. Rappeler ce qu'une solution de cette EDP vérifie le long des courbes caractéristiques (justi-
fier).
3. Montrer que les solutions du probléme est : u(z,y) = f(y*—z) en déterminant son domaine
d’existence.
4. Expliquer pourquoi ce probléme n’est pas bien posé.
Exercice 02: (6pts) On considére 'équation suivante
0%u Pu  Ou

4 — =0.enn. E
8x2+ 8x8y+8x 0 ()

1. Ecrire (E) sous la forme canonique correspondante.
2. Trouver la solution générale de 'équation (F).
3. Trouver une solution spécifique satisfaisant

u(r,87) =0, u, (z,87) =4e >

Probléme: (8pts) On considére le probléme d’évolution de la température u(z,t) dans une tige
thermoconductrice unidimensionnelle homogeéne, d’axe (Ox), de longueur L dont la température
initiale (au temps ¢ = 0) est connu. Les conditions aux limites sont homogénes, de type Dirichlet
sur le bord gauche (x = 0) et de type Robin sur le bord droit (z = L), le coeflicient d’échange
est noté h. Toutes les constantes introduites sont bien sir strictement positives.
Le probléme aux frontiéres (P ) modélisant la diffusion de la chaleur dans le tige est
—kZe=0,0<x<L, t>0,
(0 t)=0,t>0,
u (L, t)+ hu(L,t) =0, t >0,
u(z,0) = f(z),0 <z < L.
I) 1. Donner une bréve interprétation physique de ce probléme. (avec un dessin)

2. Ecrire la condition de compatibilité satisfaite par la fonction f.
IT) On cherche ici la solution de ce probléme par la méthode de séparation des variables, c-a-d

= i X ()T, (t

On pose u(z,t) = X(z)T(t), on suppose qu’il existe ty > 0 tel que T'(tg) # 0.
1. Montrer que pour que cette forme satisfasse ’équation dans (P), il doit exister A telle que

X" +AX =0, 0<a < L,..(edo 1),
T'(t) + AET(t) = 0.eeeeee (edo 2).
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2. En utilisant les conditions aux limites dans (P), trouver les conditions aux limites concernant
(edo 1).
3. Montrer que les valeurs propres de (edo 1) vérifie I’équation

%%—Sin(,uL) =0 ou A =y’

4. Prouver que I’équation § 4+ sin (zL) = 0 admet une infinité dénombrable de solutions que

'on note (z,,). En déduire 'expression des fonctions propres de (edo 1).
III) Dans cette partie, on s’intéresse a conclure la solution wu(z,t).

1. Donner la solution 7;, de (edo 2).

2. En exploitant les conditions initiales, donner I'expression de u(x,t).
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Rattrapage 2019

Exercice 01: (6pts) On considére sur R x R* le probléme

{ y@x - xay = 0

u(z,0) = f(z). x
1. Vérifier que les solutions de cette EDP sont constantes le long des courbes caractéristiques.
2. Répresenter graphiquement les courbes caractéristiques.

3. Quelle condition doit vérifer f pour qu’il y ait existence d’une solution ?
2
4. Déterminer les solutions de 'EDP dans le cas f(z) = 2020

1+
Exercice 02: (6pts) On considére ’équation suivante
0?u 0*u
— —2 +4e’ =0........... E
0x? 0xdy (E)

1. Ecrire (F) sous la forme canonique correspondante.
2. Trouver la solution générale de 'équation (F).
3. Trouver une solution spécifique satisfaisant

u(0,y) = f(y), % 0,9) = g(y).

Probléme: (8pts) On considére le probléme d’évolution de la température u(z, t) dans une tige
thermoconductrice unidimensionnelle homogeéne, d’axe (Ox), de longueur L dont la température
initiale (au temps ¢t = 0) est connu. Les conditions aux limites sont homogénes, de type Dirichlet
sur le bord gauche (z = 0) et de type Neumann sur le bord droit (x = L). Toutes les constantes
introduites sont bien stir strictement positives.

Le probléme aux frontiéres (P ) modélisant la diffusion de la chaleur dans le tige est

u _pPu—0,0<x<L,t>0,
u(0,6) =0, % (L,t)=0,t>0, ... (P)

) =
u(z,0) = f(x),0 <x < L.
I) 1. Donner une bréve interprétation physique de ce probléme. (avec un dessin)

2. Ecrire la condition de compatibilité satisfaite par la fonction f.
IT) On cherche ici la solution de ce probléme par la méthode de séparation des variables, c-a-d

o0

u(wt) = 3 X (@) To(t).
n=1
On pose u(z,t) = X(z)T(t), on suppose qu’il existe ¢y > 0 tel que T'(ty) # 0.
1. Montrer que pour que cette forme satisfasse ’équation dans (P), il doit exister A telle que

X"+AXAX =0,0<x<L,..(edo 1)
T'(t) + AET(t) = 0. (edo 2)

2. En utilisant les conditions aux limites dans (P), trouver les conditions aux limites concernant
(edo 1).

3. Trouver 'expression des valeurs propres de (edo 1).

IIT) Dans cette partie, on s’intéresse & conclure la solution wu(z,t).

1. Donner la solution 7T;, de (edo 2).

2. En exploitant les conditions initiales, donner I'expression de u(z,t).
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Solutions des exercices

Chapitre 1

Exercice 01: Pour chaque équations aux dérivées partielles, on va déterminer son ordre, si elle
est linéaire ou non, si elle est homogéne ou non
1. Cette EDP est linéaire, non homogéne et d’ordre 2. Pour la linéarité, on considére 'opérateur

L(u) = xQ + :1:6“ Soient a,b € R et soient f, g deux fonctions de classe C?, on a
2 2 2
L(au+bv) = 88 5 (au + bv) + aay(au + bv) = a% + axgy b% + bxg—z
aL(u) 4+ bL(v)

d’out L est linéaire et par conséquent L’EDP est linéaire.

2. Cette EDP est d’ordre 1 non homogéne. Elle est de la forme L(u) = 1ou L = (%)2+u (g—;) :

Elle n’est pas linéaire. En effet, il suffit de prendre a = b = 1,u = (22 + y) et v = y? pour
vérifier que L(au + bv) # aL(u) + bL(v).

3. Cette EDP est linéaire, homogéne et d’ordre 4.

4. Cette EDP est linéaire, non homogeéne et d’ordre 2.

5. Cette EDP n’est pas linéaire. Elle est d’ordre 2.

Exercice 03: Par la régle de la dérivation des fonctions composées, on obtient

ou ou
pri —cf'(x —ct) = —Co
( ,t) = t? donne f(—ct) = t%. Le changement de variable ' = —ct permet d’obtenir
(%) On déduit dans ce cas que f(t) = (%)2 Par conséquent

3. Cette question se traite de la méme maniére que (2). La solution est

u(z,t) = g (”“"_cd> .

Exercice 04: 1) Cette EDP s’écrit

Posons v(z,y) = g_Z’ on obtient



On voit donc que nécessairement
v(z,y) =C(x) +y

pour une certaine fonction C'. On est ramené au probléme suivant: trouver u telle que

ou

— =C(z)+y.

o () +y
Ceci donne .

u(z,y) = Clw)y+ D(y) + 5"
pour certaines fonctions C' et D suffisamment réguliéres.
2. Fixons z et posons v(y) = u(x,y), on trouve
V' —v=0
dont les solutions sont de la forme
v(x,y) = Ae? + Be ™.
Revenant & u, on obtient
u(z,y) = A(x)e? + B(x)e™

ou A et B sont deux fonctions quelconques.
3. Profitons de la linéarité de cette équation, d’aprés 'exemple 1.12, la solution homogeéne est
donnée par

u(z,y) = G(z) + F(y).
Il suffit maintenant de chercher une solution particuliére, qui est facile & trouver, c’est u(x,y) =
xy. Alors la solution est donc
u(z,y) = G(z) + Fy) + zy.
4. Pour cette équation, on considére le changement g—z = v(z,y), qui nous améne a I’équation

ov
— =
dy
dont la solution est
v(x,y) = A(z)e?

ou

ot A est une fonction arbitraire. Comme 3* = v(x,y), alors

u(r,y) = B(z)e! + C(y)

oll B est une primitive de A et C est une fonction arbitraire.
Exercice 06: Soient les nouvelles coordonnées

E=zetn=y/(z*>+1)

et soit v(&,n) = u(w,y). L’application (x,y) — (§,17) = (z,y/(xz? + 1)) est un automorphisme
de R? et en particulier un C'-difféormorphisme de R? sur lui-méme. D’abord, écrivons z et y
en fonction de £ et 7. Il est facile de voir que

r=& y=n(&+1).
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La régle de chaine permet de calculer

Ou _Ovo§  ovon _ov_, wy v _Odv_, & v
oxr  0¢0x  Onox O (22 +1)20n  O¢ £ +10n

1
¢ ou  woE duon 1 o

oy~ ogay T ondy @i ion

par leurs expressions correspondantes en fonction de £ et n dans

En remplagant x,y, 3" 8’;

(E), on obtient
ov

)5 -

On a g—z = 0= v(&,n) = h(n) ou h est de classe C' (R). Alors

(&+1 0. (E')

u(z,y) = h(y/(z* +1))

est la solution de (E) sur D.

Chapitre 2
Exercice 01: 1) On prend ’équation
dx dy
vy

qui implique que
d(logz) = dlog (1/y)] .

Les fonctions logx et log(1/y) ayant la méme différentielle. Alors ®, (z,y,2) = xy est une
intégrale premiére du systéme. Prenons maintenant

dy dz
y ay?
Cette relation peut s’écrire
—zydy = dz.

Comme zy est une intégrale premiére donc elle est constante. On obtient d (cy + z) = 0 et par
conséquent ®, (z,y,2) = zy*> + 2 est une intégrale premiére du systéme. Les fonctions de la
forme (z,y,2) — ¥ (z,y,2) = F (vy, vy* + 2) décrivent Pensemble des intégrales premiéres ou
F est une fonction quelconque.
2. &y (x,y, 2) = xy est une intégrale premiére du systéme. Prenons maintenant

dy dz

y 22
qui donne

d(logy) =d(-1/z).

Les fonctions logy et (—1/z) ayant la méme différentielle. Alors &5 (z,y,2) = zy est une
intégrale premiére du systéme. Les fonctions de la forme (z,y,z) — V¥ (z,y,2) = F (zy, zy)
décrivent 'ensemble des intégrales premiéres ou F' est une fonction quelconque.
3. Le systéme conduit a




Les fonctions log ( (y + z)) et log x ayant des différentielles proportionnelles, on a donc

Y+ z

(I)l (t,:c,y) = 372

est une intégrale premiére du systéme. D’autre part

dv (=3)dy (—2)dz d(3y + 2z)

v (=3)(y+22) (=2)(By+4z) 2(3y+22)

Il s’est produit que les fonctions log (3y + 2z) et log x ont des différentielles égales, on a donc

3y + 2z

(1)2 (t,.T,y) - T

est une intégrale premiére du systéme. Les fonctions de la forme (z,y,2) — V¥ (z,y,2) =
F (yT*j, #) décrivent I’ensemble des intégrales premiéres oi1 F' est une fonction quelconque.

Exercice 02:
1. Le systéme caractéristique est

x 2y—a) Yy
Pour ce systéme, on obtient deux intégrales premiéres

{ Oy (2,9, 2) = z/x,
(I)Q (;U,y,Z) = Q:2/ (y - CL) :

La forme implicite est donnée par
(z,y) = F (u/x, $2/ (y — a)) = Constante.

ou F est une fonction quelconque. Par le théoréme des fonctions implicites', il existe une
fonction ¢ de classe C! telle que

U
—=g(a*/(y—a))
x
or
u(z,y) =g (z°/ (y — a))
pour une certaine fonction g de classe C*, voir 2.
2. Le systéme caractéristique est

Pour ce systéme, on obtient une intégrale premiére ¢, (x,y, 2) = zy. Prenons

dx xdz

e 20

T z

qui donne
d(—1/z)=d(1/z).

IComme F est quelconque, on la choisit de sorte que les conditions d’applicabilité du théoréme des fonctions
implicites soient satisfaites.
2Pour déterminer la fonction g il faut des conditions initiales ou des conditions aux limites.
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Les fonctions (—1/x) et (1/2) ayant la méme différentielle. Alors ®, (z,y,2) = L + 1 est une
intégrale premiére du systéme. La forme implicite est donnée par

1 1
(x,y) = F (xy, -+ —) = Constante.
T U

Par le théoréme des fonctions implicites, il existe une fonction ¢ de classe C! telle que

(2.9) = ——

u(r,y) = —————
zg(xy) — 1

a condition que g(z) # y/x, Vy € R.

3. La recherche de solutions est conditionnée par 1 — u? > 0.

a. 1 —u? = 0 définit deux solutions triviales: u(x,y) = +1 et u(z,y) = —1.
b. Dans le cas ou |u| < 1 : le systéme caractéristique (S) est donné par :
dy =0,
de _ _ dz
z  1=22"

L’équation dy = 0 donne la premiére intégrale @, (x,y, z) = y. La deuxiéme équation implique
que les fonctions = et —y/1 — 22 ayant la méme différentielle, alors @5 (z,y,2) = v + V1 — 22
est une intégrale premiére. Les deux fonctions sont indépendantes, alors la forme implicite des
solutions est donnée par

(x,y) — F (y,x + m> = Constante
ce qui implique par le théoréme des fonctions implicites que
Vi-u?=g(y) —=
oll g est une fonction de classe C'. On obtient
wr,y) =1-(g9(y) —2)*.

La condition |u| < 1 implique que |g(y) — x| < 1. Sous cette condition, on a

u(,y) = /1 - (gly) - 2)*

Exercice 03: Posons p = g—; et g = g—:. On doit résoudre pg = 1. On pose F(z,y,u,p,q,) =
pg—1,0n a

F,=F=F, =0F,=qF,=p.

Le systéme caractéristique associé est

d’ou

D’autre part

GG o @
et d J

Xz U X u

G 26 2 @



Prenons par exemple p = C}, on doit intégrer le systéme
pq =1,
P = Cl-

1
du = Cydx + ady.

Alors ¢ = 1/C4, d’ou

Par intégration, on obtient

1
U(I‘,y) :Clx—i_ay—i_:uu

ou 4 une constante arbitraire. La condition u(z,0) = x donne C} = 1 et u = 0. La solution du
probléme est
u(z,y) =x+y.
Exercice 06:
1. Le systéme caractéristique de ’équation principale est

La premiére équation implique que

2 2
pzy)=2"—y
est une intégrale premiére. Comme I’équation est linéaire homogéne, I’équation cartésienne des

courbes caractéristiques est
2> —y =k, keR.

2. On définit les caractéristiques comme des courbes de R? données par (z.(s), y. (s), z.(s)).
Les équations satisfaisant (z.(s), y.(s), z.(s)) sont

T, y
Ye(s) =2 (s),
2l 0

La solution de I’équation est constante le long (z.(s),y.(s)). Le long des caractéristiques, la
solution vérifie

Do), o) = 2L8) 2 (e ), e () 4 0L ) o (2 () e ()

= () o (e (5) i (5)) 2 ) o () e () = 01

3. Ce probléme est posé sur la courbe C ={(x,y) € R* : & = 0}, qui n’est pas caractéristique.
Comme toutes les caractéristiques coupent la courbe de (C), le probléme de Cauchy admet une
solution unique.

Soit (z9,yo) un point du plan correspondant a s = sg. Soit (z. (s),y« (s)) la caractéristique
passant par ce point et coupe la courbe (C) au (z1,y;) avec 1 = 0, on obtient

{x%—yézk*,
—yi = ks
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Ce systéme implique que y? = y2 — z2. Remarquons que cette égalité est valable uniquement
lorsque z2 < y2. autrement, lorsque |zo| < |yo| . Comme la solution est constante le long de
(4 (5), Y« (8)), il en résulte que

u(zo,y0) =u(0,11) = f (1 [y2 — ac%) — T

Alors le domaine d’existence de la solution est
D={(z,y) e R*: |z| < [yl}
tel que pour tout (z,y) € R
w(z,y) =" Y.

3. Le probléme donc est mal posé, la solution ne peut pas exister sur tout le domaine R2. Il
faudrait ici une condition du type u(z,0) = ... pour avoir des solutions sur tout R?. Dans la
situation proposée, il y a des points non atteints par les courbes caractéristiques partant des
points du type (0,y). (Voir la figure ci-dessous).

~
.

5 o 5

I
Y
T

I
N

I
)

Figure 7.1: Caractéristiques du probléme.

On voit qu’il existe une caractéristique croisant le support des données passant par le point

* mais que ce n’est pas le cas pour le point o.

Chapitre 3

Exercice 01:
1. b (z,y) — 4a(z,y)c(z,y) = 42?y* — 42*y* = 0. L’équation est parabolique sur tout RZ.
L’équations caractéristique est

dy — 2xy y

de 222

La courbe caractéristique associée est donc ¢ (x,y) = xy. On pose

{£:x7
n=zy

et u(x,y) = v(&,n). En utilisant ce changement de coordonnées. Par la régle de chaines, on a

Ou _ Ov v

o — ot T Yoy
Qu _ 4.0v
oy — T on
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Pu _ 0 (o0 o0 _ 0% v | 20%
922 — oz \ ¢ +yan) = o +2yagan Y 52

Pu _ 9 (0v) _ 20%
oy2 ~ Oy m@n =T o2
Pu _ 0 (Lov) _ dv . 0% 9%
A9y — 0w <xan> = oy T Taga, T 252
Finalement ) ) ) )
507U 0u ou ou 0%v v

9,
T +aom oy =2 ¢
dy

gu 2
0x? 2xy8x8y +y 0y? ox 0&?

Aprés simplification, on obtient la forme canonique associée

v 10v

oer o
ou & # 0, ce qui est équivalent & x # 0. Maintenant si x = 0, cette EDP prend la forme
simplifiée giy;‘ = —%g—;‘. Il s’agit de la forme canonique d’une EDP parabolique pour y # 0. Si

xr =y = 0, ’équation est vérifiée en tout les points sauf I'origine. On peut considérer comme
forme canonique que la forme 1’équation

Pv 10
o€ €oE
En posant w = g—g, on arrive & 'ODE du premier ordre w’ + (1/§)w = 0 dont la solution

est Inw = —Iné + f(n), ouw = f(n)/& ou f et hatf sont deux fonctions quelconques. Par

intégration
v [uie = [wie= [ ac i me+ ).

Par conséquent, la solution générale est u(x,y) = f(zy)Inz + g(zy), ou f,g € C? (R) sont des
fonctions réelles arbitraires.
Exercice 02:
1. V*(x,y) — 4a(z,y)c(z,y) = 4sin® x + 4cos? z = 4. L’équation est hyperbolique sur tout R2.
L’équation caractéristique est
dy
dx
La courbe caractéristique associée est donc

= —sinx + 1.

o1 (7,y) =cosx +x —y,
o1 (z,y) =cosz —x —y.

On pose

E=cosx+x—vy,
n=cosr—T—y.

et u(z,y) =v(§,n). Par la régle de chaines, on arrive a
0%u . 0% 0*u ou v

- COS2 T——F — COST— =

D2 Oy Oy? oy  ocom 0

Alors
v(&n)=F(E)+Gn).

et par conséquent
u(x,y) = F(cosz +x —y) + G (cosx —x —y)
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ol F,G € C* (R) sont des fonctions réelles arbitraires.
3. La condition u(0,y) = f(y) implique

FI-y)+G(1-y) = [f(y)
D’autre part
uy(x,y) = (—sinax + 1) F'(cosz + x — y) + (—sinx — 1) G'(cosz — x — y).
La seconde condition donne

up(0,y) = F'(1—y) = G'(1 —y) = g(y).
On a alors
{ F(1-y)+G(1—y) = f(y),
Fl(l-y)=G'(1-y)=g(y).
De ce systéme, on trouve

F'(l—y)=s(=f'(y) +9))

DN | —

qui implique par intégration

—F(l—y)= —%f(y) +%/Oyg(8)d8 + ki

Par un changement de variable, on obtient

ﬂ@z%ﬂl—@—;AﬂM$@—h

De méme maniére, on obtient

Gls) = %f(l — ) +%/O 7 g(s)ds + o,

En substituant F' et G par ses expressions dans la formule de la question précedente, on trouve
u(z,y) = F(cosz+z—y)+G(cosz —z—y)

1 1 1—(cos z+z—y)
— S Goszia-y) -3 [ g(s)ds
0

1 1 1—(cosz—z—y)
+§f(1—(cos:):—x—y))+§/ g(s)ds — ki + k.
0

Eu utilisant encore une fois la condition u(0,y) = f(y), on trouve que —k; + ko = 0. La solution
générale est donnée donc par

1 l—cosz+z+y
[f(l—cosx—x+y)+f(1—cosx+x+y)]—1—5/ g(s)ds.

l—cosz—x+y

u(r,y) =

N =

Chapitre 4
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Exercice 01: D’aprés le résultat du cours dans le cas des conditions aux limites du type
Dérichlet avec k = 17 et L = 7, la solution est donnée par la formule suivante

t) = Z 8, sin (nra /L) e
n=1

ol

4 [T 4 4

S, = —/ Slﬂ(ﬂl’)dl’:—[—cosnl']z:—<COS@—COSTM’>
T Jz ™ 2 n 2
4 nm n
= (s =)
d’ou
(e:) = 237 L os ™T (1)) s ) 7
ulz.t) = = Z(cos — — (— in(nx)e
’ min 2

Exercice 02:
a. D’aprés le résultat du cours dans le cas des conditions aux limites du type Neumann avec
k =17 et L = 7, la solution est donnée par la formule suivante

)
u(x,t) = 50 + Zé cos (nmxz/L) e~ K/ L)%

ol

L

Op = %/ f(z)cos (nrx/L)dz,n > 1
0

et

S fOL f(x)dz

2 L
b. ~ -

Op = g/ (1 +sin® z) cos (nz) do = i/ (1 —sin 3z + 3sinx) cos (nx) dx.
T Jo 21 Jo

Pour calculer cette intégrale, voir la section (Rappel sur les séries de Fourier).
c. Si f est continue, la fonction u est une solution classique de 1’équation pour tout ¢ > 0.
La décroissance exponentielle implique que pour chaque € > 0 la série et toutes ses dérivées
convergent uniformément pour tout ¢ > ¢ > 0. Pour la méme raison, la série (sans 50) converge
uniformément vers zéro (en fonction de x). Donc

9o

tliglou (x,t) = 5

Exercice 03: On pose
u(z,t) =X (z) T (t)

ou X et T sont des fonctions des variables x et ¢, respectivement. Par Différenciations, on
obtient
XT, = kX T +hX (z)T(1).

On peut la réécrire sous la forme

Tt sz
——h=k
T X
Ceci implique que
1 Tt Xmm
—|=—-h k = -\
k ( ) X
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Cette derniére équation conduit au systéme d’EDOs suivant

PX LAX =0,0<a<L, X(0)=X(L)=0,
Lt — kX +h.

T
D’apres les résultats du cours, on obtient
X, (x) = Bysin (nwaz/L) , Ay = (nm/L)*.
La solution générale du seconde équation est donnée par
T(t)= 'yne[_k(m/m%rh]t, n € N*.
On a ainsi obtenu la suite suivante des solutions séparées

Up (x,t) = 6, sin (nmz/L) e[_k(m/L)QJrh]t, n € N*.

Le principe de superposition généralisée dans le cas £ = 1 et L = m implique que la solution

est donnée par
t) = Z dp sin (nx) el ]t
n=1

ou
2 [T 2 [T
:—/ f(x)sin(nm)dx:—/ x(m—x)sin(nz)dr = ————— n > 1.
T Jo T Jo

b. La limite lim;_ o, u (x,t) existe si et seulement si A < 1. Lorsque h < 1 la série converge
uniformément vers 0. Si h = 1, la série converge vers d; sin .

Exercice 05: On raisonne comme dans 'exercice précedent, mais cette fois-ci avec des condi-
tions aux limites mixtes. La solution s’écrit

u(x,t) = % —I—Z5 cos (nmx/L)e [~ m41]t

n=1
ou pour n > 1
1 1
Op = 2/ f(z)cos (nmx) de = 2/ x (2 —x)cos (nmx)dx
0 0

_ 2[Eﬁz;;gzgn(nwxﬂl-——é—jﬁl(l——x)ﬁn(nﬂx)dx

nm 0 N
B 1 1
_ 4 {_(1 7) coS (mrx)] + iz/ cos (nmx) dx
nm nm o (nm)"Jo
(-1 4 L A=Y
S [sin (n7z)], (nm)?
et . 1
1 4
Jo =2 dv =2 |2 — 22| =
0 /0 f(x)dx {x 37 h 3
Alors .
u( g Z < )2 cos (nmx/L)e [-m 1]t
Chapitre 5
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Exercice 1: On écrit z =z + iy et

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)

ol u et v sont deux fonctions réelles de deux variables réelles. Une fonction analytique est
une fonction qui peut étre exprimée comme une série de puissances en z. Cela signifie que les
puissances sont 2" = (x + iy)". Donc

f(z) = Z a, 2"
n=0

(a, des constantes complexe). C’est
u(z,y) +v(x,y) = Z an(x +iy)".
n=0

La différenciation formelle! de cette série montre que

P o0 ) _
g—z -I—ig—; =3 na,(r +iy)" 1,

n=1

oo
g—Z + ig—z =14y na,(z +iy)" .

n=1
Par identification de deux équations, on trouve
du v ot du v
or dy Oy  Ox
Il s’agit des équations de Cauchy-Riemann. Si on les différencie, on trouve
Pu v Pv Pu
0x2  Oxdy Oydxr  Oy?’

de sorte que Au = 0. De méme Av = 0, ou A est le laplacien bidimensionnel. Ainsi, les parties
réelles et imaginaires d’une fonction analytique sont harmoniques.

Exercice 2: Examinons les fonctions harmoniques spéciales qui ne sont pas liées aux rotations,
c’est-a-dire qui ne dépendent que de r. Ils satisfont 'EDO

0*u  20u
— —— = .
or?2  ror
Pour cela, on pose u = v/r, les dérivées partielles s’écrivent alors
ou 10v 1
R — _— = —
or ror r?
0%u 10v 10% 1 ov 2
_— = _— _ —1v
or? r20r  ror2 r20r 3
On remplace dans I’équation principale, on obteint
0*v
2 2
r°=— —kv=20
or?

dont la solution est
v(r) = Ae* + Be .

1On dérive la série des sommes partiélles en ignorant les conditions de convergence et de dérivabilité.
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Par conséquent
1
r

u(r, 0, ¢) = = (Ae*" + Be™*")

oll A et B sont des constantes.
Exercice 3: On a
u = —017“_1 + Co.

(Voir la section 5.4) Les conditions aux limites impliquent

u(a) = —ca™' +cp = A,
u(b) =—c1b7!' + ¢ = B.

Alors ¢y = = (b"'A—a'B) et ¢; = = (A — B). Donc
= ! A-B)r! ! b'A—a'B
U= g A=B)r e (0 A—a ' B)
1 _ _ -
= W[(b IA—GIB)—(A—B)T’ 1}.

Exercice 6: Cherchons les fonctions harmoniques qui ne sont pas liées aux rotations,autrement,
on cherche des solutions de 'EDO

Pu 200 _
orz2  ror

Pour ce faire, on pose le changement d’inconnue v = v/r. On arrive a

1.

9%v 1

or2  r2
dont la solution est |
v(r) =In- + Ar + B.
r

ol A et B sont des constantes réelles. Par conséquent

r

1 1
u(r,0,¢) = — <ln— +A7"+B)
r
ot A et B sont des constantes. La condition u(z,y, z) = 0 sur 7 = a implique
1
In—+Aa+B=0
a

et la condition Qu/dr = 0 sur r = b implique

b B 1

—— — = 0.
b TR
Ceci entraine que B = —lnb—l—% et A= —élné + % — ﬁ Alors
1 1 1 1 Inbd 1 1
w(r,0,¢) == |m-+(—~In-+ 22 2 )pr-Inb+-
r r a a a ab b

Chapitre 6
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Exercice 01: D’aprés la formule de d’Alembert

T+t
u(x,t) = %[(x+t)2+(x—t)2}+3/_t sds
= @A)+ (@0~ @]
= (2% +1¢%) + 6ut.

On trouve que
u(4,1) =4+ 1+ (6 x 4 x 1) = 29.

Exercice 4: Résoudre le probléme

Pu_ Ou 1 <z < t>0

———=1, —0<r<00 ,

otz Ox? ’ ’
u(z,0) = 2% —oo< 1 <oo,
u(z,0) = 1, —oco <z <o0.

En utilisant la formule de d’Alembert, on a

u(x,t) = [(x+t)2+(a;—t)2}+%/ 1ds+—/TO /i m+tT1dfd7‘.

DN | —

Par conséquent,

T=t

[(z + 1)+ (z — t)?] +t+/ (t—71)dr

7=0

N | —

1.,]" 3
= 22+t 4t+ [tr— =7 =22+ P+t
2" 1, 2

Exercice 06: Comme f = 0, la formule de Kirchhoff se réduit & (Voir Théoréme 6.3)

u(w,t) = %ﬁt /8 . 9 (y)dS (y).

Casl: Si La sphére se trouve complétement a Uextérieur de la sphére unitaire: ¢t > ||z|| + 1 ou
t <|z| —1, on au(z,t)=0.
Cas2: La sphére se trouve complétement & I'intérieur de la sphére unitaire: ¢ <1 — ||z||, on a

1 / 1 4rt?
— gdey:—/ 1dS (y) =
47Tt OB(z,t) ( ) ( ) 47t OB(,t) ( ) 47Tt

Cas3: Pour ¢ tel que ||z]| =1 <t < ||lz|]|+1out>1— ||, on obtient

=1.

u(z,t) =

1 / 1 Arrt?
— 9(y)dS (y) = —/ 1dS (y) = =t
ATt JoB(z,t) ATt J9B(2,)nB(0,1) dmt

La surface de la partie de la sphére 0B(z,t) N B (0,1) (appelée calotte sphérique) est égale

ﬁ (1= (t— Jl2l)?) -

u(z,t) =
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Ainsi, la solution est donnée par

t, sit<1— |z,
2 .
u(zr,t) = 4\|lm|| (1 = (t = [l=Il) ) ,stflof] =1 <t <|[z) +1,
0, sit>|z||+ lout < ||z| — 1.

Considérons un z avec ||z|| = 2. D’aprés U'expression de u(x,t), on obtient u(x,t) = 0 pour
t < 1 et aussi pour t > 3. La fonction u(x,t) est croissante dans I'intervalle [1, 2] et décroissante
dans l'intervalle [2, 3].

Exercice 07: On sait que la formule de Kirchhoff peut s’écrire (avant la simplification)

u(z,t) = % {t /8 Bw)f(y)ds (y)l +1 /8 Bw)g(y)dS (y)-

Si g = 0, on obtient

u(z,t) = % {t /8 st f(y)ds (y) ]

On raisonne comme dans 'exercice précedent, la solution est obtenue facilement

1, sit<1— |z,

u(z,t) = ti%”, si |z —1<t<|z] +1,
0, sit>|z|+ lout < ||z| — 1.
Considérons un x avec ||z|| = 2. D’aprés l'expression de u(zx,t), on obtient u(z,t) = 0 pour

t < 1. La fonction u(z,t) décroit dans Uintervalle [1,3] (de 1/4 a¢t=14a —1/4 at = 3), puis
devient nul pour t > 3.

Exercice 08:La formule de D’Alembert implique
1 1
P(z,t) = 5[]”(:1: +4t) + f(z —4t)] + g[H(x +4t) — H(x — 4t)],

ou H (z) = [ g(s)ds. Par conséquent,

x, |z|] <1
H(z)=14 1, x> 1,
-1, r < -1

Notons qu’a o = 10: f(10 + 4¢) = 0, f(10 — 4¢) < 10, |H(¢t)| < 1,t > 0. Par conséquent,
P(10,t) <5+ 1/4=21/4 <6, et la structure ne s’effondrera pas.

Chapitre 7
Exercice 01: On a
1 2 1 2 .2
u ZL’,t — 6—($—y) /4kt€yd _ /e(x —y +2xy+4kty)/4ktd )
(1) VAarkt /R Y Varkt Jr Y
On ecrit
—a2? —y? + 2y +dkty -2 — P+ Qo+ 4Ry — (—x+y — 2kt)" + dkta + 4527

4kt 4kt 4kt
— — 2kt)?
= — (Cety ) +x + kt.

V4akt
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On a alors

u (I’ t —xz+y—2kt) /\/4k] x—l—ktdy _ 1 ex-i—kt / 6_52d8 _ 6x+kt
, — .
R

\/ 4kt VT

Exercice 04: On pose G (z,t,y) = e~ Ona

oG (z—t—y)

8:5 - 2t G(l’,t,y),
0*G 1 (z—t—y)?
Eﬁ“}%+_7§__G@¢W
G (z—t—y(z+t—y)

at - 4t2 G (.flf, t7 y) .

D’apres le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, on en déduit que

o) et y|2 B lo—t—y|? _ (z —t—y)
B y)dy = / e g(y)dy = /R 57 G (x,t,y) g(y)dy.

o t—y|2
Pour les conditions d’applicabilité de ce théoréme: on a y — e g(y) est intégrable

. . . ) ) _le—t—y? L
puisque la fonction g est uniformément bornée. x — e e g(y) est dérivable sur R. En plus

la—t—y|?

‘%6_ T g(y)) = WG (z,t,y) g(y)| < ¢ (y) puisque g est uniformément bornée. De
méme, on obtient
82 |zft7y\2 82 \m7t7y|2 1 (.’,C — t — y>2
— | e m gl)dy = — e m dy = —— + | G (x,t d
5 [ st = [ e gy = [ |-+ S5 Gt s
0 _le—t—y? _la—t—y? r—t—y)lr+t—y
o [ gy = [ S gway = [0 G g gty
ot Ju & At

Ainsi, u(t, z) est dérivable pour tout ¢ > 0 et

ou (x—t—y

o= ﬂ;/ D6 (2.1, gl

0%u (x—t—y)

9z \/m R[__+4—t2 G (z,t,y) g(y)dy,
ou (z—t—ylz+t—y 1

E \/471'75/]1% |: 4¢2 2t

On vérifie alors aisément que

o, ou_
ot ' or Ox2

On prouve que u(x,t) est prolongeable en ¢ = 0 et vérifie bien la condition initiale, c’est a dire
que

=0pourx e Rett>0.

e = 1/\2

limu(z,t) = lim y)dy = g(y).

t—0 t—0 \/—
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Corrigés des examens

Test 2018

Exercice 01: (6.5 pts)
1) a) Systéme caractéristique

de = —&
=y’ ...(0.5pts

{ dz = 0. (0-5pts)
b) Les intégrales premiéres sont données par

Oy(x,y,2) = 2z ...(0.5pts)

2 2

Do(x,y,2) = y'ev ...(1pts)
Les fonctions de la forme
(I‘, Y, Z) = (I)(CL’, Y, Z) = F((I)l(x7 u, Z)v (I)2<.T, Y, Z))-(OE)ptS)

(ou F est une fonction quelconque) décrivent 1’ensemble des intégrales premiéres.
On peut donc donner les solutions sous forme implicite

(x,y,2) = F (z,yze”’j) = Constante....(0.5pts)
ce qui conduit a la forme explicite des solutions
u(z,y) = f <y26$2> ....(0.5pts)

ol f est une fonction quelconque de classe C*.
2) Déterminons la solution vérifiant u(0,y) = 32, on a

u(0,y) = f (v*) = v*

Remarquons que f est définie seulement sur R, on peut alors déterminer f, c’est f(x) = x.
Donc le probléme de Cauchy admet une solution ungiue donnée par

u(z,y) = y2e" ....(1pts)
3) Déterminons la solution vérifiant u(z,0) = z2, on a
u(z,0) = f(0) = 22

Impossible de déterminer la fonction f dans ce cas, il n’existe aucune fonction f qui satisfait

cette condition. Donc le probléme de Cauchy n’admet pas des SolutionsS..ce.eveeeereneucirueiranennans (1pts)

Exercice 02: (6.5 pts)
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1) Les fonctions données par u(z,y) = ax + by sont solutions.....(0.5pts)

2.a) Par composition, la fonction g est de classe C* et

ou

b ou
gt) = x%(tx, ty) + ya—y(m’, ty).....(1pts)

2.b) De sorte que

2.¢) On en déduit
V(x,y) € R? Vt € R, u(tz, ty) = tu(z,y).....(0.5pts)

En dérivant cette relation par rapport a x, on obtient

ou ou
R? Vt € R, t— (tz,ty) = t—(2,¥)..... 0.5pt
V(z,y) € R Vi € Rt (tr,ty) = t5-(2,y).....(0.5pts)
En simplifiant par ¢
ou ou
v R? Vt € R*, —(tx, ty) = —(2,9)..... 0.5pt
(z,y) € RO VL € RY, o (tw, ty) = 5-(2,y).....(0.5pts)
Or la relation implique des fonctions continues, elle donc encore valable en t = 0, ce qui donne

ou ou
2 _ = —
V(z,y) € R ’8x(0’0) ax(x,y) ..... (0.5pts)

De méme, on obtient

ou ou
2 OU _ ou
V(z,y) e R "By (0,0) o (,y).....(0.5pts)
Enfin, en posant
ou ou
a = %(0,0) et b= a—y(0,0),

I’équation initiale donne
u(z,y) = ax + by.....(0.5pts)
Examen 2018

Exercice 01: (6.5 pts)
1) a) Systéme caractéristique

— =—2=-""..(0.5pts)

q)l(xa Y, Z) = 1Yy, (1ptS)

1 1
Oy(z,y,2) = E+;....(1pts)
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Les fonctions de la forme
(:L'a Y, Z) = (I)(Zlf, Y, Z) = F((I)1<ZL’7 u, 2)7 @Q(QE’ Y, Z))'(OSPtS)

(ou F est une fonction quelconque) décrivent 'ensemble des intégrales premiéres.
2) On peut donc donner les solutions sous forme implicite

1 1
(x,y,2) — F <a:y, -+ ) = Constante....(1pts)
r o u(z,y)
ce qui conduit a :
1 1
v ey )

ol f est une fonction quelconque de classe C*', et alors la forme explicite des solutions est
donnée par

u(z,y) = .(1pts)

of (xy) =17

3) Déterminons la solution passant par la courbe définie par

y=1etu=

2—1
On a

Par identification

La solution souhaitée est

u(z,y) = oy

Exercice 02: (7pts) On considére I’équation

’u  0%*u ou
@—@4—28—1‘4—@6—0 .......... (EQ)

1) On pose £ =x —y et n =z +y et Pon note v(&,n) = u(x,y) Par la régle de chaine, on a

Ou _ 08 Qv omov _ 0 +6v

ox ~ 0Oz O¢ ox on — on’

du _ 9Eov 4 Indv _ 2 1 5, (0.5pts x 2)
dx — 9yoE " dydn o’

W =5 T 2o

0%u 0%v 8%v
Pu_ v 2000
{ %, §2 o T "0 (0.5pts x 2)
En remplagant dans (F3), on obtient

v  Ov Ov w
2 — + — 4+ —=0.......... Es)..... .
86877+@f+@77+ 0 ( 3) (0 5ptS)

2) Afin de résoudre (Ej3), on pose le changement de fonction

v(&,m) = (&, n)e 2@ .. (0.5pts)
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g_:; _ g_gs %SO f%(@rn)’ (0.5pts x 3)

e
v _ (P 10p _10p | 1 —3(&+n)
agan_<agan 59 20y T1¥)€ 2 :

624,0 1

—2&M) —0.....(0.5pt
ocon’ (0.5pts)
Ceci conduit a

e(&,n) = f(&) + g(n).....(0.75pts)
ot f, g sont deux fonctions arbitraires de classe C2. On obtient finalement
_1 _1
(&) = @(&me 2 = (f(§) + g(n)) e 2¢*7.....(0.5pts)

Par conséquent

u(z,y) =v(&n) = (f(x —y) + gz +y)) e ...(0.75pts)

Exercice 03: (6.5 pts) On considére sur R x RT le probléme

1) De maniére générale, une EDP d’ordre 1 vérifie une équation différentielle ordinaire le long
des courbes caractéristiques. Comme ici, il s’agit d’'une EDP homogéne, toute solution de 'EDP
sera constante le long des courbes caractéristiques........ (1pts)

2) Le systéme caractéristique associé a ce probléme est

dz = 0;
{ de _ _dy  eeees (0.5ptS)

y z

Par intégration de ce systéme, les courbes caractéristiques sont des demi-cercles puisque y >
Ovevenen. (1pts avec dessin)
3) On parvient alors a décrire explicitement la solution de 'EDP, il s’agit

u(z,y) = g(z® + ), y > 0. e (0.5pts)

oll g est une fonction quelconque de classe C'. Remarquons que la fonction g est définie seule-
ment sur R, ,. On a alors

u(z,0) = g(2?) = f()eenee (0.5pts)

Si I'on pose 22 = t, on aboutit & g(t) = f(++/t) et comme wu est constante le long des courbes
caractéristiques, on arrive a

Donc f doit etre paire............ (0.5pts)
Finalement,



et la solution du probléme est donnée par

4) La fonction f(x) = In(1+2%) gt paire, la solution dans ce cas est donnée par

1424
In(1 + 22 + ¢
u(z,y) = ( S 2) ....... (1pts)
1+ (22 +y?)
Rattrapage 2018
Exercice 01: (05 pts)
1) a) Systéme caractéristique
de dy dz
—=—= ....(0.5pts
22+1 (0-5pts)

b) Les intégrales premiéres sont données par

T
Oy (x,y,2) = ;,....(lpts)

®y(x,y,2) = Inx — arctan z....(1pts)
Les fonctions de la forme
(33', Y, Z) = (D(l’, Y, Z) = F((bl(x7 u, 2)7 CI)Q(Z', Y, Z))-(OE)ptS)

(on F est une fonction quelconque) décrivent 1’ensemble des intégrales premiéres.
2) On peut donc donner les solutions sous forme implicite

(x,y,2) — F <£,lnx — arctan z) = Constante....(1pts)
Y

Ceci conduit a
T

Inx — arctanz = f (—)
Y

ol f est une fonction quelconque de classe C!. Alors la forme explicite des solutions est donnée

o = (i (7)) i

Exercice 02: (8pts) On considére 'équation

ox? 0y? ox

ol ¢, a et 3 sont des constantes.
1) 1. On pose £ = cx —y et n = cx +y et I'on note v(&,n) = u(x,y). Par la régle de chaine,
on a

Ou __ 0 Ov onov __ ov ov

Qu_ G0y D1 — (24 22)

Ox Ox O¢ Ox On 0¢ on )’

{au_g@ onow _ o, oo (0.5pts x 2)
oy Oy O¢ oy on —  O¢ on’
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Pu _ .2
%5_C<%2+&F+2%%) (0.75pts x 2)
Pu _ 0% _|_ -2 v

092 852 8 ogon”

En remplacant dans (E>), on en déduit que

2
46282577 +2a (gg ‘%) 4 B0 = 0o (Ey), ... (1ptS)

2) Afin de résoudre (Ej3), on pose le changement de fonction

v(&,m) = (&, ).

D ’on
g—z —|—)\g0 e et
5o =50 +up) ereten, (0.5pts x 3)
2y _ [ 0° 0 0 A
85877_(?52_‘_# 92 4\ W‘i‘)\MSO) Etpn

Par suite

0%v ov  Ov
42 + 2 ( —%——)-+ v
o&on n &

= {20 ((Oz + 2puc) g’g + (o + 2pc) g—?j) } et

2
+ {402 ;;Gvn + (20 (A + p) ¢ + 4Auc® + B) 50} et (1pts)

En choisissant

on obtient

Ceci conduit a

Pour finir, on prend
ki =2c% et ky = 5 — a?.
Exercice 03: (7pts) Soit
Q={(z,y) €eR* t.q. > 0;y > 0;z > y}.
On considére sur € le probléme

{ yaz+x8u:“v
u(z,0) = f(z), x> 0.

1. © est le domaine triangulaire entre I’axe des x et la premiére bissectrice. Au passage, il a été
choisi pour éviter de s’embeter avec le signe de 22 — y? dans les calculs subséquents.,.....(1pts)
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2. C’est une EDP du premier ordre avec second membre. Elle n’est donc pas constante le
long des carcatéristiques, mais vérifie une EDO le long de ces derniéres.,.....(1pts)

3. Le systéme caractéristique est

Premiére intégrale premiére est

On remarque au passage que la constante C' est forcément positive, eu égard au domaine {2
choisi. Ce sont des branches d’hyperboles coupant I'axe des = verticalement.

Deuxiéme intégrale premiére se calcule comme suit

d(z+y) dz
r4+y oz
Ceci donne .
Oy(z,y,2) = Y_c.. (1 pts)

4. On peut donc donner les solutions sous forme implicite

(:Bay?Z)'_)F<x2_y27I+y

) = Constante, .

On déduit que
Tty

z

=g (:zc2 — y2) .
ol g est une fonction quelconque de classe C*. Alors la forme explicite des solutions
r+y
u(z,y) = ————~....(1 pts)
9@ —y?)

5. Déterminer la solution du probléme dans le cas f(z) = ze ™.

u(z,0) = e =xe ....(0.5 pts)

Par identification ¢ (¢) = €', la solution est donnée par

u(z,y) = (z +1) e ) (1.5 pts)
Test 2019

Exercice 01: (7pts) On considére le probléme de Cauchy suivant
ou ou
u _ g du
{ ox —Way =5 (Ey)
u(0,y) = y*.

1) Une courbe caractéristique associé a (E;) est une solution de son systéme caracatéristique
(S) (0.5pts)



2) Le probléme de Cauchy est posé sur la courbe C = {(z,y) € R* x = 0} (I’axe des ordonnés):
(1pts)

a) Si la courbe (C) n’est pas caractéristique, le probléme (E;) admet une solution unique.

b) Si la courbe (C) est une courbe caractéristique, le probléme (FE;) peut ne pas avoir de
solution ou il peut en avoir une infinité.

3) On définit les caractéristiques comme des courbes de R? données par (z.(s), . (s)). Les
équations qui satisfassent (z.(s),y.(s)) sont

W) = 1,
yo(s) = —x.(s)ye (s), ....(1pts)
2 (s) =0.

4) Déterminons les courbes caractéristiques de (Ey).

Intégrons 1’équation

d d 1
da::——y:>xdx:——y:>—x2+lny:c.
Ty Yy 2

Ceci donne

une intégrale premiére. Comme l’équation est linéaire homogéne, ’équation cartésienne des
courbes caractéristiques est

2
T
Fl

yez = K, K e R.

Pour tracer cette courbe, on trace la graphe des fonctions ...... (0.5pts)

2
yk = Ke 2, K € R.

5) Démontrons que la solution de (Fj) est constante le long (z.(s),y.(s)). Le long des carac-
téristiques, la solution vérifie

e () e (5)) = 2 e 5) 1 (5)) = () e () O e (5) e ) = 0. (1pts).

ds
ce qui implique que les solutions sont constantes le long des caractéristiques
6) Résolvons (F4) si ¢’est possible: Comme la courbe (C) n’est pas caractéristique et comme
toutes les caractéristiques coupent la courbe (C), le probléme (FE;) admet une solution unique.
Soit (xg, yo) un point du plan correspondant a s = sg. Soit (x, ($), y« (s)) la caractéristique
passant par ce point et coupe la courbe de Cauchy au (zq,y;) avec z; = 0, alors on obtient

1:2
yer = K,
= K*

Ion

ce qui implique que y; = yoe 2 . Comme la solution est constante le long de (z, (s),ys (s)), il

en resulte que
u (7o, y0) = u (0,11) = u (O,yo€ 20) = ype™.

On obtient donc pour tout (z,y) € R%

w(z,y) =y?e" .....(1.5pts)



7) Le probléme de Cauchy suivant

Ju _ o
{aa(cx O)yay . (£2)

n’admet pas de solution d’aprés le théoréme d’existence et d’unicité car il es posé sur un
caractéristique....... (1pts)
Exercice 02: (5pts) Pour I'EDP linéaire d’ordre 2 suivante

Pu 0% Ou

e k)
Y or? x8y2 T or

1) v¥* — dac = 42* > 0. L’équation donnée est hyperbolique en dehors de I’axe des ordon-

Les courbes caractéristiques sont

{ o1 (z,y) =

P2 (ZL’, y) =
On pose

et u(x,y) = v(&,n), Par régle de chaines, on a

ou dv ov
=X + T3,
{ o= B g g7 (1pts)

B = —ot T o
@ B 2 8v+ c%
ox? 85
0% 821) 0%v ov  Ov
=z (852 20§8n+3n2)+3_§+_ (0.5pts)
Pu_0 (00, 0 By B By
T 85 e ocon T 5p

En remplagant dans l’equatlon, on dedult
Pu  J0%u Ou 5 (827) 0*v 821)) ov v
x + +

+2

Yorr T T a2 Yor ae " “ocon ac o
5 (0% *v 0%
—x -2 +
¢z 0gon - on?
(% B xZ@
3§ on
5 0% ov  Ov
= 4 868 +x (1 I’) (a—5 + 0_77> ...... (05ptS)

On a
Edn=2%—sx=E+7.

La forme canonique est donnée par

0%v ov  Ov
3 —_— _— =
4x e +x(1-— )<a€+an) 0,

ce qui donne comme z # 0

2
4(E+n) 0855;]77 + (1 - \/5+77> (g—z +g—f]) =0......(0.5pts)
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Examen 2019

Exercice 01: (6pts) On considére le probléme de Cauchy suivant sur
ou __
{ 2ye + 5 =0,
u(z,0) = f(z), = > 0.
1) Intégrons 'équation
d
2_I=dy:>dx=2ydy:>y2—$zc
Y

ce qui donne une intégrale premiére
o (z,y) =y* —z....(1pts)
Comme 'équation est linéaire homogene, I’équation cartésienne des courbes caractéristiques est
v —x=kkeR.

Pour tracer cette courbe, on trace la graphe des fonctions

ge (y) =v* — k, k € R.......(0.5pts)

2) On définit les caractéristiques comme des courbes de R? définies par (z.(s), y. (s), 2.(s)).
Les équations qui satisfassent (x.(s), y.(s), zc(s)) sont

2
yc(s) =1, ... (0.5pts)
0.

La solution de (E7) est constante le long (x.(s), y.(s)). Le long des caractéristiques, la solution
de vérifie

L (re(s), () = aLl) o (e ), e () 4 0L () o (2 ) e ()

= 2(5) 5" (7o (5). 0 () + o (1) e (5)) = 0. (1pts)

3) Ce probléme est posé sur la courbe C ={(z,y) € R* : z > 0, y =0}, comme la courbe (C)
n’est pas caractéristique et comme toutes les caractéristiques coupent la courbe (C), le probléme
(Ey) admet une solution unique.

Soit (xg, yo) un point du plan correspondant a s = sg. Soit (x, (s), y« (s)) la caractéristique
passant par ce point et coupe la courbe de Cauchy au (x1, ;) avec y; = 0 et 21 > 0, alors, on

obtient
yg — To = k*a
r1 = k*

Ce systéme implique que z; = y2 —x. Comme la solution est constante le long de (. (s), v« (s)),
il en résulte que

u (zo,y0) = u(x1,41) = u (3/3 - «7?0,0) =f (yﬁ - iUo)

a condition que y2 — o > 0. Puisque la solution est connue seulement pour z > 0 (Sur la demi
droite). La solution existe uniquement sur le domaine

D={(z,y) eR*: y* >z}
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tel que pour tout (z,y) € R?

u(z,y)=f (y2 — x) ....... (2pts)

4) Le probléme donc est mal posé, la solution ne peut pas exister sur tout le domaine 2, donc
il est preféable que le probléme soit posé sur tout R....... (1pts)
Exercice 02: (7pts) Pour 'EDP lin¢aire d’ordre 2 suivante

Pu yOu  u_y
0x? oxdy  Or

1) b* — dac = 16. L’équation donnée est hyperbolique sur tout R....... (0.5pts)
Les courbes caractéristiques sont

{onZum i osp

On pose
{ 6 =Yy—- 4..%',
n=y
et u(x,y) = v(&,n). Par régle de chaine, on a

du _ _g0v
{ S _?_5@ ...... (0.5pts)
dy — o€ on

0*u 9 [ 0Ov 0%
o = —4% (8_§> = 16—, ...... (0.5pts)

Pu 9 (Ov v 0% v 0%
— =t )=t 2+
ay? Oy \o¢  On 0&? o&on  On?
et
0*u o (Ov Ov v v
=—|=4+=—=—4|=—=+=—....... 0.5pt
grdy Oz <ag * an> (agz * agan) (0-5pts)
En remplagant dans I’équation, on déduit
0?u Pu  Ou 0% v v ov
b4+ = 169 — 16 = 4
022 " oroy " ox e (852 + agan> o€
0% ov
= 4—....... 1
La forme canonique est donnée par
0*v 10w
-— =0..... F
ocon Tage O (FO)
3) On pose w = g_Z’ (FC) est équivalente & %—17;’ - %w = 0. Si on fixe &, cette derniére équation

est une EDO du premier ordre w’ + 1w = 0 dont la solution est: w (&,1) = k(€)e~1. Ceci
4 n

implique que v (§,n) = e [k (€)dE + g(n) dott v (&,n) = f(£§) e 1" + g(n). La solution de
I'équation (F) est maintenant donnée par

w(z,y)=f(y—4z)e i +g(y) .. (2pts)
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4) Trouvons une solution spécifique satisfaisant

u(z,82) =0, u,(z,8z) = 4e .

{ f(4z)e ™ + g(8x) =0,
[ (4z) = —1.

Une intégration de la deuxiéme équation implique

1
/f’ (4z) dx = —/da: = Zf(élx) = —x+cst = f(dx) =4 (—x + cst).
Par conséquent, la premiére équation devient
4(—z +cst)e ¥ 4+ g(87) =0,

qui implique en posant 8x = s que

En remplacant dans la premiére equation, on trouve
f4r)e ™ =4 (—x + cst) e .

Si on pose 4z = s, on obtient: f(s) =4 (=2 + cst) . Finalement, on arrive
u(z,y) = [~ (y — 4x) + dest] e 5 + (% — 40375) e”i= (—% + 4x> e (1.5pts)

Exercice 03: (8pts):
I) 1. Ce probléme modélise I'évolution de la température u(x,t) dans une tige thermocon-

ductrice unidimensionnelle homogéne, d’axe (Ox), de longueur L dont la température initiale
(au temps t = 0) est connue et tel que la température a l'extrémité x = 0 est nulle (ce qui
correspond que cet extrimité est attaché a un corp isolé: eau, bois, ect...). Le flux de la chaleur
au deuxiéme extrimité o = L est propotionelle a la température a cet extrimité......... (1pts)

2. La condition de compatibilité s’écrit

u(0,t) =0, t >0,
Qu (L, t) + hu(L,t) =

, >0,
= f(0)=0et f/(L)+hf(L)=

0 ...... (1pts)

IT) 1. On pose u(x,t) = X(z)T'(t) et on suppose qu’il exite ¢y > 0 tel que T'(¢y) # 0. Il doit
exister une constante A telle que

X"+AX =0,0<z<L,..(edo 1) (1pts)
T'(t) + AkT(t) = 0. (edo2) pts

2. On a

u(0,19) = X (0) T (t) = 0
{ %(L’t)—i_hu(L’t):(X,(L)—FhX(L))T(tO):() ...... (0.

= X(0)=0et X' (L)+hX(L)=0.
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3.Cas 1: A = —p? < 0, alors X (z) = ae ™" + et et X' (z) = p[—ae ™™ + Bel] ou a,
sont des nombres réels arbitraires. Mais les conditions

X(0)=0 a+p=0
{ X' (L)+hX(L)=0 { a(h—p)e ™ 4+ B (h+ p)ert =0

Sinon: (h+ p) et = (h—p), pour h = p. On arrive a 2he**L = 0, ce qui implique que
h = u = 0. Donc absurde, alors X = 0 et u(z;t) = 0 pour tout 0 <z < L et t > 0. On doit
donc exclure le cas A < 0........... (1pts)

Cas 2: Si\=0, X (z) =a+fz, et X' (z) = ou «, § sont des nombres réels arbitraires.
Mais les conditions

X(0)=0et X' (L)+hX(L)=0=a=0et =0.

Ainsi dans le cas o A =0 , alors X =0 et u(z;¢) = 0 pour tout 0 <z < L et t > 0. On doit
donc exclure le cas A = 0....... (0.5pts)

Cas 3: Si A = p? > 0, alors X (z) = acos (ux)+8sin (uz) et X' (x) = p[—asin (uz) + B cos (ux)]
oll a, (8 sont des nombres réels arbitraires. Mais les conditions aux limites ont comme con-
séquence que o = 0 et B (pcos (uL) + hsin (uL)) = 0.

Les solutions non triviales (8 # 0) sont donc obtenues pour

% + tan (uL) = 0....... (1pts)

Cette équation admet une infinité dénombrable de solutions que I’on note (py),, . Conséquem-
ment A\, = (,un)2 sont les valeurs propres et les fonctions propres sont

X, () = By sin (px) ...... (0.5pts)
ITI) 1. La solution T;, de (edo 2) est
T(t) =ye ™ neN ... (0.5pts)

2. L’expression de u(z,t)

Uy (z,t) = 6, 8in <\/)\_nx> et n e N (0.5pts)

Le principe de superposition implique que toute combinaison linéaire

= i Oy sin <\/)\_nx> e FAnt ...(0.5pts)
n=1

Rattrapage 2019

Exercice 01: (6pts) On considére le probléme de Cauchy suivant sur R x R*
{ y@x = 0
u(z, ) ( ), T €R,
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1) Par intégration, on a
dx dy

— =2 =22+’ =c, c €R"
x

ce qui donne

¢ (z,y) = 2° +y*.....(0.5pts)

une integrale premiére. Comme ’équation est linéaire homogéne, 'equation cartésienne des
courbes caractéristiques est
2?4+ y*=c,ceRT.

Il s’agit des demi-cercles de centre (0,0) et de rayon /c. (0.5pts)
2) On définit les caractéristiques comme des courbes de R? (x.(s), y. (5), 2.(s)). Les équations
qui satisfassent (z.(s), y.(s), z.(s)) sont

z.(s) =y (s),
yi(s) = —a(s), ... (0.5pts)
4(s) =0

La solution de (E7) est constante le long (z.(s), y.(s)). Le long des caractéristiques, la solution
vérifie

e (s) 0 () = a5V e 9,0 6)) 4 02 5) 5 (e (5) e ()
ou ou

= y(s) Em (e (8),y:(s)) — x(s)a—y (2 (8),y:(s)) =0......(0.5pts)

3) Ce probléme est posé sur la courbe C ={(z,y) € R* : z € R et y = 0}, comme la courbe (C)
n’est pas caractéristique et comme toutes les caractéristiques coupent la courbe de Cauchy (C),
le probléme de Cauchy admet une solution unique (0.5pts).

Soit (zg,yo) un point du plan correspondant a s = sg. Soit (z. (s),y« (s)) la caractéristique
passant par ce point et coupe la courbe de Cauchy au (z1,y;) avec y; = 0 et 1 € R, alors, on

obtient ) )
{ o (0.5pts)

Ceci implique que 23 = 22 + y2 alors 71 = £1/23 + 43.(0.5pts)
Comme la solution est constante le long de (z. (s),y. (s)), il en resulte que

u (20, 30) = ulr, ) = u (i\/xa +y3,o) s (ﬂ:\/xa +y3) (0.5pts)

La condidtion pour que la solution doit exister est f (\ /a3 + y%) =f (— Vi + y(Q)) . Autrement

dit, la fonction f soit paire. (0.5pts)
Si le cas, alors, on obtient pour tout (z,y) € R x R

In(1+22)
1+t

Comme la fonction f(z) = est paire, on déduit de ce qui précede que
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Exercice 02: (6pts) Pour 'EDP linéaire d’ordre 2 suivante

Py
0x? 0xdy

+4e¥ = 0.

1) b? — 4ac = 4. L’équation donnée est hyperbolique sur tout R....... (0.5pts)
Les courbes caractéristiques sont

o1 (z,y) =y + 2z,
...... 0.5pts
{%(w,y):y- (0-5pts)
On pose
{ §=y+ 2z,
n=y
et u(z,y) = v(§,n), Par la régle de chaine, on a

Qu _ 90v
{ g _ 3_5)§+ Gy e (0.5pts)
dy 1213 on

0%u 0 (0v v
@ = 2% (8—5) =4— ... (05ptS)

Ou _ 0 (0v Ov\_,(0v, O (0.5pts)
drdy  ox \oc on)  “\ae " ocon) P

En remplacant dans I’équation, on déduit

et

0%u 0?u v v 0%
22 9 dev = 4270 4 (27 4e”
92 “ozoy ¢ o€z (%ﬁﬂ@>+e
0%v
— 4 Ael
DE0n + 4e
La forme canonique est donnée par
0%
=el.. 0.5pts)(F
dcan ~ ° (0.5pts)(FC)
3) On pose w = 2—27 (FC) est équivalente a
ow
Y _on
o el

Si on fixe £, cette derniére équation est une EDO du premier ordre dont la solution est

w(&mn) =e"+k (€,
ce qui implique que

o (En) = / K () de + ko) + €€

d’ou
v (§m) = ki (§) + ka(n) + &e".

La solution de I’équation (E) est maintenant donnée par

u(z,y) =k (y+2x) + ko (y) + (y + 2x) €”.......(1.5pts)

119



4) Trouvons une solution spécifique satisfaisant

u(0,y) = f(y), % 0,y) = g(v).

{ ki (y) + ka2 (y) +ye’ = f(y),
2k (y) + 2¢¥ = g(y).

Une intégration de la deuxiéme équation implique

2 / )+ dy = [ )y =200 ) + ) +esty = Glo)

1 1
= ki (y) = §G(y) —e¥ — 508?51

ol GG est la primitive de g. Par conséquent, la premiére équation devient

ka(y) = fly) —ki(y) —ye’

1
= fy) = 5G(y) —ye’ + e’ + gesty.

N | —

Finalement, on arrive a

ou C' = cst =0 car u(0,y) = f(y).
Exercice 03: (8pts):

u | Pu=0,0<z<L,t>0,
u(0,t) =0, 2“(L,¢)
u(z,0) = f(z),0 <z

I) 1. Ce probléme modélise I’évolution de la température u(z,t) dans une tige thermocon-

ductrice unidimensionnelle homogéne, d’axe (Ox), de longueur L dont la température initiale
(au temps t = 0) est connue et tel que la température a l'extrémité x = 0 est nulle (ce qui
correspond que cet extrimité est attaché a un corp isolé: eau, bois, ect...). Le flux de la chaleur
au deuxiéme extrimité x = L est nul......... (1.5pts)

2. La condition de compatibilité

u(0,t) =0, t >0,
Gu(L,t)=0, t>0,
=  f(0)=0et f/(L)=0 ....(1pts)

IT) 1. On pose u(z,t) = X(x)T(t) et on suppose qu’il exite to > 0 tel que T'(ty) # 0. Il doit
exister une constante A telle que

X"+AX =0,0<x<L,..(edo 1)
{ T'(t) + AkT(t) = 0. (edo2) 7 (1pts)
2. On a
u(0,t0) = X (0)T'(to) = 0
{ gz (L,t) = X' (L) T (t) =0 =" (0.5pts)



3.Cas 1: A = —p? < 0, alors X (z) = ae ™" + et et X' (z) = p[—ae ™™ + Bel] ou a,
sont des nombres réels arbitraires. Mais les conditions

(Xl = {2

Donc X = 0 et u(z;t) = 0 pour tout 0 < = < L et ¢ > 0. On doit donc exclure le cas
A<0innen. (0.5pts)
Cas 2: SiA=0, X (x) =a+ Sz, et X'(x) = ou «, [ sont des nombres réels arbitraires.
Mais les conditions

X(0)=0et X' (L)=0=a=0et 3=0.

Ainsi dans le cas ot A =0, X =0 et u(z;t) = 0 pour tout 0 <z < L et t > 0. On doit donc
exclure le cas A = 0....... (0.5pts)

Cas 3: Si A = p? > 0,alors X (z) = acos (ux)+8sin (uz) et X' (x) = p[—asin (uz) + B cos (ux)]
oll a, (3 sont des nombres réels arbitraires. Mais les conditions aux limites ont comme con-
séquence que o = 0 et [ cos (uL) = 0.

Les solutions non triviales (8 # 0) sont donc obtenues pour

cos (uL) = 0.......

Cette équation admet une infinité dénombrable de solutions que 'on note (p,),,o. Conséquem-
ment

2 1
fn, € { HQZ T on e Z} (0.5pts)

comme cos(x) = cos(—x) alors n € N. Les valeurs propres sont

An € {(n+%)2 (%)2; nGN} (0.5pts)

et les fonctions propres sont
X, (x) = By sin (upx) ......(0.5pts)
IIT) 1. La solution T,, de (edo 2) est
T (t) = Ype ™", n € N.......(0.5pts)
2. L’expression de u(z,t)

Uy, (2,t) = 8, sin (px) e n € N.......(0.5pts)
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