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Semi-Groupe et Théorie du Contrôle

Exercice 1 Soit E un espace de Banach et f est une application dé�nie de
[0;+1[ �! E continue et donnée.
Considérons le problème suivant : Trouver une fonction y dé�nie pour t � 0

à valeurs dans E telle que :�
y0 �Ay
y (0)

=
=

f
y0

pour t > 0;
y0 2 D (A) ;

(1)

A est le générateur in�nitésimal d�un C0-semi-groupe fortement continue
fS (t)gt�0 :
q1: Quelle sont les conditions que doit véri�er y pour qu�il soit une solution

forte �solution classique�et une solution mild.
q2: Si f 2 C1 ([0;+1[ ; E) (où f 2 C ([0;+1[ ;D (A)) ; montrer que la

solution de (1) est donnée par la formule suivante :

y (t) = S (t) y0 +
Z t

0

S (t� s) f (s) ds: (2)

q3: Dans quel domaine appartient y et y0 pour que (2) soit une solution
forte.

Exercice 2 Soit S (t) ; t � 0 un semi-groupe continu de générateur in�nitésimal
A:
q1: Montrer que pour tout x 2 E et tout t > 0; on a

R t
0
S (�)xd� 2 D (A) :

q2: En déduire que x 2 D (A), c�est-à-dire que A est à domaine dense.

Exercice 3 Soit E un espace de Banach et t 7�! S (t) 2 L (E) un semi-groupe
sur E: On note A le générateur in�nitésimal de S (t) :
q1: Rappeler la dé�nition de l�opérateur A:
q2: Dans quel cas a-t-on A 2 L (E) ; c�est-à-dire A opérateur borné sur E?:
q3: On suppose à présent que S (t) est un semi-groupe continu, c�est-à-dire

limt�!0 S (t)x = x pour tout x 2 E: Montrer qu�il existe ! � 0 et M � 1 tel
que kS (t)k �Me!t:
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q4: Montrer que

lim
h�!0�

S (t+ h)x� S (t)x
h

= S (t)Ax: (3)

En déduire que pour tout x 2 D (A) ;S (t)x 2 D (A) et d
dtS (t)x = AS (t)x =

S (t)Ax:

Exercice 4 Soit S (t) et T (t) ; t � 0; deux semi-groupes ayant même générateur
in�nitésimal A : D (A) � E �! E:
q1: Soit x 2 D (A) : Montrer que la fonction s 2 [0; t] 7�! S (t� s)S (s)x 2

E est constante. (Calculer sa dérivée).
q2: En déduire que S (t)x = T (t)x pour tout x 2 E; c�est-à-dire que le

semi-groupe engendré par A est unique.

Exercice 5 On considère le système suivant :�
Y 0 (t)
Y (0)

=
=

A (t)Y (t)
Y0

Y (t) 2 R2;
Y0 2 R2;

(4)

où A (t) 2M2 (R) :
q1: Rappeler la solution de ce système lorsque A ne dépend pas de t:

q2: On suppose que A =
�
0 �1
1 0

�
:Montrer que la solution s�écrit Y (t) =�

cos t � sin t
sin t cos t

�
Y0:

q3: On suppose que pour tout s; t 2 R on a A (t)A (s) = A (s)A (t) :Montrer
que la solution s�écrit Y (t) = exp

�R t
0
A(s)ds

�
Y0:

q4: On suppose que A (t) =
�
0 t
0 1

�
: Montrer que le système (4) s�écrit�

x0

y0
=
=

ty
y

explicitement
�
x
y

=
=

x (0) + [(t� 1) et + 1] y (0) :
y (0) et:

q5: Montrer que exp
�R t

0
A(s)ds

�
=

�
1 t

2 (e
t � 1)

0 et

�
:

Exercice 6 Soit E un espace de Banach, et soient A;B 2 L (E) deux endo-
morphismes bornés.
On a qu�un espace vectoriel normé est complet si et seulement si les séries

absolument convergentes sont convergentes.
q1: Rappeler pourquoi on peut dé�nir l�exponentielle eA =

P+1
n=0

1
n!A

n:
q2: Démontrer l�inégalité kA �Bk � kAk kBk : En déduire une estimation

de
eA :
q3: Montrer que eAeB = eA+B pour deux endomorphismes A;B qui com-

mutent.
q4: Montrer que t �! etA est un semi-groupe uniformément continu.
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Exercice 7 Soit E un espace de Banach, on considère l�application exponen-
tielle exp : L (E) �! L (E) ; A 7�! eA:
q1: Montrer que exp est di¤érentiable en 0 et calculer sa di¤érentielle.

Montrer que exp est une application de classe C1 sur L (E) :
q2: Montrer qu�il existe � > 0 et � > 0 tels que exp : BL(E) (0; �) �!

BL(E) (IdE ; �) soit un di¤éomorphisme. On notera ln : BL(E) (IdE ; �) �!
BL(E) (0; �) l�inverse.
q3: Soit (St)t�0 un semi-groupe uniformément continu, i.e. tel que S :

R+ �! L (E) ; t 7�! St; est continue. Montrer qu�il existe t0 et une fonction
t �! At telle que St = eAt;8t 2 [0; t0] :
q4: Montrer que Ant = nAt pour tous n 2 N et t 2 R tels que t; nt 2 [0; t0] :
q5: Montrer que Ats = sAt pour tous s 2 Q et t 2 R tels que t; st 2 [0; t0] :
q6: Montrer que Ats = sAt pour tous s 2 R et t 2 R tels que t; st 2 [0; t0] :
q7: En déduire que les semi-groupes uniformément contins sont les expo-

nentielles d�applications linéaires bornées.

Exercice 8 Soit E = L2 (R) ; on considère l�application �translation�

(Sty) (x) = y (x+ t) ; y 2 L2 (Rn) ; t � 0:

q1: Montrer que (St)t�0 est un semi-groupe fortement continu.
q2: Déterminer le générateur in�nitésimal de ce semi-groupe.

Exercice 9 Soit E un espace de Banach, A le générateur in�nitésimal d�un
semi-groupe de contractions sur E et B 2 L (E) un opérateur continu sur E:
q1: On �xe f 2 E: Montrer que l�équation v + B (A+ �I)�1 v) = f admet

une unique solution v 2 E lorsque � est assez grand.
q2: En déduire que l�opérateur A+B; dé�ni par (A+B) y = Ay+By pour

tout y 2 D (A) ; est le générateur d�un semi-groupe S : R+ �! L (E) : Donner
une majoration de kS (t)kL(E) :

Exercice 10 Pour tout t � 0 et f 2 L1loc (Rn � Rn) on note S (t) f (x; v) =
f (x� tv; v) :
q1: Montrer que pour tout p � 1; la solution S dé�nit un semi-groupe de

contractions sur Lp (Rn � Rn) :
q2: Déterminer le générateur in�nitésimal de ce semi-groupe.
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