Terminale ES — Chapitre Ill — Suites numeériques.

I- Généralités
1) Vocabulaire

Voici une liste de nombres : 1 3 6 10 15 21 (termes)
On peut les numéroter : n°0 n°L n°2 n°3 n°4 n°5 .. (rangs)

Ainsi, leterme derang 4, dans cet exemple, est 15.

Si on nomme cette suitad, (Remarque : le nom de la suite est noté entre é¥se) ON notera :
U, 1 (letermederangOestégalal) u, 3, u, 6, u; 10 etc...

Pour un entier naturely, , le terme de rang n de la suite, est apgl@e général (Lui est noté sans parenthéses,
contrairement au nom de la suite.)

Remarque on n'est pas obligé de commencer la numérotati@non peut la commencer a 1 ou a un autre rang

2) Suites définies explicitement en fonction de n

Une suite (u,) est définie explicitement en fonction de n lorsqu'elle est donnée, pour tout n, par une formule du
type u,=f(n).

, e . 3
Exemple: Soit U,, la suite définie pour toutn " par U, n n.
On peut alors calculer n'importe quel terme deiiges
, 3
Dans I'exemple, calculond;o, : U;qq

100
3

On peut aussi calculetdy : Ug 3 3,u; 4.

100, u,,, 100,0:.

3) Suites définies par récurrence

Une suite est définie par récurrence lorsqu'on fournit :
* Son terme initial

* etune relation permettant de calculer chaque terme a partir du terme qui le précéde. (Appelée relation
de récurrence)

Exemple: Soit V, la suite définie par : v, 10 & termeinitial

L lv 3 <« relation de récurrence

nVar SV,

n

Ici, on ne peut pas calculer directement n'impqgutel terme. On doit les calculer de proche en gr@chartir dev,, :

10 3 5 3 8
8 34317

7 3 6,5 etc...

<
N
NI N N -
<
s
w
NI N N -
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4) Sens de variation d'une suite

Définition 1 : On dira qu'une suite (u,) est :
— Croissante lorsque pour toutn, u,,,=>u,
— Décroissante lorsque pour tout, u, ,<u,
— Constante lorsque pour toutn, u,,,=u,

Lorsqu'une suite est croissante, décroissante lstamte, on dit u
gu'elle estmonotone (Cela signifie que son sens de variation est 4
constant). A

s
=
&

Exemple de suite non monotoneU, tellequeu, 1, u;, 2, u, 4, ! '

u; letu, O. , Uy s
(Cette suite est croissante pour n variant de Qoaiig décroissante pour n | 1,’ i
variant de 2 a 4) K
140 P
Remarque si l'inégalité est stricte (> ou <), on parlestite
strictement croissanteou strictement décroissante 0 ! ! Ly
u] 1 2 3 4 n

En pratique : pour étudier le sens de variations d'une suite (u,), on étudie le signe de u,, ,—u, .

Exemple: Soit W, la fonction définie pour toutn  par W, 3n 1

Pour étudier son sens de variation, on peut caldsle ; W, pour tout n

" w, . 1 1 1
" 3n 1 1 3n3 1 3n 4
bonc N W, w 1 1 3n 1 3n 4 3
n "3n 4 3n1 3n 4 3n 1 3n 1 3n 4 3n 1 3n 4

D'aprés la régle des signedl, ; W, est strictement négatif pour tout n (car3 est négatif,3Nn 1 est positif puisquen
et 3n 4 aussi). Donc la suiteW,, est strictement décroissante.

[I- Suites arithmétiques

1) Définition

Définition 1 : Une suite (u,) est arithmétique lorsqu'il existe un réel constant' r tel que, pour tout n,
u, =u,+r.Leréelrest appelé la raison de la suite arithmétique.

+2 +2 +2 +2 +2
S P . TN
Exemple: u, 3 u, 5 u, 7 u, 9 u, 11 etc...
Pour toutn , u,, u, 2. u, estune suite arithmétique de raison 2.

1 Enl'occurrence, ce réel sera constant si saiva&dépend pas de n.
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2) Calcul du terme général d'une suite arithmétique

a) Lorsque le terme initial est le terme de rang O

Exemple: Soit u, la suite arithmétique de terme | Formule généraleSoit u, une suite arithmétique

initial u, 5 etderaisor 7. de terme initialu, et de raisonr.

U, 5 (pour n=0) U, U (pour n=0)

u 5 7 (pour n=1) u, U, r (pour n=1)

u, u, 7 57 75 27 (pour n=2) u, u, r u, 2r (pour n=2)

u, 5 27 7 5 37 (pour n=3) u, u, 3r (pour n=3)
u, 5 4 7 etc... (pour n=4) u, u, 4r etc (pour n=4)
Pourtoutn ,u, 5 n 7ouu, 5 7n. Pourtoutn , U, U, Nr.

Théoréme 1 : Si (u,) est une suite arithmétique de terme initial u, et de raison r, alors, pour tout n € IN,
Uu,=u,+nr.

b) Lorsque le terme initial est le terme de rang 1

Exemple: Soit u, la suite arithmétique de terme |Formule généraleSoit u, une suite arithmeétique
initial u, 7 etderaisor 1C. de terme initialu, et de raisonr.
u, 7 (pourn=1) | U; U (pour n=1)
u, 7 10 (pour n=2) u, u, r (pour n=2)
u; u, 10 7 1C 10 7 2 1C (pourn=3) | u; u, r u, 2r (pour n=3)
u 7 2 10 10 7 3 1C (pourn=4) | u, U, 3r (pour n=4)
u. 7 4 1C etc... (pour n=5) U, u, 4r etc (pour n=5)
Pourtoutn ,u, 7 n_ 1 10. Pourtoutn , u, u n 1r
A o

Théoréme 2 : Si (u,) est une suite arithmétique de terme initial #, et de raison r, alors, pour tout n € IN,
u,=u,+(n—1)r.

Remarque si le terme initial est le terme de rang p, @loour toutn p,fu, u, n pr|

3) Comment prouver qu'une suite est arithmétigjue

a) En prouvant que sa variation absolue est catestan

Définition 2 : On appelle variation absolue de la suite (u,) la différence u,, ,—u

n-e

Théoréme 3 : Une suite (u,) est arithmétique si sa variation absolue u,,,—u, est constante.
Cette variation absolue constante est alors la raison de la suite arithmétique.

Preuve:
Si u, ; u, estune constante égale a a, alors pour toufn, u, a u,, u, a
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Donc, par définition, u, est une suite arithmétique de raison a.
Réciproquement, siu, est une suite arithmétique de raison r, alors pmutrn, u, ; U, I soit
u, , u, r,donc sa variation absolue est constante.

b) En prouvant que son terme général peut s'éexjpicitement sous la forma, b an.

nt des

Preuve: Soit u, définie pour toutn pau, b an ou a etb sont des constantes.
Alors, pour toutnu, ;, u, b an 1 b an an a an a.

D'aprés le théoreme 3p,, est une suite arithmétique de raison a.

Si u, estdéfinionau, b a 0 b.

Exemple: la suite définie pour toutn par Vv, 4 6N est arithmétique de terme initisd, 4 et de raison 6.

4) Sens de variations d'une suite arithmétique

Théoréme 4 : une suite arithmétique est :
— (strictement) croissante lorsque sa raison est (strictement) positive.
— (strictement) décroissante lorsque sa raison est (strictement) négative.
— constante lorsque sa raison est nulle.

Preuve: Immédiate cam, , u, est égal a la raison, donc du signe de la raison.

[ll- Suites géométrigues
1) Définition

Définition 3 : Une suite (u,) est géométrique lorsqu'il existe un réel constant q tel que, pour tout n,
u, =u,Xq .Leréel q est appelé la raison de la suite géométrique.

_x10x10 %10 10 x10
Exemple:  u, 0,00: u, 0,05 u, 0,32 u, 3 u, 30 etc..
Pour toutn , u,, u, 1C. u, estune suite géomeétrique de raison 10.

2) Calcul du terme général

a) Lorsque le terme initial est le terme de rang 0

Exemple: Soit u, la suite géométrique de terme | Formule généraleSoit u, une suite géométrique
initial u, 3 etde raisonq 5. de terme initialu, et de raison g.

u, 3 (pour n=0) U, U (pour n=0)

u 3 5 (pour n=1) u, u, q (pour n=1)

u, uy 5 355 3 5 (pour n=2) U, Uy g U g q U o (pour n=2)

u; 3 5535 (pour n=3) U; Up o q Up g (pour n=3)

u, 3 5" etc... (pour n=4) u, u, q" etc (pour n=4)
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Pourtoutn , u, 3 5". Pourtoutn , U, Uy Q.

b) Lorsque le terme initial est le terme de rang 1

Exemple: Soit u, la suite géométrique de terme |Formule généraleSoit u, une suite géométrique
initial u, 5 etde raisonq 8. de terme initialu, et de raison g.

u 5 (pourn=1) | U, U, (pour n=1)

u, 5 8 (pourn=2) | U, U, q (pour n=2)

u; u, 8 58 8 5 & (pourn=3) lu; U, q U, g q U, @ (pour n=3)

uy 5 8 85 8 (pourn=4) |u, U, q (pour n=4)

us 5 8* etc... (pourn=5) | us u, q° etc (pour n=5)
Pour tout n ,u, 5 81 . Pourtoutn , U, U qn;-

Remarque si le terme initial est le terme de rang p, ®ipour toutn p,|u, u, q" |

3) Comment prouver qu'une suite est géométrijue

a) On prouve qu'il existe un nombre constant quel pour toutnu, , u, Q.
C'est la définition d'une suite géométrique !

Variante: si on a prouveé (ou si on sait) préalablementtqus les termes de la suite sont non-nuls, on peut

u . , \ .
calculer le rapportu”—1 et prouver qu'il est constant (égal alors a Isora).

n

b) On prouve gue le terme général de la suiteeett tbrmeb a".

Preuve: Soit U, une suite de terme généma| b a".Pourtoutnu, b a" etu,, b a" .
Doncu,, b a" a u, a.Donc u, estgéométrique de raison a.

Si u, est défini, alorsu, b a’ b 1 a. On rappelle que pour tout réela, 1.

c) On prouve que sa variation relative est constant
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Remarque la constante en question ept 1, ou g est la raison de la suite géométrique.

Preuve:
Soit u, une suite géométrique a termes non nuls de raigBemarque : q est nécessairement non

nul puisque les termes de la suite le sont).

u u, u u, u 1
Pourtoutn,u, ; u, g donc —~*—" T 94 % 9 q 1.
Un Un Un

(On a le droit de simplifier paun,, car u, 0 pour tout n)

- . u ; .
La variation relative————"est donc une constante, égalg al .

n

. . s u u . N
Réciproquement, siu, est une suite a termes non nuls telle que, pcmmm;o% est égal a une

n

un 1 un
constante C——— C u u

Uy

u, estdonc une suite géométrique de raison C+1.

, u, C u, u,, C u , C 1lu

n n n n n n n-

4) Sens de variation d'une suite géométrique

Nous ne traiterons que le cas ou le premier t&tntegeraison sont positifs, donc les cas de suites
géomeétriques a termes positifs.

Preuve: Soit u, une suite géomeétrique de premier terme strictepesitif et de raison g>0.

Comme chaque terme s'obtient en multipliant le gutéat par g et comme le premier terme est stricteme
positif, de proche en proche et d'apres la reglespes, tous les termes de la suite serontestrasit positifs.

Pour toutn,u, ; u, q.

Sig 1,pourtoutnu, q u, Siqg 1, Si0 q 1, alors, pour tout n,
(en multipliant les deux membres pey, |Pour toutn,u, ; 1 u, 0 g u, u,
qui est strictement positif) Soitu, ; u,. (En multipliant les 3 membres paf, qui
Soit u, ; u,. u, est donc constante. est strictement positif)

u, est strictement croissante. Doncu, ; u,.

n

u, estdonc strictement
décroissante.
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IV- Quelques résultats a propos de la suie ,ouq 1.
Remarque La suite " est une suite géométrique de terme initial 1 (p=@) et de raison g.

1) Limite de la suite " .

La définition de la notion de limite est hors praxgme.

Intuitivement, on dira :
Que la limite d'une suite est +si les nombresu, finissent par dépasser un nombre aussi grandaue |
veut lorsque les valeurs de n deviennent suffisamigr@ndes. On note algrém u, 2.

n

Que la limite d'une suite est —si les nombresu,, finissent par dépasser un nombre négatif aussi pet
que I'on veut lorsque les valeurs de n devienngfisamment grandes. On note alpisn u, 5.
n

Que la limite d'une suite est un réel L lorsquenlesbresu,, finissent par s'accumuler autour d'un
4

Exemple: Si lim u, ,alors lim 2 u, et im 2u, 10C
n

n n

Application: détermination de la limite d'une suite géoméieige raison g>0.

Exemple: Soit V, la suite géométrique de terme initie), 8 et de raison 0,1.
CommeO 0,1 1, lim 0,1" 0,donc lim 8 0,1" O soit lim v, O.

n n n
Soit W, la suite géométrique de terme initil, 10 et de raison 7.
Comme7 1, lim 7" ,donc lim 10 7" ,soit lim w,
n n n

2 Etondit « La limite de la suiteu, lorsque ntend vers +est + » ou « La suite u, diverge vers +. »
3 Etondit « La limite de la suiteu, lorsque n tend vers +est— » ou « La suite u, diverge vers —. »
4 Eton dit « La limite de la suiteu, lorsque ntend vers +est L. » ou « La suiteu, converge vers L ».
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2) Somme des (n+1) premiers termes de la sujte.

Preuve:
S, = 1 + q + q 4+ U q"
@ e SN SN
qs, = - qa - 9 - \—\‘ qQ - q*
© S, 05, = 1 + 0 + 0 + + 0 - gt
n 1
Soit 1 q S 1 q'° soit S, 1 g (On peut diviser les deux membres par g cat)q

19

ConséguenceSi u, estune suite géométrique de terme initiglet de raison q différente de O et de 1, alors

1 n 1
U U Uy U, Uy Uy g U q2 Uo q3 U d" U1 q q2 q’ U 1qq

V- Suites arithmético-géométrigues

Remarques Si a=1, u, est arithmétique de raison b. Si b=0,, est géométrique de raison a.

Exemple: Soit t, une suite telle que, pour toutt), ;, 3t, 2
t, estarithmético-géométrique avec a=det 2.

Dans les exercices, pour étudier une suite arithmético-géomeétrique, on utilise une suite aene/,, ,
donnée par I'énoncé et définie en fonction dg , qui est géométrique.

u, 10
n u, ; 2u
et v, lasuite définie pourtoutn parv, u, 1.

Exemple: Soit u, la suite définie par 1

n

n

On prouve que v, est géométrique et on détermine son terme général
n ,V, u, ldoncv,,; u,; 1 2u, 1 1 2u, 2 2u, 1 2v,.
v, est donc géométrique de raison 2 et de termalinifi u, 1 1C 1 9.

Donc n ,v, v, 2" 9 2.
Et comme n , vV, u, 1 v, 1 u,
n ,u, v, 1soitu, 9 2" 1.

On a le terme général del, , on peut aussi déterminer ses variations et ggelim

Variations: n  ,u,, u, 9 22t 9 2" 9 2" 2 9 21 9 2"2 1 9 2" 0 donc lasuite
u. est strictement croissante.

n

Limite : comme lim 2" ,alors lim 9 2" donc lim 9 2" 1 , soit lim u,
n

n n n
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