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Exercice1:  

Muni du produit scalaire donné par  < 𝑓, 𝑔 >= ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

0
 , l’espace : 

        𝐻 = 𝐿2([0,1], ℝ) = {𝑓: [0,1] → ℝ ; ∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥 < +∞
1

0
}  est  un espace de Hilbert. 

Soit F le sous-espace vectoriel de H défini par : 𝐹 = {𝑓 ∈ 𝐻 ; ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0
1

0
}. 

1. Montrer que F est fermé. 

2. Déterminer la projection de la fonction  𝑔: 𝑥 ↦ 𝑒𝑥  𝑠𝑢𝑟 𝐹. 

3. En déduire la distance de la fonction 𝑔 à 𝐹. 

Exercice2: 

Soit 𝐻 = 𝐿2([−1,1], ℝ) et soit 𝑇 la fonction définie par : 

                  𝑇: 𝐻 → ℝ ;      f↦ T(f)=∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

0

0

−1
. 

1-Déterminer la fonction 𝑔 𝑑𝑒 𝐻 telle que 𝑇(𝑓) = 〈𝑓, 𝑔〉 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
1

−1
, ∀𝑓 ∈ 𝐻. 

2- Demontrer que ker(𝑇) = [𝑔]˔. 

3- Trouver la projection de la fonction 𝐼𝑑 sur ker(𝑇). 

Exercice3: 

Soit = ℓℕ
2 (ℝ) , on pose 𝐹 = {𝑋 = (𝑥𝑛) ∈ 𝐻  /   𝑥2𝑛 = −

1

2
𝑥2𝑛−1  , 𝑛 ≥ 1}. 

- Montrer que F est un sous espace vectoriel fermé de H. 

- Pour 𝑌 = (
1

𝑛
)𝑛  , déterminer 𝑃𝐹(𝑌). 

Exercice4:  
Montrer que dans l’espace vectoriel des fonctions réelles, continues et 2π-périodiques muni 

du produit scalaire : 〈𝑓, 𝑔〉 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
+𝜋

−𝜋
  la famille : 

{
1

√2𝜋
,

1

√𝜋
cos(𝑛𝑡) ,

1

√𝜋
sin(𝑚𝑡)  /  (𝑛, 𝑚) ∈ ℕ∗  × ℕ∗}  est orthonormée. 

Exercice5:  
Trouver dans l’espace 𝐻 = 𝐿2([0, 𝜋], ℝ) la meilleure approximation da la fonction : 

   𝑓    /    𝑓(𝑥) = cos (𝑥)  par un polynome de degré inférieur ou égal à 2. 

Exercice6:  

 Dans l’espace 𝐻 = 𝐿2([−1,1])  calculer:  𝑚𝑖𝑛𝑎,𝑏,𝑐 ∫ |𝑥3 − 𝑎𝑥2 − 𝑏𝑥 − 𝑐|2𝑑𝑥
+1

−1
. 

 

 

 

 


