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Série 02

Exercicel:
Dans l'espace H = L*([0,1], C) montrer que ’application :

(L.HXH->C ,(f,9)» (f,g9)= folf(x)mdx est un produit scalaire sur H.
Trouver deux réels a et b tels que la fonction x € [0,1] = ax + b soit de norme 1 et

orthogonale a la fonction constante 1.

Exercice2:
Soit H un espace de Hilbert réel de produit scalaire (., .) et de norme associée ||. || .

Montrer que pour tout x,y,a € Hona:

. (x,y):i (llx + ylI> = llx — ¥]|?) Identité de polaraisation.

o |lx+ylI2+ llx —yl? = 2(IxII*> + llyll*) Identité de parallélogramme.

o lx—alP+lly-alr=2|;a+y - a||2 +2{lx — yII? Identité de la médiane..
Exercice3:

e Montrer que I’espace £*(N) muni du produit scalaire usuel est un espace de Hilbert.
e Considérons dans l’espace C[—1, 1] la forme hermitienne qui a deux fonctions f
et g continues sur [—1, 1], associe : {f, g) = f_ll f(x)g(x)dx. Montrer que ¢’est un produit
scalaire sur H, mais [’espace (C([—1,1],(.,.)) n’est pas de Hilbert.(Utiliser la

0 si—leS—%
suite(fo) () =9 ny+1 si—t<x<o )
n
1 sio<x<1

Exercice4:
Soit H un espace vectoriel sur €, muni d’une norme qui vérifie [ 'identité du parallélogramme.

1 . . . .
Poux,y € Honpose: o(x,y) =3 Ulx+yII> = llx = ylI* + illx + iyllI* — illx — iylI?).

(a) Montrer que @(x,y) = @(v,x) etque ¢(x,x) = |lx||%

(b) Montrer que p(x + z,y) = @(x,y) + ¢(z,y)

(c) Montrer que @(Ax,y) = A@(x,y), pourtout A € C.

(d) En déduire que toute norme qui satisfait l'identité du parallélogramme est induite par un
produit scalaire.

Exercice5:
Soit H un espace de Hilbert et F un sous-ensemble de H. Montrer que l'orthogonal de F' est
un sous-espace fermé de H eton a :

FnF ={0}, F =(F), et Fc(F).



