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Exercice1:  

Dans l’espace 𝐻 = 𝐿2([0,1], ℂ) montrer que l’application : 

   〈. , . 〉: 𝐻 × 𝐻 → ℂ  , (𝑓, 𝑔) ↦  〈𝑓, 𝑔〉 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑥
1

0
   est un produit scalaire sur H. 

Trouver deux réels a et b tels que la fonction 𝑥 ∈ [0,1] ↦ 𝑎𝑥 + 𝑏 soit de norme 1 et 

orthogonale à la fonction constante 1. 

Exercice2: 

Soit 𝐻 un espace de Hilbert réel de produit scalaire 〈. , . 〉 et de norme associée ‖. ‖ . 

Montrer que pour tout  𝑥, 𝑦, 𝑎 ∈ 𝐻 on a : 

• 〈𝑥, 𝑦〉=
1

4
(‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2)    Identité de polaraisation. 

• ‖𝑥 + 𝑦‖2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 = 2(‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2)    Identité de parallélogramme. 

• ‖𝑥 − 𝑎‖2 + ‖𝑦 − 𝑎‖2 = 2 ‖
1

2
(𝑥 + 𝑦) − 𝑎‖

2

+
1

2
‖𝑥 − 𝑦‖2 Identité de la médiane.. 

Exercice3: 

• Montrer que l’espace ℓ2(ℕ) muni du produit scalaire usuel est un espace de Hilbert. 

• Considérons dans l’espace 𝐶[−1, 1] la forme hermitienne qui à deux fonctions f 

et g continues sur [−1, 1], associe : 〈𝑓, 𝑔〉 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑥
1

−1
. Montrer que c’est un produit 

scalaire sur 𝐻, mais l’espace (𝐶([−1,1], 〈. , . 〉) n’est pas de Hilbert.(Utiliser la 

suite(𝑓𝑛) :𝑓𝑛(𝑥) = {

0                𝑠𝑖 − 1 ≤ 𝑥 ≤ −
1

𝑛

𝑛𝑥 + 1       𝑠𝑖 −
1

𝑛
≤ 𝑥 ≤ 0

1             𝑠𝑖  0 ≤ 𝑥 ≤ 1

 ). 

 

Exercice4:  
Soit 𝐻 un espace vectoriel surℂ, muni d’une norme qui vérifie l’identité du parallélogramme. 

Pou 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 on pose : 𝜑(𝑥, 𝑦)  =
1

4
(‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2 + 𝑖‖𝑥 + 𝑖𝑦‖2 − 𝑖‖𝑥 − 𝑖𝑦‖2). 

(a) Montrer que 𝜑(𝑥, 𝑦)  =  𝜑(𝑦, 𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) et que 𝜑(𝑥, 𝑥)  =  ‖𝑥‖2. 
(b) Montrer que 𝜑(𝑥 +  𝑧, 𝑦)  =  𝜑(𝑥, 𝑦)  +  𝜑(𝑧, 𝑦) 

(c) Montrer que 𝜑(𝜆𝑥, 𝑦)  =  𝜆𝜑(𝑥, 𝑦), pour tout 𝜆 ∈  𝐶. 
(d) En déduire que toute norme qui satisfait l’identité du parallélogramme est induite par un 

produit scalaire. 

 
Exercice5:  
Soit 𝐻un espace de Hilbert et 𝐹 un sous-ensemble de 𝐻.  Montrer que l’orthogonal de est 
un sous-espace fermé de 𝐻 et on a : 
          𝐹 ∩ 𝐹˔ = {0},       𝐹˔ = (�̅�)˔  ,     et     𝐹 ⊂ (𝐹˔)˔. 
 

 

 

 

 


