Introduction :

Les espaces de Hilbert généralisent de fagon algébrigue ef topologique a la dimension
infinie la notions d ‘espace euclidien (ou hermitien dans le cas complexe). Il s agit d 'espace
de Banach dont la norme est associée a un produit scalaire. On peut donc garder (avec
quelques précautions) les mémes notions, définitions, propriéiés._ eic, vus dans le cadre
d ‘espaces vectoriels normes.

La théorie des espaces de Hilbert permet de résoudre de nombrewx problémes concrets,
notamment ceviains problémes variationnels. De plus, c'est le cadre naturel pour la
mécanique quantique.

Ce cours est principalement extrait du document de référence de L. Daniel, il est destine aux
étudiants de 3™ année Licence maths, semestre 53 pour I'année universitaire 2020-2021.

Bon fravail



Chapitre 2
Espaces de Hilbert

1 Généralités

1.1 Définitions

Définition 1.1 Smi H un espace vectoriel réel, resp. complers. On appelle pro-
duit scalaire sw H touts forme bilindaice symétagee, resp. hennitieane, Jé

(i notera (7 | y) le produt soalore des vecteuwrs 2,9 € H.

Coela sirnifie que Papplication -

(-]1.): HxH — K=Roul
(z.y) — (zly)

wirifie -
1) pour tout § & H, Fapplication 2 € H — (z | g) € K et une forme

Linsaire
2) pour tous T,y € H, on a

{ (ylz)
(wl=)

(x| ¥) =i lespace est néel
(x|w) s=ilespace est complese;

M pour tout £ H oona(z|x) 20t (2|2} =0= ot seobanent s1 2 =0
Remargue. Notons gue dans le cas complexe, on a done, pour 2y © H et
AeC:

(z|x) =Xz |y

Définition 1.2 5% Nespoce H st mun d'un produd soclare, on dif que o'est
uni espace préhilbertion.



Exemples.
1) a) Le produit scalaire usuel de R™ est défini par -

[(z|p) =21+ + Taba

pour r = (Ils---rzn)sy=(yli--'vVQ) €ER"™
Le produit scalsire usuel de C* et défini par

[(z|9) == + - + 2T |

pour T = (Fy,...,T,), ¥ = (¥1,---,¥a) €C™
b) On peat définir d’sutres produits scalaires sur K™ en se donnant des
poids, ¢’est-i-dire des nombres a;,. .., a4, >0, et én posant -

{(2“’):2::1“&3&9&' s K=R;
(T|9) =Y 11 T, siK=C

2) Si (8,7, m) est un espace mesuré, on munit H = L*(m) d’un produit
scalaire en posant, pour f,g € L*(m) :

um=me,

respectivement :

um=Amm.

En particulier, sur £, on a un produit scalaire défini par :

-

@19 =) Tuba
n=1

respectivement :

(zly) =) 2.7,

n=1

-

pour T = (Znlnz1, ¥ = (Yn)nz1 € £2.

1.2 Propriétés élémentaires

Puisque (z | ) = 0, on peut poser :

Izl = /(x| 2)|-




Proposition 1.3 Pow tous 2.9 H -

@) [le+yl?= =7 + Il + 2z | 9)|,  fomeradd);

b) | llz +gl* = Izl + llpl® + 2Re (= | p)

Preuve. [l suffit de déselopper -

. foas commaplesee ).

lz+wl* =(z+ylz+p)=izlz)+(p W) +(z |0+ w2,

et ubiliser be fait que (2| g) + (9 | 2) = (2| ¥) + (2| ¥) = 2z | 3] dans le oo
riel et = Mo (T | y) dans le cas complexe |

Théordme 1.4 (indgalité de Canchy-Schwarz) Pour touws z,y € H

[ix | )l < Il=ll Iwll]-

Exemple. Dans ke eas oo H = L*(m), on retrouve Vinfgalite de Caocliy-
Schware paour les mtdgrales

|Jl;Iydm‘ < [ iraldm < [:jglfl?dm)m(fslylim)

Preuve. On ne la fera gue dans le cas complese ; ¢est un pew ples facile dans
le caam el

Lorsgjue (x| y) = 0, PFinégalité est évidente. Supposons done (x| ) # 0
Alora, nécessirement g # 0, ot done |gf] # 0 Soit § Farguanent du nombre
complexe (2| 3); ona:

(e ™z |y =e¥z|y Ry .

12

Posons ° = a0z,
Pouwr tout £ € R, on a, par s Proposition 1.3 -

=l + 2Re (2" | g)t + |lpl? £ = |12’ + ty]* = 0.

L trimdane du secomd degré en £ &tant toujours positif oo ol son discriminant
doit. Stre négatif oo mwl -

Re(z' | y) — I2'|*lil® < 0.

i -
==z |y=lz W ek,
Re(z' |p) = (' |w) =iz | W)l
Comme, de plus, 2] = ||z]|, on obtient Pinégalité annomedke O



Corollaire 1.5 Liapresaon ||z = /(2 | £) défirdt une norme swe H, appelés
norme hil 3

Preuve. I suffit de vérifler Pinégalité trisngulaire :
lz+wl® = l=l® + Il + 2Re (x| ) < |12+ lpl® + 2 ] Nyl = Cl=l + lll)®
grace & Uinggalits de Cancly-Schwsare. a
Corollaire 1.6 Pour chague y € H, la forme linéaire :

by H — K=RouC
r — (zly)

ent continus. o novme dans H* et ||'ﬁ'5.|| = lwll |-
Preuve. On peut supposer i 7 0. Liinégalitt de Canchy-Sclwars Jit que -
[@y ()] = (x| 2)| = liwll =l ;

eela prouve gue &, st continne et gue |8, || = ||pl.

&
Comme &, (y) = |ly]?, oo a &, = I ";;r}n = |lll- O
Remargue importante. Qas d'égalité dans F\indgabisd de Caonclgy- Schwars.
Lavrsejue Fon regarde la preove de linggalitd, on voit, dans le cas ob (2 | g) # 0

gue Fon & :

(G | 2 = =l lwll

sl et seulement = le discriminant do trindme du secomd degré en toest nul;
el siprnifie gque oo trindene possdde e racine [dooble) - 3 existe tp © B el
gue |2 + toyll = 0; sutrement dit 8~ + tgy = 0 - ls Vetteurs T ot § sont
lindairement Hés

Notons que lorsgue (2] g] = 0, i ne pest ¥ avoir Ggalité que =i 2] =0
ou ||yl =0, tlest-d-dire = = 0 ou g = [, de sorte gue, & anmsi, T oty sont
lindairerment dépemdants

1.3 Orthogonalitd

Déflnition 1.7 On & gue dew vectews T & 3 d'un espoce prefulbertien H
somd orthogonan® & (2| y) =00 Dnm!:el_'rj_y .

Exemple. Dans H = B2, pour le produit sealaine nseel, on a (—1,1) L {1,1).

MNotons que la relation d'orthogronalité est symétrigue - st r | gy alomy L =
Vapris la Proposition 1.3, on a, dans le ca réel -

rly <= |z+yl* ==+ pl®|,




o gque Pon peut appeler le © Thémrtme de Pythagors".
Dians le cas complexe :

rly <« |lz+3P == +yl* et III+1'!.|'II?=IIIII“+IIUII?]-
Dies parties 4, B C H sont dites orthogonales si tout = € A est orthogonal

A bout £ 1B -
rly, Wre A Yye B

O it sessi que Tone east orthogronale & Fantre

Définition 1.8 LNorthogonal d'wne partie 4 C H est Vensemble -

Al ={yeH;yLlz, vred}|

Ona B C At s A C B ; done en particolier {E* C A% ; mais la continuité
des applications $,. 7 (T | ¥) mtmi:lmqueml =4t
Proposition 1.8 Pouwr toue partie A de H, AL st orthogonal @ A ; c'est la

plus grande partie orthogonale & 4.
e plus A est un sous-espace vectoriel fermé de H.

Preuve. Le début est clair. Pour le reste, remargoons gue

Al = ﬂ ket
xEA

et gue chague sousespace veetoriel her &, = S ({0}) est fermé puisgue ©&, et
eonkitine O

1.4 Espaces de Hilbert

Déflnition 1.10 5 uwn espace prdhalbertien e complet, pow sa nome hal-
bertienne, on dif que o'esd un espace de Hilbert.

Cest done un cas particulier despace de Bansch.

Exemples. 1) Tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace de
Hilbert. Lorsgue le corps de base oot réel, on Jdit gue ©'est un sspaes swclidien,
eb que Cest un espace hermmatien borsque e corps de base est complexe.

2) Pour tonte mesure positive m, L2(m) est un espoce de Hilbert, oo verto
din Théorsme de Riese- Fisher| puisgquoe la norme || ||z -

Ifl = ( JC rnmmj .

B



est la norme hilbertienne assoeife o prodoit sealaire
(19 = [ sieiate) dmie).
-]

En particulier, £3 est un espace de Hillert,

2 Le Théoréme de projection et ses conséguences

2.1 Le Théoréme de projection

est griiee 4 ce théortme gque I'on obtient tootes b © bonmes™ propiétés des
espaces de Hilbert.

Rappelons d'abord gquune partie O d'oun espace vectoriel est dite connvesse
sl le megment [z, y] est contenu dans © dés lors qoe 2,9 € O

Lyl = |[zy]CC,

oit [r,y] = {tz + (1 —tjy; ¢ [0,1]}
Tt sows-espace vectoriel st convexe; toute boole et convee.

Théordéme 2.1 (Théordme de projection) Soid H un espace Je Hilbert
el soil O une porbis comvexe £ fermde, non vide, de H. Alores, pour fould
e H, il ensde un urdgue 3 € O tel gue -

I — yil = dist(z, C).

(e dit gque y = Pr(r) est o projection de £ sur O, J1 e coroctérsd por Lo
propridd :

pel & Re(fz—yl|lz—wy =0, ¥Vzell {*])

Dians le cas réel, Vingralité dans la carsctérisation (#] spgnifie guoe angle
o= [y — T3 — =) est obius.

MNotons gque la complétude de H n'est pas absohoament indisprensable © on peat
la supprinser, mais en sopposant que ¢t O gqul est complet.



Preuve.
1) Existence On aurs besoin du lemme suivant, dont la prewve est mrmddiste,
aver la Proposition 1.3

Lemme 2.2 (dentitd du parallélogramme) Fow tows u v e H -

o) + u— vl =2( ) + oil®) |-

Cela sirnifie que b sommme des carrés des disgonales d'en parallélograrmme
esl frale & la sorune des carrés des gquatre eibés.

a e e ey

Soit d = dist (z,C) = inf. ¢ |z — =)

Sid=0, aloms T £ O (car & est ferme), ot § = T est Punigue point de O el
gue ||z — 3| = d. On supposera done d = 0.

Pour tout n 3z 1, il existe z, € O tel que -

1
2
br -zl £ d 4

Appliquons alors, pour 71, p 2 1, Pidentité do parslldlogramme & 4 = T — 2, o
U =T — Zp; on obiient :

In

Fz 2
alle—Z 22+ e — 2 = 20— 2l + - zI?).
Mais, O &Lant m‘uﬂ'ﬁ,mn%ﬁﬂ;rjﬂmt;

= - =57 =

2
iz surte que 'on obstient :
= — IIES;E(d’+l+d?+1}—M*=2[1+1}-
F n P nop

La suite |[Zn)n est par conséguent une soite de Cavchy. Comme H est complet,

elle corwenge done vers un Sement i & H. Mais comme O et fermé, on a en
fait, puisgue les T, sont dans O, g £ O



Dhe plus, le fait que |2 — 2o £ d® + 1/7 entraine, o pasant & la limice,
gue ||z —yll = d. Ou a done ||z — | = &, puisque g < C.

2) Unicitd. 5 Iz — gull = [z — wll = d, awee gh.ye € C, alors, comme
ci~dessus, 17 identité do paralldloprameme donmne -

W ta?
48 + o -l < e 222+ o —

= 2(llz — ml* + llz —gall*) = 2(d" + 4°);

ot ||y —¥2l|? £ 0, oo gui o'est possible que =iy = 3.
3) Prewve de (%),
a)RizeC,ma(l—tly+itr € O pour 0 £ ¢ £ 1, par ls comvexits de O
done :
llz — (1 - thy —tz]|* = |l= —wl®,

sodl en diveloppant avee la Proposition 1.3 -
2y — =) + 2ARe(z—y|y—=z) 0.

Pour t # 0, divisons par §, puis faisons enswite tendre ¢ vers 0 i wient
Re{r—y|y— =] =0, soit -

Rejr—y|lz—yw) = 0.
b} Réciprogquement, si J vérifle (%), on a pour tout £ € O

Iz —zIP = llix—p+@W—2)F = lz— 3l + ly—zI° + 2Re(z —y |y — =)

= |z —ull*;
done i = Fo(r), par unisté |
2.2 Conséquences

Proposition 2.3 Liappleation P H — C est confinue; plus préosdment, on
a, pour tous T, Pz £ H -

IPz(z1) — Felza)|l = [z — 2l -
Preuve. Posons 1 = FziT) et g = Folra); la condition () donne -

Rejwi —a |z—m) =0 Yz el
Re(zrz—p |2 —m)s0 W2'edl

En prepant = = g0 et 2 = g1, et en sdditiononant, 11 vient -

Re((z1 —m) —(z2—w) ;e —n) =0



Jn obtient dome -

Re |y — 3l = Re((yz —z2) + (T2 — 1) + (71 — ) | 32 — 1)
Re((zi—p;) — (T2 — ) |32 —@) + Reizz — 21 e — ;)

£ Re(za—= (g2 — ) = |(F2 — 71 | 2 — 0]l

£ ez — =1l llyz — @l

llzn — wal®

par Pintgalité de Canchy-Schware. 11 en résulte, oo divisant par ||ge — g (gquee
lon peut supposer non ool car sinon le pésoltat est évident), que I'on s bden

Iz —wall < 122 — =4l m|
Dians le cas ob le comwexs O est un sous-espace vecboriel, on a de meilleures
propriftis.

Thiordme 2.4 5i F e un sous-espace vectoriel fermé de Despace de
Hilbert H, ales Napplication Pp: H — F est une application lindaire
continne, & Fp(r) es Pungue poid i © F fel gque -

yeF a :—yeFl|.

Preuve, DVabonl, siy e Fetr—pe Fhoona:

dist (z,F)? = inf llz — 2|* = inf, [l — 9 + Iy — 217] = [l= - wil%;

done ||z — y| = dist (2,F) et y = Felz).
La réciproque résolte de ls comdition (%) -

Refr—y|z—pls, VZelF;
en effet, comme F est un sous-espace vectoriel, oo a :
z=ygt+AiweF, YweF o VYVicK.
Lorsgue B est réel, on a dooe -
Mz —ylw)=(Mz—y)|w) €0, VweF, VAcR,

e gqoi n'est possible gque 81 (72— | W) = 0 pour toot w e F.
Lawrscgue Vespeace H et complexe, on & -

ARe(z—yp|w)=Re(A{z—y) |w) £0, YweF, VAR,
=]

Almiz—y|w)=Re| —id(z—p) |w) =0, YweF, K VAcR,



o guoi, de nonvesn, n'est possible qoe 51 (7 — g | w) = 0 pour toot w £ F.

La lmdarité de Pp oest alors facile 4 woir, prisce & Funieitd ; en offet, s gn =
Fr(z1), th = Pr(Ta), alors (71 — 1), (T2 — ) € F*; done, pour a1,a2 € K,
(@171 + a272) — (mpn + dz2ge) € FY; done Fp(mT + a2t2) = mpn + azge. O

MNotons gue la continuité a 6ok vue & la Proposition 2.3, et go'en prensnt
T3 = [ dans eette proposition, on a : ||[Peiz)|| = ||2|| pour tout 2 £ H ; la nomme
die Pp est done £ 1. Mais comme Fp(r) = r pour tout ® € F, on obtient, =i

F 4 0 e 11 1]

A titre dlexercics, on pourta monteer gque, pour un convexe femd O, Pooest
lindaire s et seubement s O est un sous-espace Vecboriel.

Théordme 2.5 51 H esd un cspoce de Hilbert, alors, pour tomd sous-espoaoe

vectoriel fermd on a :
H=FqF|,

el fn projection sur F poralltlenent @ FL1 associde est Pr. Blle et done
cordire, de sorte gue la somme directe et une somme diredte topologigue.
(e dit que Pp ed o projection orthogonale sw F.

Le fait que H soit la somme directs de F et F5 sipnifie gue tout = € H

n1é|‘:ri‘t.,dth;r.ujm'n.]lm,|:r=y+z Javes| g & F.z & FL|. Notons qui, puoisgue
F ot FL sont orthogonany, on a : |22 = ||p][2 + |2]*; eo d'autres termmes -

[ 1212 = P ()12 + iz — Pe(=) I |

Om retrouve e fait gque Pep est continwe of de norme 1, s F 3£ [0}, On wodt
s que |[fde — Pe|| = 1, st FY 2 [0} ; mais on verra juste apeis gqulen fait
Idg — Pr et la projection orthogomale sor FL

Preuve. On a © = Fp(z) + [z — Pp(z)), avee © — Fp(z) € FY, par le Théo
reme 24, Vautre part, st € FOFL, on a, en particulier, (7| ) = 0; dooe
=0 O

Remargue. Le Théorsme 2.5 est vraiment spécifigue awe espaces de Hilbert ;
en effet, J. Lindenstraws of L. Teafrivi ont monted en 1971 gqoe si B esb un es-
pace die Baneseh dans leguel toot sous—espaee vectoriel fermé est Pimegre done
projection continue, alors cet espace est somorple & un espace de Hilbert. La
prewve repose sur le Théortme de Dvoretzloy, disant que toul sousespace vecbo-
riel de dimension finie B d'en espace Borms contient un soons-espace Vetboriel, de
divvension “asser grande”, de Fordre de logn, qui est trés proche d'un espace de
Hilbsert {woir be Clapitee 8 du lvee - DL Li - H. Quedfeles, miroduction a Uébede
des espaces de Banach - Analyse et Probalalitds, Cours Spécialisés 12, Sociéns
Mathéamaticgue de France, 2004).
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L rémuliat suivant peut &tre monteé directement, mais il est facilanent ol
tenn & partir do Théoreme 2.5,

Corollaire 268 On a FYY = F powr toud sous-espacs vectoriol F de Uespace
de Hilbert H.

Preuve, FL est un sous-espace vectoriel fermé, par ls Proposition 1.9 ; on peut
I appliguer le Thiorbose 2.5 : H = FL @ FLL que Fon peut aossd Sorie -
H=FaFL

IDVautre part, on peut aossi appliqeer se théordme an sous-espace Yectoriel
forme F - H=FE|EF:IJ- =Fa@aFL.

T ey rémulte, puisque F CF, que FL- =F O
Onen déduit, poisgue HY = [0} ot {015 = H, le critire trés pratigoe

survant de den=ité.

Corollaire 2.7 Soit H un espace de Hilbert, & F oun sousespace vect oriel
de H. Alers F est dense dons H & ot seulement s - = {0},

Ainsi, pour montrer guun sous-espeee vecborie] est dense dans [/, 1] soffit
i wérifier que -

|[irly}=ﬂ, YeeF] — y=0|

Voyons un exemple d’application.

Théordme 2.8 [espoce X (R) des fonctions condimmes s B & support oo -
pact est dense dans L2[R).

Coe théordme s dija &8 vu, sous uoe forme plus géndrale ailleors, dans
le eours d'Inbégration ; mais il 2'agit el minwe si le résuliat est mporbant par
Dui-mnitrame, chis woir cormment appliquer le Corolladre 2.7,

Motons gue J[R) o'est pas réelement contenn dans L2(R), puisgoe oo der-
nier ent un espsce de classes d'équivalence de fonctions, mais, eomme dews
applications conbinnes gqoi sont &fales presgue partoot, pour la mesure de Le
besrus, le sout en fait partont, Papplication canonique §: 6 (R) — LA(R), qui
ansocie & chague fonction sa classe d'Gguivalence, est ingediive ; on peut doas
:r]-[ul.t:lﬂer] chagque f £ ¥ [R) 4 sa classe d'équivalence §{ ), e msmt-ddire ¥ (R) &
JL.¥(R)].

Preuve. Soit g £ L(R) telle que -

UI§}=LEJA=G= Vi € X (R).

11



o veut montrer que g =0
En prenant les parties réelles of imaginaives, on peul supposer que J est &
veleurs réelles, of Pon éerit g = g% — g7, On a, pour toute £ ¥ (R) -

[rogwa= [ o oa.
E E

Soit a < b 1 existe des fo © 2(E)

telles que 0 £ f £ T, 4,

fn{tl : I[ﬂ,b][:} pour L3 ?E u?bl
et telles que la swite ], soit crodssante.

L& Théorérme de convergence monotbone domnne -

f oyt = lim [ f00* (e = tm [ g0 (e = f g7 (t) dt.

Cela vent dire guoe les mesores positives @ = gtoA of r = g~ A sont &Fales sur
tous bes intervalles (o, b et ¥ preaoent des valeurs finies

b B
f LT Jf \ge)) dt = JIE \9(8)] G g (£) < VB —a g2 < +e0,

par Uindgalité de Cavcliy-Sehwarz. Le Théordme d wnicité des mesures dit alors
gue g = 1. Cels signifie gue g5 = g7 presgue partout, @est-a-dire g = 0 dans
LA (R). O

Corollaire 2.9 €([0,1]) est dense dans L2{0,1).

Preuve. Seit [ € L0, 1). Prolongeons-la en f our B par O en debors de [0, 1].
Pour tout £ = 0, il existe g € L2(R) telle que | —gllom < = Seit h = g)p,1 la
restriction de g & [0,1]. On a b€ E{0,1)) et || F — hlleyey < IF — glerm €=

O

2.3 Représentation du duoal
Rappelons que le doal est -
H* = [#: H — E; & linfaire contine}

oil K= R ou T est 1o corps de base

Sawoir donner une représentation ¥ conorge” du dual 3 un espace fonctionne]
permef souvent de résowdre des problémes sur Uespace lukmime. Dans le cas
dis empaces de Hilbert, ¢est particulidrement sirmple
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Rappelons d'abond gue nows svons v guoe, pour tout i £ B, Ls forme lindaire
by e H — (x| 1y el continue, cabi-dire et un GMment du dual H*. 11
s'avire goe fous les Ements do dueal sont de eette forme.

Thioréme 210 ( Théoréme de Frichet-Riese) Lapphotion

J. H — H*
yl—ﬁlﬁ'

est une wsemdne surjective.

o thtnrdrme a &6 prouve, de Bgon indépendante, poar M. Frichet ot F. Riesz
en 1907, pour H = LA0,1]; les deux articles ont 606 publié, par colncidenee,
dlians be mdane nomsiro des Motes aux Compte-rendus de PAcadéamnie des Seimnoe,

Ce théorame sipnifie gque -

Pour toute & & H*® | il existe un, wique, i € H tel que $(2) = (2| g), pour
tout = £ H.

Notons que dans le cas réel, J oost linfaive, maks que dans le cas complege,
elle n'est que serma- B rdmrs.
Preuve. Nous savons déjs gque J est une isométrie @ ||[$, || = (gl Ce gqu’il faot
wolr, &'est la surjectivits
Soit & £ H*, non oolle, Comme & est continme, ls souws-espace vectoriel
F = kar & emt formé. Done -
H = (ker &) @ (ker &)*.

Mais comune & est wne forme lindaire non nulle, ker @ est de eodimension 15
done (ker &)" est de dimension 1. .

Soit u £ [ker &)L, de norme 1, et posons y = $iu) w

Alors, comme g < (ker &)+, &, ent mulle sur ker @ ; mais, d'autre part,

By(u) = (u | y) = S(u) (x| u) = B{u) ju|* = S(u).
A 'on a bien & = &y, O

2.4 Adjoint d'un opératenr
On appelle spératenw sur H toute application linéaire continne T2 H — H.

Proposition 2.11 St H wn espace de Hillert. Pow towt T & 2(H), i ensde
un audre opdratenr, nold T tel gue -

[iT=z |y =(=|Ty)|, ¥ryeH
De plus | T*|| = ||T).
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Preuve. Soit g € H. L Bealion -

dl-rn:-']": H — H
z — [Tz|y)

est une forme lnéaire continee sur i ; il existe done, par le Théorsme de Frochet-
Riesz, un unbgquoe &Eémsent de H ) gue Fon noters Ty, tel goe -

| Ty =Tz |y}, ¥reH.

A eause de Donideité, Vapplication T*: g € H — Ty € H st clairement lindaire -
sy, 0 € H et gy, 0y € K, ona pour tout 7 £ H -

(= | T™(@ 1 a030)) = (TT | @yys 8a3h) = (T | g ) + TlTT | 1)
=iz T n) +Ta(z | T ) = (= | T + a2 ).

DVautre part, Pinégalité de Canchy-Sclwars donne -
[{#y o Tz} = (Tx | gl < [T=]| gl < (30l Nl 5

done | T = [|[&y o T)| = [|T) Iyl Cela prove que Papplication lingaire Tt
est contimue ef gque [T < ([T

Pouor voir que [T £ [T, éscrivons -

IT=|* = (Tx | Tx) = (x| T*T=) < ||zl |T*T=| < |l=|l I last|| [T,

ee qui donne, en divisant par T2 (lorsque |[Tor]| #0) - [T < [T ]|2] ; mais
cetbe ndralité ftant eneone bien sir veale s ||[T2|| = 0, elle et vrade poor towt
T £ H ; cela weut dire que ||T)| £ [T m|
3 DBases orthonormées

Pour &piter de parler de familles sommmables, on se restreindra auw espaces

séparables. Pour e cas général on pourra ss reporber, par exemple, au Hvre
dee G, Choguet, Cowrs d Analyse, Masson.

3.1 Espaces séparables

Diéfinition 3.1 [Un espace topologigue B st dif séparable s'd emse une partae
D C E gui est dénombrable ot dense dans E - T =E.

Dians e cas des espates normdés, on s wne notion Soivalents.
Proposition 3.2 Soit E un espace vectoriel noem e Pour que E soil séparable,

ol fanut o ol suffit gu's] erdste dons E une partie A g soil démomnbrabls o totale
dans E.

14



On dit qu'une partie A d'un espace vectoriel normé E est totale lorsque le
sous-espace vectoriel vect (A) engendré par cette partie est dense

Preuve. Le (- sousespace vectoriel (respectivement le Q + iQ- sous-espace
vectoriel) engendré par A est dénombrable ot son adhérence est la méme que
celle de vect (A). O
Exemples. 1) Tout espace vectoriel de dimension finde est séparable.
2)Lueqmq,ett’,pour1§g<oo,anm-ﬁpardﬂm,m-i

e, =(0,...,0,1,0,...),
I
-lhll"_

alors A = {e,; 1 2 1} est totale, puisque, pour tout T = (§.£,...) € &, on
a:

e~ (Gaer + -+ EnedlT = 3 [6lF ——0;

k=n4l
et Jorsque T € ¢ :

l: = ({lel  poteh +£nen)"m =1 t;?gl K&l:o

On peut montrer (exercice) que £ n'est pas séparable.

Proposition 3.3 Tout sous-espace d'un espace métrique séparable est sépa-
rable.

Preuve. Soit E un espsce métrique séparable, D = {z,: n = 1} une partie
de E dénombrable dense, et F € E. Pour couple d’entiers n k = tels que
F N B(Zx, 1/k) ne soit pas vide, choisissons un éément Yn i € F'; sinon, prenons
pour Yn i un Elément fixe donné yo de F. Alors Dp = {Yax: 1,k = 1} est
une partie dénombrable de F| et elle est dense dans F - 51 y € F, il existe
nk = 1 tels que y € B(Za,1/k); done F N B(za,1/k) # B, et d(Y, Ynx) S
Ay, Tn) + 6(Tn, Yn k) < 2/k .

3.2 Systdémes orthonormés

Nous supposerons dans ls suite que H est un espace préhilbertion, de di-
mension infinie.

Définition 3.4 Soit (wi)icr une famille d’ééments de H, indexée par un en-
seanble arbitraire I, non wde. On dit que c’est une famille orthonormée, ou
un systémes orthonormés, s -

Diwll=1,viel;

Du; Lu; ,Vi#].



MNotons gue boul sous-systéme d un systéme orthononmé est eneore ortloe-
noreod,

Exemples. 1) Dans £, s suibe [£,] 2 et orthonormbe,
2) Dans L0, 1), on pose -

e,(t) =™ negZ;

le wystéme (g, ) oz oot orthonormsd ; on dit que cest le systéme trigonomd-
Lrigue

Proposition 3.5 5i [ spstémne fing (ng, . ow ) est orthonerme, alors, pour

tots @y, ... 0, € K-
n 2 "
k]
||E mu*" =3 laef”
k=1 k=1

Preuve. [l suffit de développer en utilisant la Proposition 1.3 -
mn ) n
| 3 o] = 3- havasel? + 3 (awne | aym;),
k=1 k=1 ky

et d'utiliser que ||gzue|| = |k Jug| = |2e| et que, pour k3 §, (Geu | ayu;) =
Ol (e | uy) =0 O
Corollaire 3.6 Towle famille orthonormde st hibre (o'ei-d-dire gue las opec-
teurs ba composard sond indmrement indépendanits)

Proposition 3.7 (indgalité de Besael) Soit H un cspace prdhalbertien. Pour
towe famille orthonormde (1 )izr dans H |, on o, powr towt T H

3 ol | ) = el |-

1]

Dans Ninégalité ci-dessos, la somme an preoer membee est définie de la
fagon suivanbe - =i (@ )iey est une famills de nombres réels positifs, aloes -

o d mp Ve

el JCH, JEmie =)
8i &I = {(8:)icr € K‘;E..E‘u‘- <= +oal, Pinfgalivg de Boessel entraine oue
l'on a une application -
H — f2 1)
r —s [[:|1.|.-]]..E‘.
Preuve. 5i £ = (T | w), on a, puisque la famille st orthonormée, pour tewte
paartie finde J de T -

0= ||:—“EEJ£.-u.-||! = bl -2 Y Re(r ) + el

ey

ee qui donne le réuliat car (2 | G) = Bz | w) = £ = 16/ O

16



Proposition 3.8 Soit H un espace prdfulbertion & sob [Unlnz1 une suite
othonormde dans H. 5 un vectewr T € H pewt s™vire T =3 | EnTn, alors

omn a forcdmend | £y = (T | ) | powr toutn = 1.
Ted * suate™ sigmifie “fansille dénombralle”.
Preuve. Pour chaque B = 1, la forme hndaire &, est continee ; done :

(T ) =By (7) =3 By (fatin) = 3 Enltty | ) =& - [

n=1 n=1

Proposition 3.8 Soif (tn)np1 wne suite othonormds o =3 | EnTn. Joil
Fr le sows-espace vedoriel engendrd por w0y, ... ln. Alors -

-Pi'-!. (x) = Eh“l— .
=1

Preuve. Comme £, = (T | u), par la proposition précédente, on a (T —
T et | uy) = 0 pour tout § £ n; done g, = (2 - 30, L) € FL
et done P (1,) = 0. Cela donne le résultat, puisque Pp () = ty pour tout
kEgm O

Proposition 3.10 5 H est un cspace de Hilbert, =t (8,0, e une swie
orthonormés dons H | alors, powr toute sute (£, ) o © f, o sdrie Yoo, ity
converge dans H_

En d'autres termes, Papplication -

H —F EE
ro— (),

est, gurjective
Preuve. [ suffit de reanarguer gue la série est de Cauchy, car la Proposition 3.5
dlonme -
n4+p 7 rtp
3% s - 3 0.
k=n k=m
uniformérment en B |

3.3 Bases orthonormdes

Déflnition 3.11 O dit gu'sne suite orthonormss (Uy)nz) dons un espoce prd-
Falbertien H st une base orthonormée de H s Uensenble {un; m= 1) est
todal dans H.

17T



Motons que, comme on s'est restreint & prendre des familles dénombrables,
Despasee H sera forcfment séparalile

DVautre part, il faut noter gue cette notion de base orthonormés est, en
dirension infinde, differente de la notion de base, an sens alpdErigoe do terme -
wipe farmille de vecteurs 'un espace vettoriel est une base si toul vecbeur peat
a'erire, de fagon wdgue, comme combinasen lindaire don nombee fng de termes
die la famille ; or le théorsme gui st Jit gue, pour nne base orthomormés, ot
Glanent s"6erit comme la sormme d'une série, gui fait intervenir fows les termes
dhix la bamer orthonormés,

Thiéordme 3.12 Swi H un cspoce prefilbertion of soff (Unlazl une base
orthonormée de H. Alers, tout élément © € H &'t -

S R Ty

n=1

e plus, pour tows T,y € H, on a les identités de Parseval -

=P =3 iz | w)P

=

=1
G|y =3 (x| va) Ty Tua) |-
n=I1
Preuve. Notons F,, e sous-espace vectoriel engended par wy, .., w0, o posons

x, = Fp (7).

Comume Uenseanbile {tin; 7 2 1} est total, on
&

Iz — Tl = dist (z, Fa) — 0.

wsnel, de F, 5 et par la Proposition 3.8, on a done -

IDVautre part, d'apris le Corollaire 306, {81, ... Ua} est une base an sens
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Mais (T — Ta) € Fiy ; done, pour k£ 0, (Za | %) = (T | w) = £ ne dépend
pas de n . On a done bien :

T=“|E'=E Eete = Extiy -
=1 k=1
De plus, =i £ = (T | M) o (e = (¥ | we) -
(lp)=3_ % &lalte|tn) =3 £aln.
k=1mn=1 n=1

quai clonme Pantre identitd lorsgque § = 2. O
Tl pésulte du Théoréme 312 et de s Proposition 310 quoe Pon s -

Corollaire 3.13% Soit H un sspuce de Hilbert, séparable, & soil (Un)nz
une base orthonormés de H. Alors Dapplication -
5: £ — H
{{n}n}l — E_==1{nun

est un lBomorphisme d'sspoces de Hilberd, o'est-d-dire un isomorplasne
corservand le produit sealaire - (S(€) | S()) = (£ | ) powr tous £, € £

MNous allons voir qu'en fait fof espace de Hillsert séparable posside dis bases
orthonormées, of done le corollaive précédent s’appligue & tous le espaces de
Hilbert sfparables

3.4 Existence des bases orthonorimdes

Thiéordme 3.14d T espace de Hilbert séparable possads des bases ortho-
TT TS,

En fait la complitude ne sert pas ici [(car on utilisers e projection sur des
sevs-espates Viscboriels de dimension finie, done eomplets).

On obtient, eomme conséguence du Théoréme 3.14 et de Corollaire 313, le
rismuliat sssentiel suivant, dans leguel, cetie fois-cd Fhypothése de complétode ne
peut Sire omise.

Thiéordme 3.15 Thus les cspaces de Hilbert séporables, de dimensdon infi-
nig, sond isemorphes sndre-eue, of en porbiculier a fy.
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Preuve du Théordme 3.14 . On utilise tout simplenent le proeddé d or-
thonormalizsation de Gramm-Schmidt.

Prenons une partie dénombrable {ve; » = 1} totale. On peot supposer
gue ks vy, 1 3 1) sont Enéairemwent mdépendant (en supprimant sen® qui sont
combdmsison lindaire des précédents).

Soit Fr, le sous-espace vectoriel engendré par

U1, ..o, U Ol pose 1] = —— 1 ek
[Eq |

_Umir
]

Alors la suwite [Hn)nz) esb orthomoroés, et
l'ensermble {i, ; ® 2 1} et total car le sous-
enpae vectoriel engendré par wy, .., et
F, |

“:-+1 = PP'{- (Pnt1), Ungr=



