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Exercice1:  

Pour (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2  on pose 𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑥|, |𝑦|, |𝑥 − 𝑦|}. Montrer que N est une norme 

sur ℝ2.  Dessiner la boule unité associée. 

Exercice2: 

Soit 𝐸 = 𝐶0([0,1], ℝ). On définie pour 𝑓 ∈ 𝐸 :  

                                 𝑁1(𝑓) = ∫ 𝑥|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥  , 𝑁2(𝑓) = (∫ 𝑥|𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥 
1

0
)

1

2
 

1

0
 

- Montrer que 𝑁1 et 𝑁2 définissent des normes sur E. 

- Montrer que pour 𝑓 ∈ 𝐸 : 𝑁1(𝑓) ≤
1

√2
𝑁2(𝑓). 

- Montrer que 𝑁1 et 𝑁2 ne sont pas équivalentes : 

Utiliser la suite : (𝑓𝑛) telle que : 𝑓𝑛(𝑥) = {
𝑛 − 𝑛2𝑥    𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0,

1

𝑛
]

 0               𝑠𝑖 𝑥 ∈ [
1

𝑛
, 1]

. 

Exercice3: 

On note 𝐸 = 𝐶2([0,1], ℝ).et 𝑁∞ , 𝑁∞
′ , 𝑁∞

′′  les applications de E dans ℝ  définies, pour toute 

𝑓 ∈ 𝐸 par :         𝑁∞ (𝑓) = 𝑠𝑢𝑝
[0,1]

|𝑓| ,            𝑁∞
′ (𝑓) = |𝑓(0)| + 𝑠𝑢𝑝

[0,1]
|𝑓′| ,                                       

      𝑁∞
′′ (𝑓) = |𝑓(0)| + |𝑓′(0)| + 𝑠𝑢𝑝

[0,1]
|𝑓′′|  . 

- Montrer que 𝑁∞ , 𝑁∞
′  et  𝑁∞

′′  sont des normes sur E. 

- Comparer les normes 𝑁∞ , 𝑁∞
′  et  𝑁∞

′′ . 

Exercice4:  
Soit = {𝑓: [0,1] → ℝ /  𝑓 𝑒𝑠𝑡 𝐶1 𝑒𝑡 𝑓(0) = 0} , 𝑁0 = 𝑠𝑢𝑝

[0,1]
|𝑓| et  𝑁1 = 𝑠𝑢𝑝

[0,1]
|𝑓′|. 

- Montrer que 𝑁0 et 𝑁1 sont des normes sur E. 

- Montrer que l’identité de (𝐸, 𝑁1) dans (𝐸, 𝑁0) est continue. 

- Montrer que l’identité de (𝐸, 𝑁0) dans (𝐸, 𝑁1) n’est pas continue en « 0 »                 

     (utiliser la suite : 𝑓𝑛(𝑥) =
𝑥𝑛

𝑛
  , 𝑛 > 0  , 𝑥 ∈ ℝ ). 

Exercice5:  
Soit V l'espace des fonctions à  valeurs complexes, dénies et continues sur l'intervalle [0;  1]. 

- Montrer que si f appartient à V, l'application : 𝑓 ↦ ∫ |𝑓(𝑥)|
1

0
𝑑𝑥 est une norme sur V. 

- On considère la suite de fonctions (𝑓𝑛)𝑛≥1 telles que 𝑓𝑛(𝑥) = {
𝑛      𝑠𝑖  0 ≤ 𝑥 ≤

1

𝑛2 ,

1

√𝑥
      𝑠𝑖  

1

𝑛2
≤ 𝑥 ≤ 1 .

 

La suite (𝑓𝑛)𝑛≥1 est-elle une suite de Cauchy?  L'espace V est-il complet? 

Exercice6:  

Soit (𝐸, ‖. ‖) un evn , on considère l’application 𝑓: 𝐸 → 𝐸 , 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) =
𝑥

1+‖𝑥‖2
. 

Montrer que :     1.  f est continue sur E.        2.    𝑓(𝐸) = 𝐵′ (0; 
1

2
). 

 

 

 


