Introduction -

Les espaces vectoriels normes (evn) sont des espaces meétriques particuliers
mais d ‘une importance capitale en analyse. Ainsi, le calcul différentiel a pour
theatre les espaces de Banach qui sont des evn particuliers. D autre part,
beaucoup de résultats d'analyse fonctionnelle ontf comme terrain d appuis les
espaces Hilbertiens, qui sont ewx aussi des evn.

Par ailleurs, un résultat propre, aux evn qui sont de dimension finie -
['eéquivalence des normes, a pour conséquence que tout les evn de meme
dimension (sur um méme corps de base) sont homéomorphes. Il suffira de
connaitre alors les propriéteés topologiques de K" , on K deésigne e corps de
base de notre espace vectoriel E et n sa dimension, pour tout savoir de la
fopologie de E.

Ce chapitre est principalement extrait du document de références de D. Diderot.

Bon Travail



1 Espaces vectoriels normés

1.1 Définitions
Soit E un espace vectoriel sur B
Définition 1 ['ne applicalion N : E — HE csl une norme s=
1. ¥Vre E, VA e R N(Ax) = |AN(x) (homogingité)
2 ¥ryeE Nir+y)<Nr)+N(y) (inégalité triangulaire )
3 ¥r e E, N(r) > 0 [positivité}
4 ¥Yre E Nir)=0 = =10 [définie).
{'n espace vectoriel muni d'une norme esf appelé espace vectoriel normé (en abrégpd - « EVN 2 L
Exemnples -
a) L'espace vectoriel £ = R muni de 'application « valeur absolue 3 = — |z|.
b) L'espace vectoriel E = C =~ B? muni de application « module » r —s | =]
c) Tout espace vectoriel euclidien (K. {-,-)) muni de la norme N{z) = ||z|| == +/ (r.2) est un
EVN.
d) Pour tout a,b £ R avec a < b, P'espace vectoriel E = C*([a, b)) muni de la norme :

flleo == =up [£(=)] I\flla = f flz)? dr
wic[a,b] o

ou encore de la norme :
1l = [ 17 e

est un espace vectoriel normeé.

1.2 Les normes nsiuelles sur B

Pour tout = € E®, on note -

=l = |zt 4---+ |n|
llzlls = Viz)*+--- +(za)
|#lloe = meax(jea],--- . |za]}.

Exercice — Verifter que || - ||1, || - |la et || - ||se sont des normes sur R,

Définition 2 Scif E un cspace vecforicl réel Deur normes Ny of N swr E sond difes éguiva-
lemtes ssi e, O > 0 felle que

Vre E, eNy(r) < Na(z) < CNy(z).

Proposition 1 Lo relafion définic précédemment enfre les normes sur un espace veckoriel esf
une relaBon d'équivalence.



Démonsiralion — Exercice.
Proposition 2 Sur B" les frois normes || - |1, |- |2 & ] - || sond dpavalendes.
Démnomstralion — On va démontrer que Y € E,

ll#ll=e = li=ll2 = li=lls = nlle]]- (1)

|| max(|zy.--- . |2a])
r je= que |z:| = ||=||se
|lzy| (on i est tel que || = [|=]|.)

VLT (2a) = 7] fa-

[

|:11};+'"+{II'I:.!:|!
|z | + -« + |=zal !+2E1:F:|-:j:_:n|-"l”11|
(lx1]| +--- + |2al)” = [|=]I7-

]
li=li2

|

Done ||z{lz = ||=|l1

3
= [z1] 4+ |za]
namax(|z], - . jza])

|| -

(g[8

1A

Détinition 3 58 (E.N) est un cspace vectoriel normé alors Vapplication

d: ExE —RE
(z.y) +— Nir-y)

cst appelée lo distance associée 4 V.

Proposition 3 On a ¥r,y,z.a € E,

1 d(z,y) =dly.z)

2 diz,z) < diz,y) +dly, z) (infgalic friangulaire)
Ldzzr)=0ddry)l=0aaiz=y

4 diz + o,y +a)=d(zy) (invenaonce por fronslation)

Démonstralion — Exercice.

Définition 4 Seit (E, N) un cspace vectoricl normé, a € E ef r £ [0, +0a|.
iI. La boule ouverte de condre a of de rayon v oest ;

Bla,r) = {r € E| d(z,a) <r]

fremarme ; Ba,0)=0)
2 La boule fermée de cenire a ef de rayon r esf -

F{u, r) = {r & E| d(zr,a) <r}

fremargue : Bla,0) = {a} ).



Remargue — Pour tout sous-ensemble B de E et pour tout o € E on note a+ 8 = {a+z| z € B}.
Alors on & Bia,r) = a+ B(0,r) et Bla,r) = a+ B(0,r). De plus on & toujours B{a,r) C Bla,r).

Exemples de boules : (i) dans B, on a :
Blar)=la—ra+r] e Bla,r)=Ja—ra+r]
(ii) Dans R", comme ||7{|o. = [[7|2 = =]l = nilz]|., on a:
Ba (0.2 ) € Bifa,r) C Bafa.r) C Bu(a.r)

(et les inclusions similaire pour les boules fermées), voir la figure

F1G. 1 - Les boules B (0,4) C By(0,1) C Ba(0,1) C Buo(0,1) dans R?

1.3 Limites
Omn se place dans un EVN (E,N).

Déafinition & Soif (up)poy une suile dons B of £ € E. On dif gue la suite u, converge vers

f pour la norme N ss
hm N{uy —£) =10
Jm (e — £)
Proposition 4 Soif (upecn o (0] )pen dewr suiles de E qui convergend respeclivernent vers £
ef & powr o norme N, alors, powr foud A p e R, lo suite My, + puf, converge vers A+ pf.

Démonmstralion : Exercice.

Exemples a) Dans (R™,|| - ||2) une suite we = (w1, --- , tin) converge vers £ = (£, --- ,fn) ssi
t-]j-Ifw’-”{“*-‘ —&8) + - + (uggn — n)? = D.

b) (Exemple important pour la suite!) Dans (R, || - ||:) une suite wp = (g1, - - - g p) comverge
vors £ = (fy,- - ,fy) asi

“mh_-+mﬂ“P15|.;_:n [ty — £ =0

= Yex=0,dN >0VkcH, >N = suppogen [, — 0 <=
= VYe=0,3N =0%kcH, k>N = Vi [ln] |u, —&| <=
= W0 IN=0Yic[ln]Vkecl, k=N = |up,—§| <=
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Done on & en partieulier limy, | . a3, = &, ¥i € [1,n]. Réciproguement, =i chague composante
(tthe,s) g de la suite comverge vers £ dans R, alors on a, pour tout i € [1,n],

Ve 0,3 >0¥kcN, k=N, = |uga—§| <
et en posant N == max{Ny,--- Ny}, on & alom
We>0AN>0NecNWic[ln], k>2NZ=N = |up,—§ <5
c'est & dire wy, — £ dans (R™, || - ||s). Nous en déduisons ce qui suit.

Lemme 1 [Une suife (ug)pcny de B® convege vers £ € R® pow || - ||oe 58 chaque composonde
(g s e de lo suile converge vers & dans B

Théoréme 1 Soif E un espace vecforicl of Ny of Ny dewr normes sur E. Alors 51 Ny ef Ny sonié
dquivalenfes, powr foute suife (ug)pey de E o pow touf £ £ E,

JTmuk:E pmu'N|:| =2 [E%m“k:f pour Na| .
Démonstrafion — Montrone que, 51 np — £ pour Ny alors up — £ pour Ng (la prevve dans
l'autre sens est identique). Puisque Ny et Na sont équivalentes, en particulier : 3C = 0,

Vee E, Najx) < CNiz). (2)
Or la convergenee 1y, — £ pour Ny signifie que :

We'> 0,3V >0%keN, k>N = Nylug—¥£) <£" (3]

Mous en déduisons la comvergence pour Na : Ve = [, soit £ = =/ et appliquons d'abord (3)
AN =0%keH, k>N = Nyluy—f) <=,
qui entraine par (2] que : No(ug — £) < ON1{uwg — £) < C' = =. Done ue — f pour Na.

Corollaire 1 Soil (uy)pey une suife de B® of £ € B™. Alors les propridés suivanfes sonf dqui-
valenbes.

1. wy comverge vers £ powr || - ||y

£ uy comverge vers £ powr || - |la

A up converge vers £ powr || - s

4 ¥ie[l.n]. lo suife upy converge vers £ dans B

D¥émonstralion — On sait déja, grice au Lemme 1, que les propriétés 3. et 4. sont éguivalentes.
Quand & Péquivalence entre les trois premiéres propriétés, elle provient de la proposition 2 (les
normes || - |1, || - ||2 €t || - ||ae sont équivalentes) et du théoréme précédent.
1.4 Continuité
Swoit (K, N) et (E',N") dewe EVN. Soit 4 un sous-ensemble de E et f : 4 — E' une application.
Définition 6 Soif rp € A, on dif gque [ est continue en rp ssi

WezxDJa=0¥rcd, Nirz-m)<a = N'(f(z)-f(m)) <=

Proposition & Soif E o E' des espaces vecdoricls réels, ACE mmecAd d f: A — E une
application. 5i Ny of No sond deur normes édquivalenfes sur K of 5 N{ of N§ sont dewr normes
dquivalentes swr B, alors [ est confinue en xo pour les normes N1 ef V] 55 f cdf ombinue en
g pour les normes Ny of Ny

Démonstraion — Exercice.



Exemples a) 5i u € E', 'application constante de E vers EY qui, & tout ¢ £ E associe u, est
continue.

b) Toute application linésire f de R? dans B? est continue pour la norme || - ||, en tout point
{z0,w0) de B? : identifions B? avec P'ensemble des matrices colonnes avee deux lignes et notons

f: B R?
T a b T
() = (L))
Nous commengons par établir des inégalités : V(r,y) € B2,

|az + byl laz| + |by|

lafmax(|e]. |y]) + |bjmax(|=|. u])
(el + |bf yrmaax(|=], ]}

(lexl + 1B} (=, 1) -

Et on montre de méme que |ex + dy| < (|o] + |d])||(=, ¥)]|se- Done

(2 2l max(jazx + by|, |er + dyl)
max(faf + [b], |e] + ld]}]I{=; 0}l

1A 1A

1Al

Et nous avons ainsi démontré que

IIf(z. W)l = Clliz.¥)|loc. 00 € :=max(jal + [b]. ]| + |d]). (4)

Done, pour tout (#p, un) € 2 ot pour tout = > [, posons o = g/ = [, alors & nous supposons
que [|(z — =g. ¥ — #p}|| < . cela entraine (en utilisant (4)) que

|l fiz, u) — flzo. 30)l| = [If(= — 20, — w)lle = C|l(x — z0.¥ — )| oc <Cx=-=.
Done f est bien continue de {R!, Il ls) dans {ll‘.!, Il ll) en (zq, va).

Remarque — La méthode wiilisfe ici est foud & foif représeniafive des fechniques habifuelles
pour démondrer gu'une applicafion cd confinue © on commence par démontrer une inéga—
lité (qui est ici (4)), puis on en déduit la continuité.

c) Applications linéaires entre espaces vectoriels normés

Proposition 6 Seif (E,N) o (E'.N') dewr EVN o f : E — E' une applicafion lindaire.
Alors, 5 [ esd conBnue en (), elle confinue sur fowd E.

Démonstrafion — La continuité en () signifie que
We=lda>0v¥reE, Niz)<a = N'(f(z))<e=
Cela entraine que, pour tout rg € E,
YerDda=0NreE, Nir—=zg)<a = Nf(z)— f(z))=N{fixr—z2g)) <&,
done que f est continue en xg.

Avant de donner d’autres exemples, voyons quelques propriétés simples qui permettent de fabri-
quer de nowvelles applications continues en combinant des fonction continues.



FProposition T Soit (E,N) o (E',N") dewr EVN, ACE of f.g: A — E deur applicafions.
Soitro € A. Alors & f cf g sont confinues en xo,

L ¥hpeR, Af +pg est condinue en g

2 oA — R est une fonclion confinue en xy, alors r+—— alz) f(z) cst confinue on zp.

Démomstrafion — Exercice.

Proposition 8 Sait (E.N), (E".N') ef (E" N")trmis EWN ACE G BC FE, f:-4 - F
el g: B — E" dewr applicafions felles que f{A) C B'. Soif =g A. Si [ csf confinue en g of
# g esf eonfinue en f{zo), alors go f est confinue en oo,

Démnonstralion — Exercice.

Applications & valeurs dans E™

Proposition 9 Soif (E.N) un EVN, AC E et f : A — K" unec applicalion. Spif rp £ A.
Alors les propridiés suivanies sond éguivalenies.

L f:A— (B |l1) e=f confinue en xq

2 f:A— (Bl -|lz) =5t confinue en xg

oA — (B ||s) e confinue en 2

4. toutes les composanies de f - A — B™ sond confinues en xg.

Dérnonstrafion — Cela est un corollaire de la proposition 2 et de la propogition 5.

Lien entre applications continues et suites
Théoréme 2 Soif (E,N) cf (E°, N") des cspaces vectoriels normés, ACE o f: 4 — E une
application. Soid rqg € A. Alors
1 & f est confinue en xp, alors pour foufe suite (ug)yy de A telle que Tmy_ . up = 2p
dans (E.N), on a :
I:Eﬂ:lmﬁuﬂ = fizg) dans (E',N").

2 réciproquement si, pour foule suife (uk)pog de A felle que hmg . oo e = 70 dans (E, N,
on o limg ... flug) = f{rp) dans (E', N'), alors { est continue en xp.

Démonstrafion — Montrons d'abord 1 : la continuité de f en =y signifie que
He= 0,3 =0N¥recd, Nir—-m)<a = N{(fir)- flm)) <=

Soit (ug)pey une suite qui converge vers xg, alors, pour le o > [ précédent, on peut trouver
N =0 tel que :
YeeM, k=N = Niup— m) <o,

qui entraine, en vertu de la continuité de f, que N'{f{u,) — f(zp)) < =. Done on & montré que
limy, . 4 o up = ®p dans (£, N).
Pour montrer 2, c'est A dire la réciproque, on va prouver sa confraposée, & ssvoir que, si [ n'est
pas continue en xg, alors il existe une suite (), qui converge vers Tp, mais qui est telle que
[ fluk))jcn ne converge pas vers f(zo). Pour cela nous commengons par supposer que f n'est
continue, ce qui s'écrit

Jep > 0, ¥ > 0,3r € A, tel que Nz — =0} < @ et N'{f(x) — fizo)) > =n. (5)

lde sorte que Napplication composée g o f - A — E" existe

6



Mous utilisons (5) en particulier pour o« = ﬁ, ol k € M : cela signifie qu'il existe une valeur
r £ A, que nous noterons g, telle gue N(u, — =) < 'I%E et NV'(flug) — flxa)) = =p. Alom la
suite (k) ainsi construite converge vers o, Mais la suite | f{ue))py ne peut pas converger
vers f(rg) dans (B, N') puisqu'on a N'( f{uy) — f(=zg)) > =p.

Suite de la liste d’exemples

d)} Applications linéaires de (R".|| : ||..] dans un espace vectoriel normé MNotons
(E1.--- ,en) la base canomique de B™ Alors, pour tout = € R™, Jl(zy,--- ,2p) € B, £ =
Ti€1 + - -+ + Tpen ot done, en utilisant notament Pinégalité triangulaire,

Nif(=z)) N(zifler) + -+ zaflen))
1[N (f{ea)) +--- + |EnlN{ flen))

Sup | (E N U{es}})

|

1

C |lzllee, 00 €= Nif(ed)).

=1

Done ff est continue en (. En utilisant la proposition 6, on en déduit que f est continee en tout
point de B®.

&) Polynémes sur (K" || ||=) — On continue & noter xq, -+ - , 2, les coordonnées d'un vecteur
r £ E" dans ls base canonique.
1. pour tout entier m € M et pour tout § € [1,n], la fonction
f:- I — R
T — r?
st le produit de la fonction linéaire » +— z; par elle-méme. Done en utilisant ls proposition
7 (notament le point 2) on montre que [ est continue sur R™ Plus généralement, en
raisonnant par récurrence sur m et en utilisant le point de 2 de la proposition 7 on montre
facilement que f:x+— z}" est continue pour tout m g M.
2. plus généralement encore | on montre de la méme fagon et en utilisant la proposition 7,
que f:z— 7" - rM est continue, pour tout (my,--- M) £ W

4 en utilisant le point 1 de la proposition 7, on montre que n'importe quelle fonction poly-
nimiale de B™ vers B, c'est & dire une fonction de la forme

2 Y mmal ez,
[ml-:"':m-]'E"n
o1 les coeflicients am,...m, sont des constantes réelles toute nulles saof pour (ma,--- ,ma) €
M, o0 M est un sous-ensemble find de H™.

4 =5 f:B® — BF est une fonction dont chaque composante est un polynme, alors elle est
continue de (R, | - [Joo) dans (RP, | - [|o).
f) 8i F est un polyntme d'une varable complexe, alors

C — C
z +— Plz)

est continue. En effet, Re(P(z(z)) et Im(F(=z(z)) sont des polynémes en (r,y), ol z = x4+ iy.
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Alors est continue sur RE".I {0}, mais n'est pas continue en . Prouvons d'abord la continmité
de f sur B2\ {0}, Soit

flz.y) = i (z.9) # (0.0) et £(0,0) =0,

g: R\ {0} — R\{0} — R
(z.y) +— Z+y —

Cette fonction est la composée d'une fonction polynomiale sur B? et de la fonction £ — 1/t de
R {0} vers B O nous savons que ¢ +—— 1/# est continue sur B {0}. Done d'aprés la proposition
#, g est contime sur RE 4 {0}. Enfin, comme f est le produit de g par la fonction polynémiale
(z,y) — 2oy (qui, elle, est continue sur R?), f est bien continue sur B?\ {0].

Voyons & présent pourqued f n'est pes continue en (L Raisonnons par absurde et supposons
que f est contime en 0. Alors, en vertu du théoréme 2, on devesit avoir @ pour toute suite
(g e de B? qui tend vers 0 {pour la norme || - [|oe). 1a suite (f{ug))pcy converge vers f{0).
Prenons une suite de réels non nuls (ak)g . choisissons une valeur # € R et considérons la
auite uy, = (g co8 8, apsin ). Alors my, L g .t = 0 et

2| ay cos 8)(ay sin 8) 2aj cos fsin #

VkeN, f(uk)= flakcosd, apsinf)= Ton cos O+ (ap e 0~ — o

= cos(28).

Done limy ., .. flug) = cos(280). Cette valeur est différente de f{0) = 0 dés que cos(28) £ 0.
Done f n'est pas continue en (. On voit anssi sur cet exemple qu'il n'est pas possible de choisir
une valeur de f(0) pour faire en sorte que f soit continue en 0, car la limite de (f{ug))pon dépend
du choix de &

Remarque — On comprend dans Pexemple précédent & quol peut servir le théoréme 2 (no-
tament le point 1) : & démontrer qu'une application f n'est pas continue en un point rp. 11 suffit

pour cela de trouver une suite (uy)pcq qui tend vers zp mais telle que lmy, . . flug) 7 Flzo).
e méme on montre qu'il est impossible de prolonger de fagon contime une fonction f en =y

en trouvant dewc suibes (uy) g o (Vi) gy qui tendent toutes lea deux vers g, mais telles que
bimmg . g oo Flug) # my . o o)

h) Le produit matriciel Nous considérons 1'espace vectoriel M(n, R) des matrices carrées
réelles & n lignes et n colonnes. [ne norme possible sur M(n, R) est donnée par

YAde M(nR). N(A):= nsup |ay|.
Ly

On peut montrer que (exercice!) :
YA, B e M(nR), N(AB) =< N{AN(B).
On en déduit que Papplication produit

MnR)x M(nBR — MnK)
(A, H) — AB

est continue (en utilisant sur M(n,R) = M (n,R) la norme Ny(4. B) .= N{4) + N[¥) ou bien
la norme N, (A, B) = sup{N{4), N[E]]).



i) Ultime exemple : la norme elle-méme !
Si (E,N) est un espace vectoriel normé, Papplication N : (E, N} — R est continne. Pour voir
cela, nous appliquons dewx fois Pinégalité triangolaire : Yo,y € E,

Ny)=N(zr+(y—z)) =N(z)+ Njy—r) = N(y)-N(zr)=N(r-y)
Niz)=Ny+(z-y)) =Ny + N(z-y) = Niz)-N(y) = N(z-y)
d’oil l'on déduit que :
|N(z) — N(y)| = N(x—u).

Et & partir de cette inégalité, il est facile de montrer que N est continue sur tout B (ecercice :
le vérifier).

Récapitulons les régles utilisées
pour enrichir la liste des fonctions continues

1. hien évidemment, toutes les fonctions continues d'un ouvert Ja, b de B dans R sont des
exemples de fonctions continues sur des sous-ensembles d'espace vectoriel de Pespace

2. la composée de fonctions continues est contimee (pourvu que Pon soit dans le cadre des
hypothéses de la proposition §)
3 des combinaisons linéaires de fonctions continue sont continues (cf proposition 7)

4 le produit d'une fonction continee & waleurs dans un espace vectoriel par une fonction
contime 4 valeurs dans R est continue (cf. proposition 7).

Exercice Montrer que f : B? — R définie par
flz,w) = £ log(1 + %)
st continue sur B2

1.5 Souns-ensembles ouverts et fermés

Soit (E,N) et (E'.N') des expaces vectoriels normés, 4 C E et f: A — E'. Soit mp € A
Commengons par obeerver que la propriété de continuité de f en =o :

¥e>0,3a>0, [Vred, N(zr—z)<a = N{f(z)— flz)) < ]
peut se treduire en termes de « boules ouvertes » par :
Ve 0,3 =0 [‘u‘:EA__ & Birm,a) = fir) e H"{_fl[rqj,r-:j],

oit B{rg, o) = {r € E| N(z—=xg) < a} et B'(w.) == {v € E'| N'[y—w) < £}. Om peut encore
éorire cette méme propriété -

Ve>0,3a>0, [f(AN B(zg.0))C B'(f(xo).c)].

oit, pour bout sous-ensemble X C E, on note f{X) = {f(z]| z € X}. On peut enfin rééerive cela
en « imversant » f :

Ve 0,3a>0, [AnB(zg.a)C f~(B'(f(xa).€))].

oit, pour tout sous-ensemble ¥ E¥, on note f“{]"} ={recd| flir)e¥Y}



Fiz. 2 - L'image imverse de B'(f(rg). =) contient une boule B{xg, o)

Aingi on peut exprimer la continuité de f en »g en disant : « prenons nimporte quelle boule ouverie
B f(rg).e) dans E' centrée en f(xg) o consdéons f‘l{E"{f(:rg}, )], son image inverse par
f. Alors cefe image inverse confient Wen fvidemment wp. Mais 51 (of senlemnent 5i), en plus, f
est conBinue en rp alors on pent amriver & foire fenir une infersection A N B(xg, o) & Nindéricur
de £~ (B'(f(za). ). »

Ici le caractére prodigieoe d'une fonction contimue, qui est souligné dans le terme « arriver
& faire tenir », est que la propriété décrite marche méme =i = est trés, trés petit, car alors
F1 (B f(xg),£)) a des chances d'8re lui aussl extrémement petit, si bien qu’on pouwrrait craindre
de ne plus avoir de place autour de xo & l'intérieur de f‘l{H"{f{:n}, g)). HE bien, s f est cont:
nue en g, il restera toujours un peu de place dans cet ensemble pour ¥ loger une petite boule
A B(rp, a)!

MNous allons maintenant définir une notion propre 4 certains ensembles qui possédent cette pro-
pritté péométrique : autour de chaque point contenu dans ce sous-ensemble, on peut loger une
boule centrée en ce point & Pintérfenr du sous-ensemble

Définition T Seitf (K, N) un espace vectoriel norme. Une porfic U7 C E esd dife ouverts, on
est appeléc un owvert de (E,N) ssiVe e U, Ir = 0 fel que Bz, r) C U.

Exemples a) L'intervalle |a, bC B est owvert, les intervalles [a, b, |a,b] et [2,b] ne sont pas
ouverts.

b) Pour tout espece vectoriel normé (K, N), pour tout @ € K et pour » = [, la boule ouverte
B(a,r) est un ouvert de (E,N).

c) Dans tout EVN (E,N), E et {) sont des sous-ensembles ouverta.

Proposition 10 Sei (E,N) un cspace vectoriel normé ef U o V deur owverts de E. Alors
UnV & UuV sond ouverts

Démonstralion — Exercice

Théoréme 3 Soil (E,N) & (E', N') deus espuces vectoriels normés. Soit U un ouvert de (E, V)
ef U0 — (E',N") une applicafion. Alors les dens propriciés suivandes sont éguivalentes.

1. f est confinue sur [T
2 YV ouvert de (E',N"), f~Y(V) est un ouvert de (E,N).
Démonstralion — Montrons d’abord que 1 implique 2 Pour cela nous supposons que f oest

continue sur [F, nous considérons un ouvert V' de (E',N") et nous cherchons 4 montrer que
_f_iﬂ-"} est un ouvert de (E,N), c'est & dire & montrer que, pour tout g £ f“{'[-"]l on peut
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trouver une boule ouverte centrée en g et contenue dans (V). Voici comment nous faisons :
comme ¥ est ouvert et flxg) € V', 3= > 0 tel que B'(f(=xo).2) C V. Et aloms comme [ est
continue en rg, Ja = 0 tel que

U B(re,a) C £ (B'(f(z0).5)) € £1(V).
Mais comme par silleur U7 est ouvert, 3¢ > 0 tel que B({zp,r) C I7. Done
Bizp, inf(r, a)) = B{zo,r) N Blzg. o) C UN Bz, a) C _f_l{'[-"}.

Cela prouve gue f"{'lir’} eat ouvert.

Démontrons maintenant que 2 entraine 1. Pour cela nous supposons que [ satisfait 2, nous choi-
gizsons rg € U7 et nows cherchons & montrer que [ est continue en xg. Soit = = 0 quelconque,
alora B'(f(zp),g) et un ouwvert de (E', N'), donc, puisque nous avons supposé la propriété 2,
_f_i{H"{_f{:q;.]l, g)) est un owvert de (E,N). Exploitons cette derniére propriété avec le point
g f1 (B f{=xp),)) : cela entraine que 3o > 0 tel que B(rg, o) C 1 (B[ f{za).=)). Nous

avons ainsi montré la contimmité de f en xp.

Suite de la liste d'exemples d*ouverts : ¢} Soit E un espace vectoriel réel et Vi et Na dew
normes équivalentes sur E. Alom Ya e E, ¥r = 0, By, (a,r) = {r € E| Ni(z —a) < r} est un
owvert de (E. Na) (et vice-versa en échangeant Ny et Na).

d) iac E, E\ {a} est un ouvert de (E, V).

Mous sllons voir une propriété des sous-ensembles ouverts qui les caractérisent complétement :
l'idée n'est plus de regarder ce qu'est un ouvert, mais son complémentaire.

Théoréme 4 Soif (E, N) un espace vecforiel normeé ef U7 C E. Alors les deur propridiés sui-
vanfes sond dguivalenfes.

1. U est ouvert

2 pour toube suife (uk)p -y & valeurs dans BN\ U, 2451 evisie £ € E fel que wy fend vers £ dans
E, alors fc E\ U

Remargue — ['une maniére générale, si 4 C E ot £ € E on dit que : « £ est une valeur
d’adhérence de 4 » =si il existe une suite & valeurs dans A et qui comverge vers £ dans E. Par
exemple, 51 4 =ja, b C R, il est évident que tous les points » contenus dans Ja, b sont des valeurs
d’adhérence : il suffit de prendre comme suite la suite constante égale & r : elle prend ses valeurs
dans |a,b] et comverge vers . Mais |a, b admet une valeur d'sdhérence supplémentsire : le point
a, qui n'est pas dans Ju,b]. En effet il est facile de construire une suite & valeurs dans Ja, b qui
comverge vers o dans B Ainsi 'ensemble des valeurs d'adhérence de Ja, b] est [z, b]. Maintenant
nous pouvons paraphreser la deuxiéme propriété dans le théoréme en disant que toute wvaleur
d'adhérence de E '\ [7 eat dans £ [7.

Démonstraion — Montrons que 1 implique 2 par 'absurde : nous supposons qu’il existe une
auite (wg -y & valeurs dans B U, qui comverge vers £ € E dans (E, N) et que £ n'est pas dans
EN U, autrement dit que £ € 7. Et en méme tempa nous supposons que L7 est owvert. Catte
dernigre propriété et le fait que £ € U7 entraine qu'il exiate r > 0 tel que B({,r) C U, Mais
comme limy, . | ., up = £

IN =0, YkeN, k>N = N{u—f)<r

Autrement dit uy & B(f,r) C U s k& = N. Cela est en contradiction avec le fait que la suite
I:utj*ENprendaeavalemdanaE‘-lU. Donc 1 implique 2.
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Pour établir la réciproque, & savoir que 2 entraine 1, Nows allons montrer sa contraposés. Nows
supposons le contraire de 1, & savoir que [T n'est pas ouvert :

nel, ¥r>0, Blar)glU (6)

et nous cherchons & montrer le contraire de 2. Nous appliquons (6) avec » = l,é.i,---. Cela
entraine que, pour chague valeur de k € M,

1 1
BtduncElu;.EE{u,-'ﬁ}ﬁ{E'l..U_]. Cela implique d'une part que N{u; — a) {ﬁetdunn que
la snite {"*]'EEH comverge vers a € U7, Mais par ailleurs 1wy, prend ses valeurs dans E\ 7. Cela
contredit 2.

Définition 8 Soif (E,N) un espace vecforiel normé. [Un sous-ensemble F de E est dif fermé
s5i U\ F est onverd, ou Wen, de fagon épavalente, sa foute valewr d'odhérence de F est contenne
dans F.

Exemples a) Les boules fermées Bla,r) := {r € E| N(z — a) < r} sont des fermés.
b) Dans (R™, || - ||=) les « pavés = fermés [21,b1] = -+ - = [an, bn] sont des fermés.
¢) Tout ble fini {a;,--- .ap} d'un espace vectoriel normé est un fermé.

Proposition 11 Seicené (E, N o [(E',N') des cspaces vecloricls normés of f 1 E — E' une
applicaion continue. Alors 'image inverse d'un fermé de (E',N') por | est un formeé de (E, N).

Démonstration — Soit F © E' un fermé. Pour montrer que f~1(F) est fermé nous considérons
une suite (g ),cx & valeurs dans f~YF) qui converge vers une limite f € E dans (E,N) et nous
cherchons & montrer que £ € _f"{F'}. Pour cela nous observons d'abord que la suite | flug))pcn
est & valours dans F et comverge. Eneﬁ'et,p‘ujﬂquafmtnnntinuaet{uk}xnmrge,

-1 ) - 0
Mais comme F est fermé, on doit avoir hmyg . | .. flmg) € F, c'est & dire f{f) £ F. Cela est
équivalent & £ £ f~(F). Done f~1(F) est fermé
1.6 Sousensembles bornés et compacts
Définition 9 Seif (E,N) un cspace vectoriel normeé o soif A C E. On d&if que A est borné ssi
AR = 0 fel gue A C B0, ).
Définition 10 St (E,N) un cspace vectoricl normeé

1. Soit (ug)pey une suide de K et a € E. On dif que a est une valeur d’adhérence (ou bicn

un point d’aceumulation) de (we), y 55

Ve O¥geM, JecMidgue: kg o Niy-—a)<e

2 Seit A C E. (n dif gue A est une partie compacte de (E,N) s5 pour toute swife
(g de E telle que up € A, Yk € N, d edsie a € A qui est valewr d'adhérence de
(uk)pen (on dif aussi que ¢ A posséde lo propriété de Bolzano- Weerstrass » ).
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Remarque — Autant la définition d'une partie bornée est simple, antant celle d'une partie

compacte est difficile & comprendre. Cette derniére notion est néanmoins extrémement utile. 11

faut pour bien la saisir d6ja bien comprendre la notion de valeur d'adhérence d'une suite : elle

ressemble 4 la notion de limite, mais en est différente. Voici quelques exemples, dans R -

— & (), est une suite de R qui converge vers £, alors (], admet une et une seule valeur
d'adbérence, qui est £ (exercice : vérifier )

- la suite (ug)y, y définie par w, = (-1} ne converge pas. Mais elle & deux valeurs d'sdhérence,
qui sont —1 et 1 [exercice : vérifier )

~ la suite (u*jm définie par uy = {—lj*+1-_‘1:5 & deux valeurs d'adhérence, qui sont —1 et 1
(exercice : vérifier !

~ la suite (uk),cy définie par we = k n'admet sucune valeur d'adhérence (exercice : vérifier )

— on rappelle que 'ensemble des nombres rationnels () est dénombrable. Cela signifie qu'il exdiste
une bijection ¢ : N — Q. Alors la suite (ug ),y définie par up = k) admet une infinité
de valeurs d’adhérence : & savoir tous les pointe de R sont valeurs d’adhérence ! (ecercice :
vérifier, en utilisant le fait que Q est dense dans R).

Théoréme & (Bolzano- Weerdross) Dans (E®,|| - |[..). foute porfie fermée et bornée est
compacte, o'cst 4 dire posséde [a propridlé de Bolano- Welersfrass.

Remargue — Attention : dans certains livres on définif une partie compacte comme une partie
qui est fermbée et bomée et le théoréme de Bolzano- Welenstrass est formulé en disant que « tout
compact posséde la propriété de Bolzano- Weierstrass ».

Démonstraion — Nous nous contenterons de la preuve dans B2, la preuve en dimension supé-
rieure est similaire. Soit A une partie fermée et bornée de B? et soit (1) oy ume suite & valeurs
dans A. Notons
8= {ug| ke M} C A

Mous evons tout d'abord alternative suivante :

1. soit § est un sous-ensemble fini et done il existe au moins un point a € 5 qui est atteint

une infinité de fois par ug. Alors on vérifie aisément que a est valeur d'sdhérence de la auite

2 zoit S est de cardinal infini.
Plagons dans le deuxiéme cas, puisque dans le premier cas il n'y a plus rien & faire. Nous utilisons
le fait que 4 est borné - AR > 0 tel que 4 C-Hm{ﬂ,ﬂ} = |-, A = [-R, A)]. On procéde alora
par dichotomie et on divise le carré Q) = [- R, R] = [- R, H| en quatre carrés plus petits

[-R,0] x [-R,0], [-R,0] x [0, R}, [0, B] x [-R,0] et [0, R] x [0, R].

Mais parmi ces quatres carrés il y en a au moins un (que nous appellerons Q) tel que SMGY soit
infini. On divise £ en quatre sous-carrés plus petits et on le méme raisonnement :
puisque S M)y est infing, il existe au moine un petit carmé Oy parmi les quatre qui composent
{h tel gue 51 Qo soit infini. Omn réitére cette opération indéfiniment. A 6tape n on note
Ln = [0n. by) ® [cn,dy) 1o carré ainsi construit. Nous avons obtenn une suite de carrés

Q222202
telle qua ¥n € M, § M Qg est infini. Ces inclesions se traduisent par les indgalités

dn = angd < byt S0 et on € onpt < dnpt < da.
Par ailleurs la construction par dichotomie entraine par une récurrence immédiate :

_by—a, R _dn—en R
bni1 —@ps1 = 5~ m et dpyg —enp1= 7~
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et donc les suites de réela (ag )y ot (b ) ey sont adjacentes et les suites (en)gen ot (dn ooy sont

adjacentes. Elles convergent respectivement vers @ (pour @a et bn) et vers y (pour on et dn). De
plus nous pouvons fabriquer une suite (2q, iy )pey telle que

YrneMN, (fn.um) € Qnns.
En particulier nous avons les inégalités
In = PnSby ot on < yn Sdn

et donc, puisque a, ot by, comvergent vers x, on en déduit que r, comverge vers r. De méme
on conclut que vy, comverge vers y. Mais par ailleurs {2y, %y) prend ses valeurs dans A (puisque
& A) : ceat le moment d'utiliser le fait que A est fermé : cela nous garantit que (r,y) =
himy, o (Tn. 1) € A Il ne reste plus qu'a montrer que [z, y) est valeur d'adhérence de la auite
(2the Jpopy- C'est & dire :

WemOWge M, 3k M telgue k>gqet||up— [2.0)]]|= < =

Pour cela, pour = > (I, nous choisizsons n € M tel gue /2" < = et nous allone piocher u
dansg 8§ M {lpyq : puisque cet ensemble est infini, méme en enlevant les g premiéres valeurs
{0, w1, -+« ,ug_1} de 8, on & tovjours {uk| & > g} MQnea # 0. Done on peat trowver & = g tel
que up € (pog. On peat montrer sussi facilement que (r, y) € Qg yq. Cela va nous permettre de
montrer que |jug, — (2, y))|e < /2" < = En effet nous oheervona que Qpyg est une boule

B, Rﬂﬂl}

pour la norme || - ||se, centrée en un point on. Bt comme ug et (2, 1) € Qo
Itk — (2. 9]l < ||tk — atnlloc + llon — (2.9}l = RfZ™H + Rj2%H = B2

Done (z,y) est valeur d'adhérence de {ug)pn.

Un résultat bien pratique
1l est commode de formuler la propriété de Bokano-Weierstrass d'une fagon légérement différente.

Proposition 12 Soi (E, N) un espace vecloricl norméd of A C E. Alors A est compact =5 pour
foule sufe {“i}k:;n‘ qui prend ses valeurs dans A, on pewf en cofrgire une sous-suife {“ﬁt]}m
qui converge vers une [imite £ £ A

Démmonstrafion — Supposons que A est compact et soit '[“E}h;ﬂ une suibe 4 valeurs dans A.
Alors, d'aprés la définition d’un compact, il existe une valeur d'adhérence £ € A pour cetbe auite.
Cela signifie que :

Ve OV¥WgeHM, JkcHtelque: k=g et Nu —f) <= (7)

Nous appliquons cela pour toutes les valeurs £ = -1-_1|_,—,, ol n € M, afin de construire une suite ex-
traite (vpn) qui converge vera £. Tout d'sbord en utilisant (7) avec £ = 1 et g = (), on obtient
qu'il existe k Eéﬁ tel que N (u,—£) < 1. Om note alora (0] := k. Puis on procéde par récurmence :
sUpposons que nous ayons dSfnd wgym, Wag1), - -+ 4 Ypgn), Wec i croissante et N {ugm) — £) < -1113,
pour m = 0,1,--- ,m. Nous appliquons alors (7) avec = = '1'-|-l+-FT et @ = w(n) et nows notons
w(n+1) la valeur de k ainsi obtenue. 11 est alors immédiat que {uw{nﬂm est une vraie sous-auite
(ie. w est croisant) qui comverge vers £
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La réciproque consiste & montrer que si A C E est tel que, pour toute suite {ug)g,y qui prend
g8 valeurs dans A, il est possible d'en extraire une sous-suite qui converge dans A, slors A
est compact. Pour cela il suffit de démontrer que =i une suite (ug),y sdmet une sous-suite
comvergente vers une limite £, alors £ est valeur d'adhérence de la suite. (Pest trés simple :
soit {“ﬂﬂ[ﬂl}nsh‘ la sous-suite qui comverge, alors We = 0, ¥g € M, on choisit n € M tel que
w(n) = g (c'est possible parce que o est strictement croissant, done lim, ... @{n) = +oo) et

Corollaire 2 Soi (E,N) un espace vecloriel normé ef 4 © E un sous-ensemble borné ef

fermé. Alors pour foute suife (ug)yen g8 prend ses valewrs dans A, il es possible d'en exfroire
une sous-suile {"‘F{E}}MN qui converge vers une Bmide f A

Théoréme 6 Soi (E,N) un espace vecforiel normd of 4 © E un sous-ensemble borné ef
fermé. Soif f @ A — R une foncfion continue, alors
1. f est bornde, c'est & dive : Vimage f{A) de [ e un sous-ensemble borné de R
2 f afteint scs bornes, c'est & dire - 5o m o= infacq flz) of siM = sup, 4 f(z), alors3z c A
tel que flz)=m of Ixr € A fel que f(T) =M.

Démonstration — Nous allons montrer que f est majorée, c'est & dire 37 > 0 tel que fz) < R,
Wx € A et que M = suppgcy f(x) est stteint. Le fait que f eat minorée et que m = infeca fz) et
atteint se démontre de la méme maniére. Commengons par raisonner par I'absurde et supposons
que [ ne soit pas majorée. Alors

VR>0,3xcd, flz)> R
En appliquant cela pour R = n, oit = € M, on construit une suite {I"'Jneﬂ de points de A telle que
firn) = n, ¥n € N. Or d'aprés le corollaire précédent, on peut extraire une sous-suite [rw[n}:lm
qui converge vers une limite £ £ 4. Mais par ailleurs f est contines, donc la suite [_f(:rp{"]}]m

comverge vers f(f). Cela entraine que cette suite est bornée, ce qui est contradictoire, puisque
flzym) 2 win), ¥n € M. Done f est majorée.

A présent soit M = supg- 4 f(x) < +oo. Par définition, M est la valeur réelle telle que :
[Mred flz)=M] e [fexl3IreAd tdgue: M —e< fir)<M].

Mous appliquons cels pour = = 11—, avec 1 £ M © cela nous garantit I'existence d'un zy, € 4 tel
que M — 'lﬁ = flzn) < M. Toujours grice au corollaire précédent, nous pouvons extraire une
sous-suite l::rw:.,,}]l qui comverge vera une limite £ £ A. 1l ne reste plus qu'd passer 4 la limite,
loreque 1 — +o0 dans les inégalités :

M = flrpm) = M,

|
~ 1+4+p(n)

en utilisant la contionité de f. Cela nous donne M < f{f) < M, donc f(f) = M. Done M est
afteint.

WVoici une premiére conséquence des résultats précédents sur les compacts.

Théoréme T Soif E un cspace vecforiel réel de dimension finde. Alors foufes les normes sur
E sond équvalenics.

Démonstration — Nous allons établir ce résultat en considérant des situations de généralité crois

sante.



1L om prend E = R™ et on montre que toute norme N sur R™ est équivalente &4 la norme ||-||...
a) Montrons que
=0, YreE N(r)<C|z||w- (8)

Pour cela soit (e1,--- ,en) 12 base canonique de B™. Alors pour tout = € R,

N(z) N(zieq + - + Tnen)
[z1|N(e1) + - - - |zn|N{en)

Cll# e

A A

oit & = N{er) + - - + N{|en). On & done (8).
b) Montrons l'inégalité imverse. L'idée est de considérer le sous-ensemble

§:={r e R ||zl = 1}

et ¢ := nfres N(x). 1] et clair que ¢ > (. Montrons que ef|z||e < N(z), Vo € E : en offet,
pour tout = £ R™, aoit # = 0 et alors cette inégalité est immédiate, aoit = & 0 et alors
LY p— .:-:N(L) =  elz)le < N(z)

[zl Al - )
A présent, nous pouwrrions avoir |'impression que notre preuve est compléte, sanf que... il
se pourrait que ¢ soit nul et alors cetbe inégalité ne servirait & rien! 11 faut done que nous
montrions que ¢ est non oul. Pour cela on remarque tout d'abord que (8) entraine aussi
que :

Vrye BT, [N(z) - N(y)| = Nz —y) = Cl|z — y]|..

d’oit 'on peut déduire facilement que N : (B®, || - ||o) — R est continue. De plus nous
obeervons que 5 est un compact de (BR", || - ||s). En effet § est Pintersection des fermés
Fm[ll, 1) et B® Y B..(0.1), et donc est fermé, et 5 est hien &idemment borné. En vertu
du théoréme 6, infzcs N(x) est atteint en un point de S, autrement dit 3z € § tel que
Niz) = e. Mous en déduisons 'information ectrémement utile que

zeS = &0 = £

Et done nous avons montré que N et || - ||ee étaient des normes équivalentes sur R".

2 on prend E = R™ et on montre que toutes les normes sur B™ sont équivalentes. Soient
Ny et Ny deux normes sur B®. Alors, d'aprés 'étape précédente, elles sont équivalentes
toutes les deux & || - ||ae ot donc, puisqu'on & affaire & une relation d*équivalence, elles sont
dquivalentes entre elles.

3. on prend un espace wvectoriel réel E de dimension n quelconguee. Choisissons une base
{1g,--- ,1y) de K, cela nous permet de construire un unique isomorphisme o : B* — E,
caractérisé par w(e) = w, ¥i € [l,n]. Alors 5 N et Nz sont deux normes sur E| les
applications Ny o ¢ et Ny o ¢ sont deux normes sur B, Done d'aprés I'6tape précédente,
les normes N1 ot et Na oo sont équivalentes, ce qui entraine sisément que Ny et Nz sont
equivalentes.

L'utilisation d'un isomorphizme ¢ : B™ — E comme dans la troisiéme étape de la preuve précé
dente permet d'une fagon générale d'étendre & tous les espaces vectoriels nornmés de dimension
fimie les résultats vus & propos de (B™, || - |le) :

~ 8i (E,N) est un espace vectoriel normé de dimension finie, si (E', N} est un autre space

vectoriel normé et si f 1 E — E' est une application linéaire, alors f est contime de (E, N)

vers (E', N') : nous avions vu ce résultat dans le cas ot (E. N) = (R™, || - ||se) (exemple d) de

la suite d'exemples de fonctions continues), il a'6tend o cas général grace an théoréme 7.
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- nous avions vu que les fermés bomés de (BT, |- ||..) sont des compects, cela g'étend amx fermés
bornée de nimporte quel espace vectoriel (E, N) de dimension finde.

Remarque — En général tous ces résultats sont faux s (K, N) et de dimension infinie. En

particulier un fermé bomé dans un espace vectoriel normé de dimension infinie n'est pas compact

en général !

Récapitulons les résultats principaux
& propos des compacts et de leur utilisation

— les fermés bornés d’un espace vectoriel normé de dimension finde sont des compacts

— gi K est un compact et 'i“*h-gn eat une suite 4 valeurs dans K| alors il existe une sous-guite
{ﬂ'ﬂk}}heﬂ de rn“l.]kEN et il existe ¥ € K tels que limy,__ .., (k) = £

~ aur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. Done, & poste-
rior, quand on parle d'ouverts, de fermés, de compacts, d"applications continues & valeurs dans
un tel espare, ou définies sur un sous-ensemble de cet espace, on n's pas besoin de préciser
pour quelle norme : toute propriété vraie pour une norme le sera antomatiquement pour toutes
les antres normes!
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