Chapitre 2 : Elasticité Linéaire Anisotrope

Objectif :

* Loi de comportement des matériaux anisotropes
(Loi de Hook généralisée);

e Différentes formes d’anisotropie;
e Expression des tenseurs de souplesse et de rigidité.

* Forme technique des constantes élastiques
(constantes ingénieur ).
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1. Introduction

2. Relations contraintes - déformations pour les matériaux
anisotropes

Rappel : Barre en traction simple

ce=S.0o o appliquée
(2.1)

o= Cle ¢ appliquée

C — Rigidité ou constante élastique
S — Fléxibilité ou coefficient de souplesse
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Loi de Hook généralisée mm) Généralisation des expressions de C etde S

Oij — Oz‘jki €kl
Pour un comportement élastique linéaire

(2.2)
€ij = Pijkl Okl
C'ijrr ¢ Tensur de rigidité, d’ordre 4 ;
Siji © Tensur de souplesse, d’ordre 4 ;
Forme matricielle
) )
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033 - - = = = T T = - €33
023 - - = = = T T = - €23
031 - - - - - - - - - €31 (2.3)
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Symétrie du tenseur des contraintes
_ L f
0 =05 = Cijrr = Ciig
Symétrie du tenseur des déformations (2.4)

€Ll = € = ikl = Sijlk

> e e e - A
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| | | 1
T93 - - - - - —— e —— €23
| ! | | | :
‘0'31 ,> — I —— —_ —_ —_ —_ - | — —_ —_— ‘631 | (2-5)
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Matrice de rigidité de dimensions 6x6
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Loi de Hook généralisée sous forme contractée

J; — (Y”FJ ?.T., j — l s (} (2.6)
Contraintes Déformations
Notation tensorielle Notation contractée Notation tensorielle Notation contractée
11 01 €11 €1
092 T2 €22 €2
033 03 €33 €3
Toz = 023 T4 Yoz = 2€23 €4
T31 = 031 05 V31 = 2€34 €5

T12 = 012 T6 V12 = 2€12 €6




Ci; posséde 36 constantes élastiques I Mais pas toutes indépendantes

> Concept de I'énergie de déformation

AW = o;de; @1 & o, agissant le long des de;
i ; Intégration i ] ;
dW = Cjje;de; == === > W= §C-¢ €€
: €; Ej
L (2.8)
, . . W #
D’une facon similaire, on peut écrire : ~ = = Cj
dEjdE-i
L’ordre de différentiation étant indiftérent Oz'j _ sz‘
(2.9)
. : . Q.
Et aInSI’ pUISque [S]:[C] Elasticité linéaire anisotrope S'E-.j - Sji 6
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op)

T23
T31

T12

Ji:C?@'jﬁj I,J?Zl,"' , 0 EIZS”GJ I;j 11 "’6
N ( 3 " ] ) i ]
011 012 Cvlg CVM Cl}; Clﬁ €1 €] Sl] 512 Sl:i -E“]I 51.”» 'E’rlﬁ ay
Cla Co Uy Cyy Chy Cyg €3 €2 Si2 S22 Saz Sa Sas Sy ep!
Ciz Cyy Cyz Oz Cz5 Csg €3 €3  _ S13- O3 S Sa S S % \ (2.10)
Cly Coy Oy Cy Cyy Cig Y23 23 Suu Soq Sy Su Sis S T23
Cis Cos Oy Cys Css Csg 731 f31 5'1-1 225 Sas 5:5 Sss Ss 31
Clﬁ Cgﬁ C'fg,ﬁ C-f46 C56 Cﬁg Y12 2 ) i Si6 S S S S Se6 T12
Contraintes Déformations
Notation tensorielle Notation contractée Notation tensorielle Notation contractée
11 01 €11 €1
T22 op €99 €9
033 03 €33 €3
T2z — 023 04 Yoz = 2€23 €4
731 = 031 05 V31 = 2€3 €5
T2 = 012 ot Y12 = 2€12 €6
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3. Symétrie du matériau

Principe : La matrice de rigidité doit conserver les mé
coefficients C;; pour une rotation de a travers le p
considéré.

Loi de transformation des tenseurs (voir chapitre 1)

-I-r _ AT . AT (2.11) A: matrice de tra_nsformat
T : Tenseur étudié

Le tenseur de rigidite C;; sera donné par
C'=T,CTF
Pour le tenseur de souplesse, S;; on ecrit:
S =T.5T"

T et T, respectivement les matrices de transformation des
tenseurs des contraintes et des déformations
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mes valeurs des
lan de symétrie

lon (rotation)

L (2.12)




3.1 Matériau triclinique

Matériau anisotrope

p

731

T12

Chy
Cha
C3
Cly
C1s
Cle

C'yo
C'ay
Cas
Cloy
C'os
Clog

21 constantes
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Cle
&
Cig
Clo
Cis
o

indépendantes

~

/23

~

/31

12
\

’

(2.13)



3.2. Matériau monoclinique

Le matériau admet un plan de symétrie

Exemple : plan 2-3 Rot (3, 4 )

Symétrie = O=nx

\ 9 ( ) | f f ] f | ( )
s o] Cip Cip Ciz 0 0 Cls €1
S : 09 Ciog Coy Cos 0 0 Oy €9

) 03 - Ciz Coz C33 0 0 O ) €3 | (2.1

23 0 0 0 Cy Ci 0 V23
e > 2 731 0 0 0 Cp Cs 0 31
/ Figure 2.1 12 Cig Co Cs6 0 0 Cgg Y12

1 \ / L . \ /

13 constantes élastiques indépendantes
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3.3. Matériau orthotrope

Le matériau admet deux plan de symétrie (et donc trois !)

'3 p B - '3 "n
3 0y Chp Cpp Ci3 00 0 €
P 02 Cig O G 0 0 0 €2
27,9497 g Cig Cyy Cyg 0 0 0 €3
";’/l;’/l;’l;" .5 { Y — i { v (2.15)
%%{// Tog 0 0 0 C"id 0 0 “2g
i 31 0 0 0 0 CEE 0 31
Figure 2.2
/ o T12 0 0 0 0 0 Cg 712
1 \ J | J \ J

9 constantes élastiques indépendantes

Remarques :

— une contrainte uniaxiale ne provoquera ni cisaillement ni torsion si elle est appliquée

suivant une direction de symétrie ;
— un cisaillement ne provoquera ni allongement ni torsion s’il est appliqué dans un plan de
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3.4. Matériau isotrope transverse

Le matériau orthotrope présente en plus, un axe de révolution, c’est - a - dire dans 'un

des plans de symétrie, les propriétés élastiques sont indépendantes de I'orientation considérée.

Plan 2-3 = Plan d’isotropie Rot (1,0) ; € quelconque

'8 3y B f 3
01 Cyp Cip Ciz 00 0 €]
09 Cp Oy Cig 00 0 €2
03 Cig Cig Cyy 00 0 €3
< = { s (2.16)
T3 0 | 0 6?44 | 0 "3
731 0 0 0 0 C-L-’l 0 1
Figure 2.3 (T2 )| 00 0 0 0 (Ch-0Cy))2 ]\ e

5 Constantes élastiques indépendantes
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3.5. Matériau isotrope

Tous les plans sont des plans de symétrie

723

T3

T12

Oy Cp O 0 0 0
Cy Cyy Ciy 0 0 0
Cpy Cp Cyy 0 0 0
0 0 0 (Ch=Ch)/2 0 0
0 0 0 0 (Cyy = Ca) /2 0
0 0 0 0 0 (Cu-Ci)f2

2 Constantes élastiques indépendantes
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Coefficients de Souplesse :

Anisotrope (21 constantes indépendantes)

Monoclique (13 constantes indépendantes) symétrie autour de 2 =0

r €1 ‘ Si Siz Siz S Sis Sie ( a1 ‘ ( €1 N Spp Siz Sz 0 0 S ( a1 ‘
€3 Si2 Saz Sag Sy Sas S P €2 S1z S22 S 0 0 S 02

< €3 | _ Sz Saz S3z Sz S3s Ssp < Ty > €3 - Sy Ssy Si3 0 0 Sy 4 o3 |
723 Sy S2a Sz Sia Sis Sae T23 Y23 0o 0 0 Sy Siz 0 T23
731 Sis S2s S35 Sus Sss e T31 731 0 0 0 Si S; O 731

ey | S S S S Sse Ses | | Tz | | 2 | S16 S Sk 0 0 S | | T2

Orthotrope (9 constantes indépendantes) Isotrope transverse (5 constantes indépendantes)Plan de symélrie 1-2

r €1 ‘ i S Siz Sz 0 0 0 1( J ‘ f €1 ‘ -Su Sz Si3 00 0 1( 01 \
€9 Sia S Sey 0 0 0 o9 €2 Siz2 Suu Si3 0 0 0 (op)

) €3 - Sig Syg Se3 0 0 0 o > €3 - Sig Sz S 00 0 < 03 >
Yoz 0 0 0 Sy 0 0 To Vo3 0 0 0 Sy O 0 T23
a1 0 0 0 0 Ss5 0 Ta1 731 0 0 0 0 Sy 0 31

[ 2 i 0 0 0 0 0 Seg 'y e 0 0 0 0 0 2(57-512) 1 72

) Isotrope (2 constantes indépendantes) .
€1 Su Sz Sie 0 0 0 o1
€9 S12 S Sia 0 0 0 09

(2.18) < €3 - Sis S92 Sy 0 0 0 < 04 >
Y23 0 0 0 2(S11 —S12) 0 0 Tog
a1 0o 0 O 0 2(511 — Si2) 0 Ta)

) [0 0 o0 0 0 28— S12) | | 7o |
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Forme explicite des coefficients de souplesse et de rigidité?

Slj:?’ Cljz?

O
\J
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4.1 Relation déformations — contraintes dans le cas d’un matériau orthotrope

L'exemple type d’'un matériau composite a architecture orthotrope est : Le pli
composite unidirectionnel (Figure)

1, 2 et 3 sont appelés axes d’orthotropie.

La relation déformations — contraintes s’écrit
sous forme matricielle :

( & ) _Sll S, S5 0 0 0 | ral\
& S, Sy S 0 0 0|0,
X & > = 813 823 833 0 0 0 < s > (2.19)
S N ) V23 0 0 0 S, 0 0|z,
] . Va1 0 O 0 0 S, 0 ||zy
7. |0 O 0 0 0 Sg | 7]
l )
|
Matrice de Souplesse
Comportement Macro-Mécanique d’un pli 19
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Principe :

Des sollicitations mécaniques simples sont appliquées a la structure, connaissant le
chargement ou contraintes. Les déformations résultantes étant mesurées, on
détermine directement les coefficients de souplesse Sj; .

Considérons I’état de contraintes définit par :

0,=0 et o, = 0, 1=2,6 Module d’élasticité
longitudinal dans la

_ direction des fibres
La relation (*) donne :

Analogie avec le

& = 8110'1 > Sll _ & :,g]; \ @ asisotrope
f _
S o, \\El y oc=E.¢
&y = 9210

S — g _ & _ & 1 121\ (2.20)
&3 3101 — 21 g E,

Coefficient de Poisson
dans le plan 1-2

— S V13

El
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Considérons I'état de contraintes :
Module de cisaillement

dans le plan 2-3
o,=0 et o,=0

. . 7/23 . 1 Analogie
Voz =Splps = Sy =—""= 221) = G.y

Module d’élasticité transversal dans le plan 2-3

Conclusion
E\, E2, Es : les modules de Young dans les directions 1. 2 et 3 respectivement ;
vij = coefficient de Poisson pour une déformation transversalle dans la direction j due a

une contrainte dans la direction ¢, telle que,

vij = —& (2.22)

for o; = o et toutes les autres composantes nulles

Gas, Gs1,Gya : les modules de glissement dans les plans 2-3. 3-1 et 1-2 respectivement.
On rappel que, le matériau orthotrope considéré posséde toujours 9 constantes indépen-

dantes puisque :

Comportement Macro-Mécanique d’un pli

. . 21
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Forme explicite de la relation (2.18)

1 va va 45 o o
E, E, E,
: e L Y2 9 o g
& | E, E, E, (o, |
2 Mz Vs i 0 0 0 O3
< E; _ E, E, E, < O, > (2.23)
/23 0o 0o 0 — o o ||
V31 Gy T3
71z o 0 0 O Gi 0 |l
31
0 0 0 0 0 Gi
| 12
iy Vi .
L = ii=1,2.4 (2.24)
E B 7
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Relation contraintes — déformations

To3

731

2

Matrice de rigidité
1

|
Cn Cp Ci3 0
Cip Cp Gy 0
Cig Cp Cy 0
00 0 Oy
0 0 0 0 s

0 0 0 0 0 Cyg

Comportement Macro-Mécanique d’un pli
composite unidirectionnel

€3

23
31

12
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Forme symbolique

iy
I
Il
LA

- 811 Fry— 55, 51051 5—Fa3.5y] (2.25)
L= —7% Clag = 5

" 1 — 1 1

Cas = 55 I:I5'5_5'55 Do = 55

¥ - -3 - O O
s — Saa5s + 251050353

Forme Explicite

g = 1 — ria529gs
By Eyf
e b + mypds pae - solnas
12 = T EoEa FLELN
s — gy Loy Bag _ Mis + yatiag
o Em M E Ea
Can — 1 — rrysmess
By s
Com — tgm + Mol Bas b Mo tn
EyEaf EyEaM
P — 1 — gty
By o | — _ _ D et
4 — Gas A— Pialioy — Voglign — Myl 11Vl

EyEq ks
Clem — w1

Cee o
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4.2 Restrictions sur les constantes élastiques

Matériaux isotropes

- www.auxcetictechnologies.com

2(1+v)

b

E et GG sont toujours positifs, v > —1 (2.27)

Déformation volumétrique sous I’action d’une pression hydrostatique p:

P p E 1
‘1} — T = p— = _?_ r: S
A tS = TR0 K = o, 0
l<v<-: (2.28)
— L;"' —_ .
2
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Matériaux orthotropes

S11, 522, S33, Saa, Sss, Ses = 0 — E\, By, By, Gos, Gy1, G1p > 0 (2.29)
Ci1,Ca, Ca3, C1a, Css5, Cog > 0 Wy (1= vyguigy) (1 = vyg01) , (1 = vigyy) >0 230

A =1—= w1y = gy = Ugyg = arliplyy > 0 231

E, 1/2 E, 1/2
Y Y 2 —— —
Saz| < (S22.533) [var] < (EI) paf < (Eg)
Sta| < (S11533)° <mmh |lvaa| < (E—B) |3 < (%) (2.32)
2 3
Y Y 2
Sta| < (S11592) ] < E, 1/2 | < Ey 1/2
13 Es V31 E,
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