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CHAPITRE 1

EDP D’ORDRE 1-METHODES DES
CARACTERISTIQUES

1.1 E.D.P. linéaires du premier ordre



1.1. E.D.P. LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

1.1.1 E.D.P. linéaires du premier ordre

Définition 1.1. On appelle une E.D.P. linéaire du premier ordre une équation
fonctionnelle de la forme :

ou ou

filz, o xp,u)=— 4+ ...+ fulxr, . ap,u)=—— = g(21, ..., Ty, 1)
8x1 axn
ou f; et g sont des fonctiones donnnees de xy,...,x, et u, ot u est une fonction
non connue de xq,...,T,.

Définition 1.2. On appelle une E.D.P. linéaire du premier ordre a 2 variables
réelles une équation fonctionnelle de la forme :

.05 + gley0) 5 = i), (5)
ou f, g et h sont des fonctiones donnnees de x,y et u.
Exemple 1.1.
ou  Ou
. —+—=0
ox + dy
ou ou
2. — — =0
ox + xyc?y
ou ou
3. (22 —1)— +20y— = —4
(@ =)o+ Yoy Y
ou Ou
4 2 2 - - — _
(x +y)(ax 83/) r+y+u

1.1.2 Systémes différentiels-Intégrales premiéres

Définition 1.3. Le systéme différentiel

(d
d—f = f(z,y,u)
d

4 d—i = g(x,y,u)
du
= _h

k dt <x7y7u)7

qui s’écrit plus symétriqguement

dx _ dy _ du (S)

fla,y,u)  glz,y,u)  h(x,y,u)’

s’appelle systeme caractéristique de (E).



1.1. E.D.P. LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

Théoréme 1.1. Deux fonctions f et g sont fonctionnellement indépendantes dans
D de R? si et seulement si :

of 9f of
Lerang du dterminant A = % % % est2dans D.
dr Jdy Ou

1.1.3 Solution générale d’'une E.D.P. linaire du premier or-
dre

Théoréme 1.2. Les solutions de equation sont les intégrales premieres du
systéme caractéristique (|S)).
Théoréme 1.3. Pour résoudre l’équation , on considére deux cas

1. On examine si h(x,y,z) = 0 définit une solution.

2. Dans le domaine h(x,y,z) # 0, on cherche 2 intégrales premiéres @1 et o
du systéme caractéristique (|S))

Toute solution est alors définie par F(¢1,01) =0 ou 1 = F(ps2).

1.1.4 Exemples

Exemple 1.2. Déterminer la solution générale de l’équation

ou_ on
xax yay—u.

Solution.
Le systéme caractéristique associe est
dv dy du
r Yy wu

On cherche les intégrales premiéres :

on a
d d d d
_x:_y:>/_y_ —x:O:>1n(y)—ln(x):k:>1n<y>:k:>g:cl,
Z ) Y € x T

alors le premiere intégrale

901(35797“) = % =

. D’autre part
d d d d
—xz—“;»/—“— Z 0= @) =k=mn(2)=k=2 =0
x u u x x x

4



1.1. E.D.P. LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

alors le deuxiéme intégrale

u
g@(x,y,u) - ; = Co
Par conséquent, la solution général s’écrit
Yy u
F(<101<x7y7 U), @2(‘7;7 Y, U)) = F(E? E) = 07

d’ou

_ v _~Y _ Y
902—G(<P1):>x G(x):>u CL’G(m)?

oll F et G sont des fonctions arbitraires de classe C.

Exemple 1.3. Déterminer la solution générale de I’équation

ou ou
— +2— =0.
ox * dy o
Solution.
Le systéme caractéristique associe est
dr dy du
1 2 —u
On cherche les intégrales premiéres.
M w4 1 1
z Y
—_— = — _ — fry _ fry 2 —_ —
: 2:>/dw 2/dy 0==x 5Y k=2r—y=nc,

alors le premiére intégrale

QOl(fL',y,U,) =2x — y=a
. D’autre part

dx

d 1
1 :—u:>/dm+/—du:O:>x+ln(u):k:uexp(x):cg,
—u u

alors le deuxiéme intégrale
pa(x,y,u) = uexp(x) = cs.
Par conséquent, la solution général s’écrit
F(ei(z, y,u),pa2(x,y,u)) = F(2z — y,uexp(z)) = 0,
d’ou
w2 = G(p1) = uexp(zr) = G2z — y) = u = exp(—z)G(2x — y),

ol F et G sont des fonctions arbitraires de classe C.
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Exemple 1.4. Déterminer la solution générale de I’équation

ou ou B

Solution.
Le systéme caractéristique associe est

d
—x:d—y, du = 0.
y -

On cherche les intégrales premiéres :
on a

d d 1 1
—x:—y:>xdx+ydy:():>§x2+§Y2:k:>x2+Y2:cl,
y -z

alors le premiére intégrale
@1(‘%‘7:%“) = ZE2 + Y2 =

. D’autre part, on
du =0= u = co,

alors le deuxiéme intégrale
wa(x,y,u) = u = cs.
Par conséquent, la solution général s’écrit
F(pi(,y,u), 022, y,u)) = F(2® +y*,u) =0,

d’on
2 = G(p1) = u=G(z*+ ),

oll F et G sont des fonctions arbitraires de classe C.
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1.1.5 Probléme de Cauchy

Définition 1.4. On appelle courbe caractéristique de l’équation les solu-
tions de son systéme caractéristique .

Théoréme 1.4. 1. Par chaque courbe caractéristique il passe une infinité de
surfaces solutions.

2. Par toute courbe vy caractéristique en aucun point passe une solution unique
de (E), on Uappelle la solution au probléme de Cauchy relatif a .

A

a c a—+c
R 1.1. §1 — ===\ =
emarque Zb 7 <:>b—|—d



1.1. E.D.P. LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

1.1.6 Série de TD

Exercise 01. Déterminer la la surface de 'E.D.P suivante

qui contient la droite D

Solution.
Le systeéme caractéristique associe est

d_:c dy du

x y:a:er'

On cherche les intégrales premiéres :
on a q P
x
—:—y:>ln|y|—ln|:c|:k:>1n‘y‘ :kéy:cl,
y x x

alors le premiére intégrale
Y
o1(x,y,u) = = = ¢1.
x
D’autre part, on
dr+dy  du

= =Sdu=dr+dy=u=x+y+c=>u—x—y=Co,
Tty T+y

alors le deuxiéme intégrale

wo(T,y,u) =u —x —y = Co.

Indépendance
D’aprés le théoréme ((1.1]), on trouve ¢ et ¢y sont independante, par conséquent,
la solution général s’écrit

02:<p2:G(g01):>u:x+y+G<%),

olt G est fonctions de classe C*.
On cherche la surface intégrale

x-I—y—l—G(%) - w, (3
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De (1), (2) et (3) on a
u=14+y+Gy)=0=G(y) =—-1—uy,
ce qui définie la fonction G' comme suit
Gla)=—-1—a.

par conséquent, I’équation de la surface cherchée est

u:x—i—y—l—G(g):x—i—y—l—y.
x x

Exercise 02. Déterminer la la surface de 'E.D.P suivante

you ou  —2xy

y% xa_y_ (T

qui et passant par la circonférence

2?2 +y? =16
u = 3.

Solution.
Le systeéme caractéristique associe est

dz
y —x  —2xy

@ udu

On cherche les intégrales premiéres :

on a q P
. NN —xdr = ydy = xdx + ydy =0 = 2> + > = ¢4,
y -z

alors le premiére intégrale
pi(@,y,u) = 2" +y* =ci.
D’autre part, on

d d d
4y _ udu :>dy:M=>udu:2ydy:>u2:2y2+62:>u2—2y2:cg,
—r  —2xy 2y

alors le deuxiéme intégrale

QDQ(Z',y,U) = u2 - y2 = Ca.
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Indépendance
D’aprés le théoréme (|1.1)), on trouve ¢ et ¢, sont independante, par conséquent,
la solution général s’écrit

¢ =3 =Gp1) = v’ =2 + G (2* +¢°),
ol G est fonctions de classe C.

On cherche la surface intégrale

$2+y2 = (1, (1)

U2 - 2y2 = 0(, (2)
4y = 16,  (3)
u = 3, (4).

on a
ot =42+ -2 =+ =9+16—2y2 = ¢, = —c; + 25 — 2y
ce qui définie la fonction G comme suit
G(a) = —a + 25 — 2%
par conséquent, I’équation de la surface cherchée est
u? :2y2—|—G(x2+y2) :2y2—x2—y2+25—2y2:>u2: —x2—y2+25

= u? + 2% +9? = 25.

Exercise 03. Déterminer la solution de 1’équation suivante

ou ou 0
—_— —r— = ,
& dy
qui passent par l'ellipse
2 2 2
*+y—-1)*=r
( ) m, y € R.
u = my,
Solution.
Le systéme caractéristique associe est
d d
W0, du=o.
Y —x

10
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On cherche les intégrales premiéres :
on a

d d
—x:—y:>—xdx:ydy:>xdx+ydy20:>x2+y2:cl,
Yy —T

alors le premiére intégrale
pi(z,y,u) =2 +y* = 1.

D’autre part, on
du = 0= u=co,

alors le deuxiéme intégrale

QOQ(I,y,U) =Uu = Cy.

Indépendance
D’aprés le théoréme ([1.1]), on trouve ¢ et ¢y sont independante, par conséquent,
la solution général s’écrit

0o = G(p1) = u=G(2* +y?),

ol G est fonctions de classe C.
On cherche la surface intégrale

2y = e, (1)

u = ¢, (2

P y-1)* = (3)
u = my, (4).

De (1) et (3) on a
Pt (y-1)? =2ty —y+l=r=c -2yt l=r'=c —r’+1=2y

De (2) et (4) on a
CQZmyiy:%.
m

On a 5
c

cl—r2+1:2y=>cl—r2+1:—2.

m

d’ou m m
cy = E(Cl 4+ 1) e G(q) = 5(01 —r?41),

11



1.1. E.D.P. LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

ce qui définie la fonction G' comme suit

m

Gla) =2

(@ —7r*+1).

par conséquent, ’équation de la surface cherchée est

u=G(p1) = %(ﬁ +y? —ri 4+ 1).

Exercise 04. Déterminer la solution générale de I’équation suivante

ou @

@+ DG+ =D

pe =(x+y).

Solution.
Le systéme caractéristique associe est

de dy  du
r+1 y—1 x4y

On cherche les intégrales premiéres :
on a

d d -1 ~1
v :—y:>ln|y—1|—ln|x+1|:k:=>1ny — k=Y =
r+1 y—1 T +

alors le premiere intégrale

o1(x,y,u) = =c.

x+1
D’autre part, on

dr+dy  du
r+14+y—1 ax+y

= du=dr+dy=u=ac+y+c=u—r—y=cy,

alors le deuxiéme intégrale

ooz, y,u) =u—x — Yy = Co.

Indépendance
D’aprés le théoréme ([1.1)), on trouve ¢ et ¢y sont independante, par conséquent,
la solution général s’écrit

y—1
Co = o (p1)=>u=x+y+ (—x+1>’

12
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ol G est fonctions de classe C.

Exercise 05. Déterminer la solution générale de ’équation suivante

Solution.
Le systéme caractéristique associe est

dx dy du

wy ya? (2% gt

On cherche les intégrales premiéres :
on a

d d d d 1 1
—xz:—y2:>—x:—y:>xdx:ydy:>—x2——y2:k:>x2—y2:cl,
Ty YT Y T 2 2

alors le premiére intégrale
901(1‘7:%“’) = IQ + y2 = C1.

D’autre part, on a

dv  dy du N ydr  xdy du
zy? yr? (@2 +yPu T oayt oyt (24 yPu
ydx + xdy du ydx + xdy du
= — = =
oy +yrd (@24 yPu o ozy(y+2?) (24 yP)u
alors
d d d d d
vty S ) eyl 4 k=t = S ks L ey
xy u xy u xy

alors le deuxiéme intégrale
u
WQ(fU,y,U) = — = Ca.
Y

Indépendance

D’aprés le théoréme (|1.1]), on trouve ¢ et ¢y sont independante, par conséquent,
la solution général s’écrit

02 = G(p1) = iy = G2 —12) = u = 2yG(a — ¢?),

13
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ol G est fonctions de classe C.

Exercise 06. Déterminer la la surface de 'E.D.P suivante
10u 10u
_ + - =
xdxr Yoy

v =u
z = 0.
Solution.

Le systéme caractéristique associe est

de dy du du
T:Z(:):de:ydy:z.

4,

qui et passant par la parabole

Y

On cherche les intégrales premiéres :
on a

RI}—*|

zdr = ydy = ydy — xdx = 0 = y* — 2% = ¢4,
alors le premiére intégrale

e1(z,y,u) =y* —2° = c1.

D’autre part, on
du 9
ydy:z:du—élydy:O:U—Zy = ¢y,
alors le deuxiéme intégrale

©am,y,u) = u —2y° = co.

Indépendance
D’aprés le théoréme ((1.1)), on trouve ¢ et ¢, sont independante, par conséquent,
la solution général s’écrit

2 = Glp1) = u—2y" = G(y* —2*) = u = 2" + G(y* — 2?),

ou G est fonctions de classe C*.
On cherche la surface intégrale

2+ Gy’ —2%) = u, (1)
y' o= u, (2
r = 0, (3).

14
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De (1) et (3) on a
u=2y"+G(y°) & G(y*) = u — 2y

De (2), on a
Gy')=u—2y>=y* —2y° = -y

ce qui définie la fonction G comme suit
G(a) — a.
par conséquent, I’équation de la surface cherchée est

u=2y*+ Gy —2%) =2 —y* + 27 =y + 27

u:x2+y2.

15



1.2. E.D.P. NON LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

1.2 E.D.P. non linéaires du premier ordre

1.2.1 E.D.P. non linéaires du premier ordre

Définition 1.5. On appelle une E.D.P. non linéaire du premier ordre une équation
fonctionnelle de la forme :

F(z,y,2,p,9) =0, (E)
oup:g—;, q:g—;, z=u(x,y).
Exemple 1.5.
L. pP+q=y
2.pq—1=0

3. upg—p—q=0

1.2.2 Résolution de ’équation (E)

On notera par

OF OF oF oF oF
X=—,Y=— /=— P=—, = —.
ox Jy 0z op dq
Définition 1.6. On sait que si on en connait une intégrale compléte les solution
de cette équation sont :
1. Les surfaces d’intégrale compléte.
2. l'enveloppe a deux parametres.

3. Les enveloppes de famille a un paramétre.

Remarque 1.2. Une famille a deux paramétres de solution de (E). Cette famille
s’appelle une intégrale compléte de (E).

Le théoréme suivant permet de trouver une intégrale compléte

Théoréme 1.5. Recherche d’une intégrale complete :

1. On cherche une intégrale premiére H du systéeme (S) suivant

dv dy  dz dp dq
P Q Pp+Qq X+pZ Y+qZ

D(F,H)
D(p,q)

tell que

16



1.2. E.D.P. NON LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

2. Pour chaque valeur de A\, on calcule p et q solutions du systeme

F(x,y,2,p,q) =0
H(x,y,2,p,q) =\

p et q fonctions de x, y, z et \.

3. z étant fixé, on résout pour chaque \ (et chaque z) l’équation
pdx + qdy = 0,
les solutions sont définies implicitement par une relation ®(\, z,x,y) = ¢(z2)

(p(z) est une constante en x et y).

4. On choisit xo celui ci étant fixé, on détermine ¢(z) en imposant que

(I)()‘7 %, L0, y) ¢(’Z>

soit solution de :
(w0, y, 2)dy —dz =0

Alors G(z,y,z, \, 1) = (N, z,x,y)¢d(2) + 1 est une intégrale complete de
F(x,y,z,p,q) =0.

5. On peut également procéder en fixant y = yo et chercher une fonction ¥ de
sorte que

CD(Aa 2, T, yO) ¢(z)
soit solution de :
pdr —dz =0

Alors G(z,y,z, A\, 1) = P\, z,x,y)(z) + 1 est une intégrale compléte de
F(z,y,2,p,q9) = 0.

Remarque 1.3. Soient A et B deuz fonctions de classe C* dans un ouvert Q0 de
R2. On appelle facteur intégrant de I’équation

A(z,y)dz + B(z,y)dy =0

une fonction « telle que

(A otey) = 5

5 (Blz,)a(z,v)).

17



1.2. E.D.P. NON LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

Exemple 1.6. Trouver une intégrale compléte de :
2pq—p—q=0.

Solution.
1. Le systéme (.5) est

de  dy dz ~dp  dq
2q—1 zp—1 2zpg—p—q P?q Q’p
On a d dg  dp d
o b dr_
P*q @?p  p  q q
alors le premiere intégrale
P
H(p,q) = ~=.
q

D(F,H)
D(p,q) 7 0.

On vérifie immédiatement que

2. On résout
{ZW%%zmﬂ)=0

H(z,y,2,p,q) =\

On a
A+
zpg—p—q=0 p=—
=
2= CA+1
1= 7\
3. X et z étant fixé, on a
A+1 A+1 A+1
pdx + qdy = + dx + i dy = i (Mdz + dy) =0,
z Az Az
alors, les solutions sont définies par
e +y=k

donc
O\, z,z,y) = A\x +y.

4. On ce fixé y = yo = 0.
On cherche une fonction ¢ (z) telle que la fonction donnée par :

W(z,x,\) = ®(\, z,2,0) —(2).

soit solution de I’équation
pdx —dz = 0.

18



1.2. E.D.P. NON LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

Soit

pdr — dz = )\jldx—dz: (A+ 1)dx — 2dz = 0.
On a
W(27$7A) = (D()\v Z, T, 0) - "éb(z) = A1 — 770(2)7
alors oW oW 26(2)
z

Par comparaison, on trouve

dZiZ) =z=1(z) = %zQ +C.

On a par suite, une intégrale compléte de 'équation (F) est
2

19
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Exemple 1.7. Déterminer la solution de ’équation :

0:\" (92 _, g
ox oy y="u

Solution.Nous avons 1’équation

P +q-y=0.
1. Le systéme (.5) est
de dy  dz  dp  dg
2p 1 2p2+yq 0o 1

On a

alors le premiére intégrale

H(xz,y,2,p,q) =p= A\

D(F,H)
Dira) 7 O

On vérifie immédiatement que

2. On résout
F(z,y,2,p,q) =0
H(xz,y,2,p,q) =\

pPPH+qg—y=0 p=A
=
p=2A g=y—N

3. )\ et z étant fixé, on a
pdx + qdy = Mz + (y — N\*)dy = 0,

alors, les solutions sont définies par

y2
Ax+E—A2y:k

donc
y?
SN z,z,y) = Az + 5~ Ny

4. On ce fixé y = yo = 0.
On cherche une fonction ¢ (z) telle que la fonction donnée par :

Wi(z,z,\) = ®(\ z,2,0) — ().

20



1.2. E.D.P. NON LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

soit solution de I’équation

dz.

pdxr — dz = 0.
Soit
pdr — dz = Adx — dz = 0.
On a
W(z,z,A) = ®(A, 2,2,0) = ¥(2) = Az — ¥(z),
alors - o a6 (2)
z
Par comparaison, on trouve
d
%”:1:,¢<z):z+a
On a par suite, une intégrale compléte de I’équation (FE) est
y?
G(xvyaza)UM) :)\1’4—? —>\2’y—Z+IU,IO

21
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Exemple 1.8. Déterminer la solution de ’équation :

xp+yq — zpqg = 0.

Solution.Nous avons 1’équation

1. Le systéme (.5) est
dx dy dz dp dq

r—29 y—zp pr+qy—2zpq pq—p Ep—q

dp dg dp dq dp dq _p

e @—:—#—:)\’

= =N
Pq—p ¢p—-q plpg—1) qlep—-1)  p q ¢
alors le premiére intégrale
p
H(x7y727p7Q) = E = >\

On vérifie immédiatement que %(5)’21)) # 0.

2. On résout
{ F(xayazapaQ) =0

H(z,y,2,p,q) = \.

zp+yq—2pg =0 p =2
=

P _ Azty
q A q= Az

3. )\ et z étant fixé, on a

A A A
pdx + qdy = ijydaz:—i— m+ydy: ijy()\dx—i-dy)zo,
Az Az
alors, les solutions sont définies par
Az +y)* =k

donc
D(\, z,7,y) = Az +y)*.

4. On ce fixé v = 29 = 0.
On cherche une fonction ¢(z) telle que la fonction donnée par :

Wi(z,y,\) = ®(\, z,y,0) — (2).
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1.2. E.D.P. NON LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

soit solution de I’équation

qdy — dz = 0.
Soit
qdy — dz = %dy—dz:()@ydy—)\zdzzo.
On a
W(z,2,0) = (X, 2,0,y) — ¢(2) = y* — ¥(2),
alors oW oW 26(2)
z
d A) = —dy+ —dz =2ydy — ——=dz.
W(z, z,A) oy Wt gy =y - = dz
Par comparaison, on trouve
dy(2)

ek . )2
7 20z = Y(z) = A+ C.

On a par suite, une intégrale compléte de I'équation (E) est

G(x,y, 2, \p) = A +y)? = A2 4+pu=0, e=+1
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1.2. E.D.P. NON LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

Exemple 1.9. Déterminer la solution de ’équation :
P+ —rz—y=0.
Solution.Nous avons I'équation
F(z,y,2,p.q) =p°+¢" —z -y =0.

1. Le systéme (.5) est

dv dy dz _dp dq
20 2¢ 2p2+2¢2 1 1°
On a p p
2—w:Tp:>dx:2pdp:>p2:x+)\:>p2—x:)\,
P

alors le premieére intégrale

H(xayazap7Q) :p2_$:)\

On vérifie immédiatement que %(53’2[)) # 0.
2. On résout
{ F(z,y,2,p,4) =0

H(Zv,y,Z,p, Q) = A

ex1.

q=cvy— A

pr—x =\

{p2+q2—x—y=0 {p=6\/m
=

3. )\ et z étant fixé, on a
pdz + qdy = eV X + zdx + 5\/y——)\dy =0,
alors, les solutions sont définies par
5%()\ + )% 4 ga(y — N =k

donc 9 5
O\, z,x,y) = 55()\ +2)%? + ag(y — A2 e+ 1.

4. On ce fixé x = 27 = 0.
On cherche une fonction 1(z) telle que la fonction donnée par :

W<Z7y> )‘) = CI)()‘VZay?O) o w(z)
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1.2. E.D.P. NON LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

soit solution de I’équation

qdy — dz = 0.
Soit
qdy — dz = e(y — \)Y?dy — dz = 0.
On a
2 2
W(Za xz, )‘) = CI)()\’ <, 07 y) - ¢(2) = 55)\3/2 + gg(y - )‘)3/2 - ¢(2>7
alors oW oW a(2)
d N =l dy+ Sde = e(y — \)V2dy — Pz,
W(z, z,A) oy W g% ely —A)Fdy — ——dz
Par comparaison, on trouve
%@) = 1ldz = Y(2) = z+ C.
z

On a par suite, une intégrale compléte de ’équation (F) est

Gy, 2\ p) =eA+2) 2 +e(ly— N2 —2+p=0, e+1
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1.2. E.D.P. NON LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

Remarque 1.4. Dans le cas
F(p,q) =0

la solution est de la forme
z2=r+ny+u

ou sont des constant telles que
FAn) =0&n=f(A).
Donc une intégrale complete I’E.D.P donné est
z=Ax+ f(N)y + p.
Exemple 1.10. Déterminer la solution de [’équation :
PP +q’ =k,
ou k est constant

Solution. Nous avons ’équation
F(p,q) =p*+¢ —k*=0.
On a
FO =N+ -k =0’ =k-N=np=cVk2- )2, c+1.
on obtient une integrale compléte

2= +evVk? — Ny + p.
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CHAPITRE 2

EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES LINEAIRES DU
SECOND ORDRE
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2.1. E.D.P. LINEAIRES DU SCOND ORDRE

2.1 E.D.P. linéaires du scond ordre

Définition 2.1. Une E.D.P. quasi-linéaire du second ordre est une E.D.P. de la

forme :
0*u 0%u 0*u
a(%y)@ + 2b($7y)ax—ay + c(z, y)a—yQ
L’inconnue est la fonction u(z,y), p = %, g=2 a,b,cetF sont trois fonctions

. Y’
données dans un domaine €.

= F(z,y,u,p,q). (E)

Définition 2.2. On appelle une E.D.P. linéaire du second ordre a 2 variables
réelles une équation fonctionnelle de la forme :
0? 0%u 0%u ou

U ou
Z 42 ~ - — = F(z,y).
a(z,y) 55 +2b(z, y)axay%(:v, Y) 57 +d(z,y) - +k(z,y) 9y +9(z, y)u = F(z,y)
(E)

oua,be,d, k, getf sontdes fonctiones donnnées de x,.
Exemple 2.1.
9%u 9%u 9%u _
1. W—l—%—l—a—yg—U—O.
9%u d%u _
D20y -+ 2 +u=c.

2.

2u 2u
3. y2u+ Qxyaazay +u =22
4,

92u ou 0%u
LY 572 + u@y ozxdy 1

Remarque 2.1. La solution générale d’une EDP mnon homogéne est la somme
d’une solution particuliere de I’EDP non homogéne et d’une solution générale de
I’EDP homogéne.

2.2 Classification des équations

Définition 2.3. Une E.D.P du second ordre (E|) est généralement classée en trois
classes

1. Une équation telle que b* — 4ac > 0 dans un domaine Q) est dite hyper-
bolique dans ce domaine.

2. Une équation telle que b*—4ac = 0 dans un domaine Q) est dite parabolique
dans ce domaine.

3. Une équation telle que b*>—4ac < 0 dans un domaine §) est dite elliptique
dans ce domaine.
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2.3. CARACTERISTIQUES

Exemple 2.2. Classez les équations aux dérivées partielles du deuziéme ordre

sutvants
52 A%u __
1. (%2 + o5 = 0

9%u 2u
2.9 8:)02 +4amay + W =0

8u ou __ .2
3w 2\/ 89381 +y 8y 3% =T1Y.

Solution.
1.
H+ 28 =0.
Onaa=1, b=0, c=1 alors
b —ac=-1<0,
donc I’équation est elliptique.
2 2
812 + 48:v8y + ng = 0.
Onaa=1, b=2, c=1 alors
62—ac:4—1:3>0,
donc 'équation est hyperbolique.
3
8332 2\/_83381 + Bau = xzy”
Onaa=ux, b——\/_y, c—yalors
bQ—ac:xy—:Cyzo,
donc I’équation est parabolique.

2.3 Caractéristiques

Théoréme 2.1. 1. Sia # 0, les courbes caractéristiques sont les solutions de

I’équation différentielle

d

a(z,y) <£) — 2b(z, y)% + c(z,y) = 0.

2. Sia=0eta#0, les courbes caractéristiques sont les solutions de I’équation

différentielle

c(z,y) (%)2 — 2b(z,y)

Z—z +a(x,y) =0.

3. Sia=c=0, ce sont les droites x=constante et y = constante.

Remarque 2.2. Ainsi, dans le cas hyperbolique, il existe deux caractéristiques
réelles, dans le cas parabolique une caractéristique réelle et dans le cas elliptique
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2.3. CARACTERISTIQUES

deux caractéristiques complexes conjuguées :

( b+ VA
A=W —ac>0= -2 = ,
dx a
Pour a #0 A:b2—acz():>d—y:é,
dr a
+ iV A
A:bz—ac<0:>d—y:b ! .
\ dx a

Exemple 2.3. Pour chacune des EDPs suivantes :
1. Déterminer le type,
2. Déterminer les courbes caractéristiques,

292 20%u __

20%u 92u 20%u __
g T 20y g TV g =0

2.
?u Pu
3. Erol + o2 = 0
%u 20 0%u _
4 o2 T € 092 =0
Solution.

1.

yz% _ 2 g%; -0

Classification :

Onaa=19% b=0, c=—a? alors
b? — ac = y?z® > 0,

donc I’équation est hyperbolique.
Courbes caractéristiques :

dy 2 dy 2 dy 2 g2
2 (YY) _ 2 2 ( QY _ 2 @y -
Y <da:) ’ =Y (dx) T\ y?
dy =z Y x
et .

Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques :

d
—yzzéydy—xdx=0=>y2—$2=)\1-
de vy

d
—yz—f:ydy—l—xdx:O@yQ-ka:/\}
dx Y
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2.3. CARACTERISTIQUES

2.
22;; + waaray + y28 3 = 0.
Classification :
On aa =22 b=uxy, c=1y? alors
b — ac = 2%y? — 2%9y% = 0,
donc I’équation est parabolique.
Courbes caractéristiques :

On a ) )
dy dy dy dy x
2 _— — _— fr — 2 _— = —
x (dm) Qxydx+y =0&y° (dm) x@(d:p .
d
D’ou : _y:g

x
Il y a donc un famllle de courbes caractéristiques :

dy vy dy dx Y
i " —= n(y) —In(z) =c = .
3
812 + 8y2 = 0.
Classification :

Onaa=1, b=0, c=1 alors
b —ac=—-1<0,

donc I’équation est elliptique.

Courbes caractéristiques :

On a ) )
dy dy
) 41= i
d d
Doon: X —i et -

x x
Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques :

@:i:dy—idx:():y—ix:)\l.
dx
@:—i:dy+idx:02>y+iw2:)\g.
dx

4

Tt e o =0,

Class1ﬁcat10n:

Onaa=1, b=0, c=e?** alors

b? —ac = —e** <0,

donc I’équation est elliptique.
Courbes caractéristiques :
On a
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2.3. CARACTERISTIQUES

dy 2r dy _ 2z
(dm>+ _0<:><dx)_ e,

d d
Dot : L =ie®. et 2L = e,
dx L .
Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques :
d
—y:ie“:>dy—iewa::0:>y—iex:)\1.
x
o = e = dy +iede =0 =y +ie’ = Ao.
x

Exemple 2.4. Pour chacune des EDPs suivantes :
1. Déterminer le type,
2. Déterminer les courbes caractéristiques,

2’lL
1. g - 2COS< )aaay ( ) oz = COS(Z:}:)
2 0%u 10%u _
Qifi +a:8178y+§8_y2_0
20%u
J 922 + 8y =0
4oysE— 94 =0
d%u .
J. x@ - yaT,? + % =1
Solution.
1.
2y 2.,
g? + 2COS( )a dy ($)g—y2 = COS(Q:B).
Classification :
Onaa=1, b=cos(z), c=—sin’(x) alors

b? — ac = cos®(x) +sin’*(z) =1 > 0,
donc 'équation est hyperbolique.
Courbes caractéristiques :

On a )
dy dy .2 _
(d:v) 2COS(I’)d$ sin“(z) = 0.

dy dy
Alors Ft cos(x) — 1. et it cos(z) + 1.

Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques :

;Z_y =cos(z) — 1 = dy = (cos(z) — 1)dx = y =sin(x) —x + A\ = y —sin(z) + = = A;.

x

&y _ cos(z) — 1 = dy = (cos(x) + 1)dx = y = sin(z) + v + Ay = y —sin(z) — x = \o.
x
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2.3. CARACTERISTIQUES

2.

Y Pu | 2% 4 18%u _

2 Ox2 + x Oxdy + y 0y? 0

Classification :

Onaa=4%, b=1 c=1alos
T T Y

2 _ 1 1 _
b —G,C—p—p—o,

donc I’équation est parabolique.
Courbes caractéristiques :

On a
y [dy 2 2 dy 1_0
;(d—) “ea Ty
D’ofl:@:izz

dv %y

Il y a donc un famille de courbes caractéristiques :

d 1 1
—yzzzﬁydy:xdx#—y?:—:702—|—c:>y2—x2:)\.
de y 2 2
3.
2 2
Y5+ o = 0.
Classification :

Onaa=19% b=0, c=1 alors
b —ac=—y* <0,

donc I’équation est elliptique.
Courbes caractéristiques :

On a

Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques :

d ) 1
_y:_iﬁydy:—idLE:}—y2:—i$+01:>y2+2i$:)\1'
dx Y 2

d’y 1 . 1 2 . 2 -

— = - =ydy=idr = ~y> =iz + Cy = y~ — 2ix = \s.

dr vy 2
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2.4. REDUCTION A LA FORME STANDARD

2.4 Réduction a la forme standard

2.4.1 Changement de variables
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2.4. REDUCTION A LA FORME STANDARD

2.4.2 Formes standards
Equation hyperbolique

Théoréme 2.2. Soit ¢1(x,y) = A\ et po(x,y) = Ay les deux familles de courbes
caractéristiques d’une équation hyperbolique.
En posant :

Xl = 901<$7y),
X2 = 802(x7y)7
u(r,y) = u(Xy, Xy),

alors l’équation hyperbolique devient :

d*u ou Ou
—— =G| X, X B ——
0X,0X, ( b, aXQ)
En posant ensuite :
Y: = X + Xy,
Yy = Xy — Xy,
U(Xla XQ) == u(}/lv}/Q)a
elle deviendra :
Pu O ou Ou
———=H (Y, Y, —— .
a}/]? 8%2 ( ].7 27u7 8}/17 83/2)

Exemple 2.5. Réduire sous la forme standard ’EDP suivante :

Pu ,0% .
92 k 8y270’ k e R*. (Es)
Solution
Classification :
Onaa=1, b=0, c = —k? alors
b —ac=k*>0, keR*
donc I’équation est hyperbolique.
Courbes caractéristiques :

Ona2

dy

) —k2=0.

(i)

, o dy dy
DOU.%— k,et@—k,
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2.4. REDUCTION A LA FORME STANDARD

Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques :

dy

7 =—k=>dy=—kdr=>y=—-kr+ M =>y+kr=>X.
T

d
d—y:k;»dy:kdx;»y:karAg;»y—kx:AZ.
ua

Alors la courbe caractéristique est :

o1(z,y) =y +kx, @o(x,y) =y — k.

Formes standard :
Le Premiére Forme

En posant :
Xi=wpi(z,y) =y + kz,
Xo = pa(2,y) =y — ke,
u(z,y) = u(X1, Xz).
On a
0X4 K 0X, _ X — K %:1'
ox oy ox oy

Par dérivation composée, on obtient :

Qu_ 0udX, OudX, ,(0u du
ox N 8X1 ox 6X2 ox N 8X1 (9X2 ’

t
¢ ou  Ou 90X, OudX, Ou  Ou

oy 00X, 0y Tox, oy 00X, oxX,

Et de méme, on a :
Ou 0 (u\_, 0 (0w ou_, 0 (ou) 0 (0w
or2  Or \dr) ~0xr\oX; 0Xo/) =~ or \oX; Ooxr \ 0X,
_ 0 ou 8X1+k 0 ou \ 0X,
- 0x, \0X, ) Ox 0X, \0X,/) Ox

K 0 ou 8X1_k 0 Ou \ 0X>
8X1 (9X2 ox 8X2 (9X2 ox

_ 2 82u2 g2 Pu_ 12 0*u e 82u2
oxz U axox, " ox.0x, " ox2
0*u 0*u 0?u
— 2 o 2 2 2
Yoxz T axax, TN axe
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2.4. REDUCTION A LA FORME STANDARD

et

Ou _ 0 (u)_0 (0w ou\_0 (o),
oy2 oy \ody) oy \oX, 0X,) oy \oX,

)
L9 (ou\OoX, | 9 (du) X,
N 0X1 8X1 8y 8X2 8X1 3y

n 0 ou 8X1+ 0 ou \ 0X,
(9X1 8X2 83/ (9X2 8X2 83/

_ P%u N 9%u N 9%u N 9%u
C0X}?P 0X,0X,  0X,0X,  0X?
J*u 0%u 0%u

= 2 .
ox? " Cax,0%, T oxz”

En reportant dans I’équation (E5)), on trouve :

2 2 2
k28u2—2k2 ol +k28“2
2 Pu op2 Pu_ 12 0*u
0X? 0X,0X5 0X2
= — 4?2 Ou =0
0X,0X5 '
Donc la forme standard est :
0*u _0
0X,0Xy
Le deuxiéme Forme
En posant :
}/1 - Xl + X27
}/2 - Xl - X27
U<X17 XQ) = U(}/l,}/é),
On a
om _, o _ . oYy . o
X, T 0X, T oXy T 08X,

Par dérivation composée, on obtient :

ou ou 0Y; ou 0Y; ou ou

oX,  0V.0X,  0v,0X, oy, oy,
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2.4. REDUCTION A LA FORME STANDARD

et
0%u _ 0 (8u): 0 (8u+8u): 0 (8u>+ 0 (8u)
0X10X5 0X5 \ 0X;4 00X, \0Y,  0Y, 0X, \ OV, 0X5 \ 0Y>
_ 0 (3u)8Y1+ 0 <8u>8YQ
oY1 \9dY: ) 0Xy  0Y; \9Y; /) 90X,
+3 (81&)3Y1+ 0 <3u)5’YQ
oY1 \0Ys ) 0Xy  0Y; \0Y2 /) 90X,
0%u 0%u 0%u 0%u
TOYE T oviov, | oviov,  ovg

Donc la forme standard est :

Pu  O*u

aYlQ o aY22

38



2.4. REDUCTION A LA FORME STANDARD

Equation parabolique

Théoréme 2.3. Soit p(x,y) = X et pa(x,y) = A2 la famille de courbes caractéris-
tiques d’une équation parabolique.

Soit p(z,y) = Y1 et Yy une fonction indépendante de Ys. L’équation parabolique
devient :

0%u ou  Ou
— =G (Y, Y5 u,—,— | . P
61/22 ( 1, X2, U, 8Y1’8Y2) ( 2)

Exemple 2.6. Réduire sous la forme standard ’EDP suivante :

ou 0%u

— —k— =0, keR"

ot 0?2 ’

Solution

Classification :

Onaa=—k* b=0, c=0 alors

b? — ac =0,

donc I’équation est parabolique.
Courbes caractéristiques :
On a

dt
—k? (—) =0, keR
dx
dt
D’ou : P 0.
x
Il y a donc un famille de courbes caractéristiques :
dt
—=0=dt=0=t= A\
dx
Alors la courbe caractéristique est :
o(x,t) =t.
Forme standard :
En posant :
)/1 = 90(3:7 y) = t?
Yo =x,
On ay; ay; % aY.
1 1 2 2
— =1, — =0, — =0, — =1
ot T Ox Tot T Ox ’
alors
% % 10
ot ot
oz ox
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2.4. REDUCTION A LA FORME STANDARD

Par dérivation composée, on obtient :

ou Oou Y7  Ou 0Ys ou

ot oy, ot T ov, ot oy

Et de méme, on a :

@_GuaYl_l_@u@Yg_@u
or 0Y; Ox  0OYy 0x  9Y,’

O _ 0 (9u)_0 (o
o2 Ox \dx) 0Oz \9Y,

0 [ 0Ou 8Y1+8 ou '\ Y,
oY, \9Y, ) Ox  0Y, \9Y, ) Ox

et

_ Q%u
— oVE
Dong, (P;) devient
% _ k2 821“; — 0’
oY, Y,
Donc la forme standard est :
0%u 1 ou
oY7  k2oY;
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2.4. REDUCTION A LA FORME STANDARD

Equation elliptique

Théoréme 2.4. Soit ¢1(x,y) = A\ et po(x,y) = Ay les deux familles de courbes
caractéristiques d’une équation elliptique.

En posant :
le + ZY’2 = SOl(ﬂf,y),

le - ZYVZ = 902($7y)7
u(z,y) = u(Y1, Ys),

alors équation elliptique devient :
Pu  O%u

ou  Ou
s oy = (e 35 3

1Y, Y,

Exemple 2.7. Réduire sous la forme standard I’EDP suivante :

Pu  0%u

— + == =0.

ox?  Oy?
Solution

Classification :

Onaa=a, b=0, c=1 alors

b —ac=—-1<0,

donc 'équation est elliptique.

Courbes caractéristiques :

On a )
dy
= 1=0.
()
d
Don: Y — i et Yy

x T
Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques :

d
d—y:—z':>dy:—idx:>y:—ia:+)\1:>y—|—z'x:/\1.
x

dy . . . .
d—:2:>dy:zdx:>y:m+)\2:>y—m:)\2.

x

Alors la courbe caractéristique est :

o1(z,t) =y +ix, @z, t) =y —ix.

Forme standard :

En posant :
Y1 =y,

=4 Yo=uz,

Yi+iYo =y +ix
Yi —iYo =y —x
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2.4. REDUCTION A LA FORME STANDARD

On a
Mmoo
or Oy 0 0xr T 0Oy

Par dérivation composée, on obtient :

ou ou 0Y; ou 0Y, ou

9r  OY, 0 oY, 0x oY,

=0.

t
‘ ou_ OudY, OudY, Ou

dy v, oy ooy ovy

Et de méme, on a :

0%u 0 (Ou\ O [ Ou

or _%(%>_8_<8_Y>
0 (8u)3Y1+ 0 <8u>8Yg
oY1 \9Yy ) 0x  0Y, \ Y, /) Ox
_82u
_8_3/22’

et

Donc, (P;) devient
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2.5. SERIE DE TD

2.5 Série de TD

Exercise 01.
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Equation Elliptique

0%u e 0°u 0
axz " ayz
Type:
A= b?* — ac = —x? < 0, donc I’équation est elliptique

Courbes caractéristiques

dy . . i .

o= i = dy = —ixdx :>y=—5x2+c:>2y+1x2=/11=g01.
dy . . l’ 2 B 2

a=lx = dy = ixdx =>y=§x +c=>2y—ix“ =1, = @,.

Forme standard :

En posant

Y +i¥, =2y +ix? Y, =2y
=
Yl_iY2=2y_ix2 Y2=x2

Par dérivation composee, on obtient

E)u_z Ju
ox _ “Xoy,
au_zau
dy oy’

0’u 0 au] d | du 0%u

=== =

dy% dyloy dy | oY, )%

M

azu_a 6u]_8[2 8u]_26u+2 d [Ou _26u+4 Zazu

axz  oxlox] ~ ax|““ov,l T “ay, T “Faxlov,l T “ov, T Y avZ
Donc la forme standard est :

0%u 0%u ou 0%u  0%u 1 du
A2 —— 4 4xl—— 22— =0 — F— = ————

Y7 Yz = "oy, Yz  aYZ  2x20Y,



Equation Hyperbolique

0°u 1 ou _ 0 20
9x2  y20y? =Y Y '
Type :

A= b%* —ac = é > 0, donc I’équation est hyperbolique

Courbes caractéristiques

dy 1 1, 5
a:—; = ydy = —dx =>§y =—X+c=>y°+2x =14 = ¢;.
dy

1 1
E=; = ydy = dx =>Ey2=x+c=>y2—2x=/12=goz.

Forme standard :

Le Premiére Forme

En posant
X, =y%+2x
XZ = y2 — 2x

Par dérivation composee, on obtient

Jdu Ju Jdu
2 (5%~ %)

ax  “\ax, ax,
Ju _, (au N 6u>
ay _ “Y\ax, " ax,
E)Zu_ 0 au] 0 [du Odu _, 0 [du ) d [ ou
dx2  oxlox ax lox, ax, dx LoX, ox LoXx,
0 | du 0%u d0%u
o 2—|—| =4 -
[e25 X, <ax12 axlaxz>
v
(:)26 ou 4 0%u 0%u
0x axz -~ \dx,0X, 0x2
M

_. F=14 0%u a2 g 0%u
aXZ axz 0X,0X,’



62u_0 6u]_26[ (6u+ >] <au+au>+2 0 6u+

dyz _ aylay X, ax2 aX, | 9X, oX, | 9X,
B (au N 6u> 49 [ Ju
ax, | ax,) " Yoy ay AN ay axX,
5 0 | du - 62u+2 0%u A 62u+4 0%u
S 2y—|=—|= — =
Yoylox,| = < | axz T “Yox,ox, v X2 Y X9,
|
3o 2 0 | du — |5 0°u o 0%u _ . 62u+4 0%u
Y3y axz ~ Y\ oxex, T Yaxz| T y: X2 e TA
M

—.+.+.—2< u+au)+4 62u+8 ou +4262u
ax, Tax,) T axz y° 0X,0%, 7 ax2

Donc la forme standard est :
A 0%u N 0%u o 0%u
0XZ  0XZ 0X,0X,

1 2(6u+6u>+4 62u+8 0%u +4262u
y2|“\ax; T ax,) T ax? Y 9X,0X, 7 9xZ

_462u+462u o 0%u 2(6u+6u> 0%u 462u o 0%u
~ T0XZ 0 0x%  0X,0X, y2\aX, 04X, 0X? T 9XZ 9X,0X,

0%u 2 /0u  Ou
= 16 —y—(—+—)=o

0X,0X, vy2\oX, 0X,
D’ou
0%u B 1 <0u N 6u>
0X,0X,  4(X, +X,)\0X, 09X,/

Le deuxieme Forme
En posant
Y1 = X1 + XZ

Y, =X1 - X;



Par dérivation composée, on obtient

Ju OduadY;, oudY, OJu Jdu

X, _ 0Y,0X, | 9Y,0x, _av, | oy,
Ju OdudYy OJudY, OJu Ou

X, oY, 0x, ' av,0x, oy, oY,

Et de méme, on a:

0%u 0 [0u d [0u Ou d |ou 0 | du
0X,0X, 0X, [axz] ~ X, [ayl - ayz] ~ 9x, oy, ax, |ov,
M N
0°u  0%u 0°u  d%*ul 0*u 0d%*u
= ovz Tavoy, [aylayz * ay;] T ovZ  ov?

Donc la forme standard est :

0°u  0*u 1 ou

Yz avz 2V, +Y,) oy,




Equation Elliptique

0%u L0 0°u ~ 0o
axz ¢ ayz
Type:
A= b? — ac = —e?* < 0, donc I’équation est elliptique

Courbes caractéristiques

d

d—i=—iex > dy = —ie*dx > y=—ie*+c=>y+ie* =1 = ¢;.
dy_-x — g pX — ipX ipX — —
—=ie* =dy=ierdx s y=ie*+c=y—ie* =1, = ,.

dx
Forme standard :

En posant

Y, +iY, =y +ie® Yi=y
= , u(Yy,Y3)
Yl—iY2=y—iex Y2=ex

Par dérivation composee, on obtient

ou ou
— =¥ —,

dx ay,

u B ou

dy dY

azu au

ay? ay ay ayl ayz

azu ] B + 0 [au B x6u+ Zxazu
9x2 ax % ax e’ aYZ =e aYZ “alanl =W, T o

Donc la forme standard est :

o 0%u . 0%u ou 0%u  0%u __0u
er—+ter—+te*—=0=> —+———ex

Y2 o2 oY, oYZ ' Y2 Y,



Equation Parabolique

02u+2 d0%u +62u_ 0
0x? doxdy dy?
Type :

A= b? — ac = 0, donc ’équation est parabolique
Courbes caractéristiques

dy

I 1 >dy=dx >y=x+c=>y—x=1=¢,
Forme standard :

En posant

Yi=y—x=¢;.

u(Yy,Y3)
Y, =x=¢;
Ona
oY, _ on_ M 0%
0x ' oy ' 0x ' oy
Alors

_lox ox| _|-1 1| _
](YLYZ)— ayl aYZ - 1 0|——1¢0.

dy dy
Par dérivation composée, on obtient

du dudY; oudY, Odu OJu

ox oY, 0x v, ox _ oY, oy,
du du dY; N du oY,  du
dy oY, dy oY, dy oY,

Et de méme, on a:

azu_ 0 au]_ 0 | ou _62u
dyz aylayl  ayl|av;| av?
M

62u_6 au]_a[au au]_a[au 0
dx2  oxloxl  oxlay, oyl ox

57
oY, ax oy,




ou 0%u 0%u

1o — = —— .
ox|ov,| ~ avZ avov,
™
(:)6 ou| 62u+ 0%u
dx|ay;| avZ  av,aY,
| M

0%°u d%u 0%u
>+ > — 2 )
av2 " avZ ~ “avay,

d%u
oz - -[2l=

0%u 0 oul 0 |ou| 62u+ 0%u
dxdy oxlayl  oax|ay;|  avZ avav,
M

Donc la forme standard est :

0%°u 0d%u 0%u
2

0%u

N o 62u+ 0%u 0%u
aYZ  OY? 0Y,0Y, Yz  0Y,0Y,

+ = =
av?  av}?

0.



La méthode de séparation des variables

Préliminaire
La méthode de séparation des variables ou la méthode de fourie est largement utilisée pour
résoudre les problémes aux limites relatives aux EDPs.

Elle consiste de chercher des solutions particuliéres de la forme séparable u(x,y) =
X(x)T(y), ou X et Y sont des fonctions de x et y respectivement.

Types des conditions
La condition initiale
u(x,0) = f(x), x € I.
Les conditions aux limites
On distingue déférents types des conditions aux limites
e Conditions de Dirichlet :
u(a,t) = u(b,t) = 0.
o Conditions de Neumann :
u,(a,t) =u,(b,t) =0.
e Conditions de Robin ou mixte :
Ci()u(a,t) + Cy(x)u(b, t) = 0.
e Conditions de périodiques :
u(a,t) = u(b,t) etu,(a,t) = u,(b,t).
Principe de superposition

Si uy, uy, ..., u, sont p solution d’une EDP lin¢aire homogene (E), alors une combinaison
linéaire arbitraire

a1u1 + az uz + + ap up,

est solution du (E).



Résolution de EDO linéaire du premier ordre
Définition

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre (E’) sur un intervalle I, une
équation qui peut se mettre sous la forme :

(E):y" + a(x)y = b(x),

ou I’inconnue y est une fonction de x dérivable que I’on cherche a déterminer et ou a et b
sont deux fonctions continue sur un intervalle 1.

Résolution de ’équation homogéne

Théoreme

Soit a(x) une fonction continue sur un intervalle 1.

Les solutions de 1’équation différentielle homogéne : y' + a(x)y = 0, sont toutes
les fonctions y : +— ke 4™ avec A une primitivede asurJ etk € R.

Résolution de EDO linéaire homogéne de second ordre

Equation différentielle linéaire de second ordre
Théoréme
On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants (E)

sur un intervalle I, une équation qui peut se mettre sous la forme :

(E):ay" + by' +cy =d(x),

ou I’inconnue y est une fonction de x dérivable deux fois que I’on cherche a déterminer et

ou a, b, ¢ sont des réels avec a # 0 et d’ une fonction continue sur un intervalle I.

Résolution de I’équation homogéne
Théoréme

Soit (E) une équation différentielle linéaire du second ordre homogene de la forme :

(E):ay”" +by +cy=0
On définit polyndme caractéristique P de 1’équation (E) par :

P(x) = ax? + bx + c.



Soit A le discriminant du polynéme P.

Les solutions de 1’équation (E) dépend du nombre de racines du polynéme P.

Si A> 0, le polyndme P admet deux racines réelles r; et r,, alors les solutions de
(E) peuvent se mettre sous la forme :

y(x) = c,e™* + c,e™*, c1,Cy € R.

Si A= 0, le polynbme P admet une racine double 1y, alors les solutions de (E)
peuvent se mettre sous la forme :

y(x) = c;e™* + c,xe™*, c1,Cy € R,

Si A< 0, le polyndme P admet deux racines complexes conjuguées r; = 1, + iw et
r, =1, — iw , alors les solutions de (E) peuvent se mettre sous la forme :

y(x) = e™* [¢; cos(wx) + ¢, sin(wx)], ¢, C; € R.

Exemple 1 : Résoudre I’ODE suivante :

y'®x)+iy(x) =0, AER (E)

Solution :

L’équation caractéristique associée :

r2+A=0.

Ona3cas:
e SiA <0, Lesracines sont +v—A et la solution générale de ’EDO (E) est :

y(x) = aeV =% + ae‘mx, a b € R.
SiA=0 =r =0, Estracine double, la solution est donc de la forme :

y(x) =a+bx, abe€R.

e SiA > 0, Lesracines sont +iv—A et la solution générale de ’EDO (E) est :

y(x) =a cosVAx +bsinVix, a,b€R.



Probleme de Sturm Liouville
{y”(X) +Ayx) =0, AE€ER.
C.1

Résoudre les problémes de Sturm-Liouville
Exemple 2 : Resoudre le probleme suivant :

{y”(x) + Ay(x) =0, AER, x €10, 2].
y(0) =y(£) = 0. (©)

Solution : D’apre Exemple 1, on a

e SiIA<0=y(x) = aeV* 4 ge~V-2x
La condition (C) implique que

y(0)=a+b=0
y(#) = aeV* + pe=V-2 = ¢

Ontrouve a = b = 0, ce qui implique y = 0.

e SiIA=0=y(x)=a+ bx
La condition (C) impligueque a = b =0,et y = 0.

e SiA>0=y(x)=a cosVix + bsinVaAx
La condition (C) implique que

y(0) =a cosVA0 + bsinVi0=0=a=0.
y(#) = bsinVi£ =0 =>sinvVif=0=>VAl =nn, n>1.
D’ou, A est une valeur propre si et seulement si
nim 2
A= An = (T) ’

Et dans ce cas-Ia, les fonctions propres du probleme

y(x) = y,(x) = sin (?x), n=1.



Séries de Fourier

Définition : On dira qu’une fonction f: R — C est périodique de période T > 0 si

fe+T) =f().
Deéfinition : Soit f: R — C une fonction périodique de période T. Pour tout a € R,

LTf(x)dx = La+Tf(x)dx.

Définition : Soit f une fonction périodique de période T. On appelle série de fourrier

associées a la fonction f, la série trigonometrique

a, + z [a,, cos(nwx) + b, sin(nwx)].

n=1

Avec x € R, w > 0, ou les coefficients sont donnés par :

a+T a+T a+T
ag = %f f(x)dx. a,= %f f(x) cos(nwx) dx. b, = %f f (%) sin(nwx) dx.

Remarque. La série trigonométrique est périodique de période T = 721_2



Principe de la méthode de Séparation des Variables

e Onpose u(x,t) = X(x)T(t), avec X et T sont respectivement des fonctions de x et t
et au moins de classe C2.

e On résout I'équation en X(x) avec des conditions aux limites correspondantes.

e On résout I'équation en T(t).

e On écrit la solution générale de I'équation sous la forme

oo

u(,6) = XCT® = ) un(6,6) = ) Xp(To(0)
n=1

n=1
Et on applique les conditions initiales.



L’équation de la chaleur
L’équation de la chaleur en une dimension est donnée par 1’edp suivant :

ou a%u
—((t,x)—c=—(t,x) =0, x ER,
dx?

ou ¢ > 0 est une constante positive donnée, , u est une fonction inconnue réelle de deux
variables x et t.
Exemple : Résoudre par séparation des variables le probleme suivant :
U, —cuy =0, 0<x<?, t>0,
u(0,t) =u(4,t) =0, t>0,
u(x,0) = f(x), 0<x<¥,
Solution :
1. On cherche la solution u(x, t ) sous la forme : u(x,t ) = X(x)T(t).
Alors I’équation devient
X)T'(t) —cX"(x)T(t) =0
S X()T'(t) = cT(t)
T'(t)  X"(x)
cT(t) X(x)
D'autre part, on a
u(0,t) =0=X(0)T(t) =0=X(0) =0.
u(£,t) =0=>X@OTE) =0=X) =0.

D’ou, on obtient

—A.

{X "(x) = —AX(x)
X(0)=X({#) =0

2. On résout I'équation en X(x) avec des conditions correspondantes

{X”(x) = —AX(x),
X(0) =X(¥) = 0.

et {T'(t) = —cAT(¢).

D’apres I’exemple 1, on a

e SIA=0=X=0.
e SIA<0O0=X=0.
e SIA> 0= X =0, lasolution est de la forme

X(x) = X, (x) = sin(y/2,x) = sin (nTEx) , m=1.



3. On résout I'équation en T(t).
T'(t) = —cAT(¢).
L'éguation en T(t) est une EDO linéaire du 1°" ordre a coefficients constants, alors Les

solutions sont donc de la forme
A y! —C(E)Zt
T(t) = Be~ ™ = T,(t) = Bpe “t = Be "\
4. On déduit que la solution genérale de I'équation de la chaleur sous la forme

2
nn) ¢

u,(x,t) = X,,(x)T,(t) = sin (n—; x) Bne_C(T ,

et
o0 [0.e] 2
u(x, t) = Z u,(x,t) = z sin (nTEx) Bne_c(nTn) t
n=1 n=1

On utilise la condition initiale

(ee)

nm
u(x,0) = f(x) = 2 sin (Tx) B, .
n=1
Cette derni¢re série de fonctions n’est autre que la série de Fourier impaire de la donnée
initiale

2 (¢ nmw
B":?f f(x)sin(Tx)dx, n=>1.
0

Exemple Appliquons la méthode de séparation des variables pour trouver la solution du
probléeme

u(0,t) =u(1,t) =0, t>0,

{ux—Buttzo, 0<x<1 t>0,
u(x,0) = x, 0<x<1.

Solution : la solution genérale de I'équation sous la forme

(00 (00

u(x,t) = 2 u,(x,t) = Z sin(nmx)B, e ~3Mm*t

n=1 n=1



Calculer la coefficient B,,. On a
12

1
+ — f cos(nmx)dx
0 Tlﬂ,' 0

1
B, =2 f x sin(nmx)dx = ——xcos(nmx)
0 nm

1

2 2
= ——cos(nm) + — j cos(nmx)dx
nm niw Jo

1

2 2
= ——cos(nm) + sin(nmx)
nm (nm)? o
2(—1)"
= ——cos(nm) + —= ssin(nw) = — 1
nm (nm)? nm
Alors, la solution du probléme est
N N 2(=1)"
u(x,t) = Z up(x,t) = — 2 sin(nmx) (nn) p—3mm?2t

Exemple Appliquons la méthode de séparation des variables pour trouver la solution du
probleme

u(0,t) =u(1,¢t) =0, t>0,

{ux—uttzo, 0<x<1 t>0,
u(x,0) = —e*, 0<x<l1.

Solution : la solution générale de I'équation sous la forme

u(x,t) = z U, (x,t) = Z sin(nnx)Bne‘3("”)2t_
n=1 n=1

Calculer la coefficient B,,. On a

2n((=D"e —1)
mn? + 1

1
B, = 2] —e*sin(nmx)dx =
0

Alors, la solution du probléme est

(0]

ulx, t) = Z u, (x,t) = z sin(nmx)

n=1 n=1

2n((—=1)"e —1)
e

—c(nm)?t _
mn? + 1



Résoudre les problemes de Sturm-Liouville
Exemple 3 : Résoudre le probléme suivant :

{y”(x) +Ay(x) =0, AER, x €]0, #].
y(0) =y'(£) =0. ©

Solution : D’apre Exemple 1, on a

¢ SIA<0=y()=ae"™ +aeV y(x) = aV=Ae ™ — bV=Ae VA
La condition (C) implique que

y(0)=a+b=0
y(#) = av—2eV* — pV—2e V- = ¢
Ontrouve a = b = 0, ce qui implique y = 0.
e SiA=0=y(x)=a+bx. y(x)=0>b.
La condition (C) impligueque a = b =0,et y = 0.

e SiA>0= y(x) =a cosVAix + bsinVAx.

y'(x) = —aVAsinVAx + bvVAcos+Ax.
La condition (C) implique que

y(0)=0>a=0.

1
)’(4’):b\/icosx//—lx=0$c05\/7w=0=>\/I{’:nn+§=>\/71:<n+5>

NE

D’ou, A est une valeur propre si et seulement si

== ((me)7) =((57) - n=o

Et dans ce cas-la, les fonctions propres du probleme

2n+1
y(x) = y,(x) = sin << n2+ )%x>.




Exemple : Résoudre par séparation des variables le probleme suivant :
Uy, —cuy =0, 0<x<?, t>0,
u(0,t) = u,(£,t) =0, t>0,
u(x,0) = f(x), 0<x<¥,
Solution :
1. On cherche la solution u(x, t ) sous la forme : u(x,t ) = X(x)T(t).
Alors I’équation devient
XC)T'(t) —cX"(x)T(t) =0
S X()T'(t) = cT(t)
T'"@t) X"(x)
cT(t) X(x)
D'autre part, on a
u(0,t) =0=X(0)T(t) =0=X(0) =0.
U (£,t) =0=>X'@OOTH) =0=>X'(¥) =0.

—A.

D’ou, on obtient

{X "(x) = —AX(x)
X(0)=X'(®) =0

2. On résout I'équation en X(x) avec des conditions correspondantes

{X”(x) = —1X(x),
X(0) = X'(#) = 0.

et {T'(t) = —cAT(t).

D’apres I’exemple 3, on a

e SIA=0=X=0.
e SIA<O0O=X=0.
e SIA> 0= X =0, lasolution est de la forme

X(x) = X,,(x) = sin <<2n il 1)£x>.

2 £

3. On résout I'équation en T(t).
T'(t) = —cAT(t).
L'équation en T(t) est une EDO linéaire du 1" ordre a coefficients constants, alors Les

solutions sont donc de la forme

A A —C("—")Zt
T(t) = Be " = T,(t) = Bye “t = B e "\'¢



4. On déduit que la solution générale de I'équation de la chaleur sous la forme

u,(x,t) = X,,(x)T,,(t) = sin ((2n2+ 1) %x) Bne_c<(2n2+1)%) t,

et

w(xt) = Z 1w, (x, £) = i ((211 + 1) ?x> Bne_c<(2n2+1)%)2t,

n:

On utilise la condition initiale

u(x,0) = f(x) = i sin <<2n2+ 1>%x> B, .

n=1

Cette dernicre série de fonctions n’est autre que la série de Fourier impaire de la donnée

initiale
¢
_ %f f(x) sin <<2n2+ 1) %x) dx.
0

Exemple Appliquons la méthode de separation des variables pour trouver la solution du
probleme

Uy — Uy =0, 0<x<m, t>0,
u(0,t) = u,(m,t) =0, t>0,

3 T
u(x,0)=—cos(§x+§>, O<x<m.

Solution : la solution générale de I'équation sous la forme

[00]

u(x,t) = z u, (x, t) = i sin <(2n2+ 1) x> Bne_<(2n2+1)>2t :

n=1 n=1

Calculer la coefficient B,,. On a

u(x,0) = f(x) = sin x + i sin <<2n+ 1) x) B, .

n=1

D'autre part

(zx+3)=m(z)
COoS Zx 5 = Sin 2x



Alors

(00

n(57) = 2o ((F2) %) 3= sin ) B sin (32) . i (55) 4+
sin{Zx) = sin > X | By =sin(Zx) B, +sin|7x|B; +sin{>x | B

n=1

On déduit

Alors, la solution du probléme est

(00]

ulx,t) = Z u,(x,t) = sin (;x> e_(%) £

n=1



L’équation de Laplace
Géneralité
L'équation de Laplace s'écrit sous la forme :
Alx,y) = (x,y),

OuA dési_gne I'opférateur aux dérivees partielles A= d,, + d,,,, appelé Laplacien, et f est
une fonction continue donnée.
Exemple Résoudre par séparation des variables le probleme suivant :

Uy Uy, =0, 0<x<¥ 0<y<s,
u(0,y) =u(#,y) =0, 0<y<s,
u(x,0) =f(x), ulx,s) =gkx), 0<x<.
Solution :
1. On cherche la solution u(x, t ) sous la forme : u(x,y) = X(x)Y(t).
Alors I’équation devient
X"Y(y) + XY "(y) =0
= X"YW) =-X@Y"' ()
X' Y _
X(x) Y(y)
D'autre part, on a
u(0,t) =0=X(0)Y(y) =0=X(0) =0.
u(?,t) =0=X#)Y(y) =0=X#) =0.

-

D’ou, on obtient

{X "(x) = —AX(x)
X(0) =X(®¥) =0

2. On résout I'équation en X(x) avec des conditions correspondantes

{X”(x) = —AX(x),
X(0) =X(¥) = 0.

et {Y"(y) =4y (y).

D’apres I’exemple 2, on a

X(x)=X,(x) = sin(\/l_nx) = sin (%x), A= 4, = (E)Z >0, n>1.

3. On résout I'équation en Y(x).

Pour A = 4,,, on trouve

nm nm
Y(y) =keV? + ce™VW = ¥, (y) = ke £ ¥ +cpe” 27,



4. On déduit que la solution générale de I'équation de la Laplace sous la forme

nn nm _nm
u, (x,t) = X, (x)Y,(y) = sin (7x) [kne 7Y 4 ce” ¢t y],

Et

u(x,t)—Zun(xt i

n=1 n=1

On utilise la condition initiale

oo

u(x,0) = f(x) = Z sin (?x) [k, + c,].

n=1

_nn

u(xs)—g(x)=§:sm )[ke +c,e” f].

Ona
:Bn — ane ¢
k, = T
2sinhe ?
g
ane " — ﬁn
n — ] Ms
2sinhe ®
Ou

a, = ij{}f(x) sin (nTRx

[ke Y +c,e” fy]

) dx.

Bn = %j:g(x) sin (%x) dx.



Exemple Résoudre par separation des variables le probléme suivant :

( uxx+uyy=0,0<x<1, O0<y<1,
u(0,y) =u(1,y) =0, 0<y<l1,
u(x,0) =0, 0<x<1,

i
ku(x,l)=cos(2x+E)+\/§sin(x), 0<x<1,

Solution :
1. On cherche la solution u(x, t ) sous la forme : u(x,y ) = X(x)Y(t).
Alors I’équation devient
X"Y() +X)Y"(y) =0

S X"Yy) =-XY"(y)

X" _ V') _

X(x) Y(y)
D'autre part, on a
u(0,y) =0 = X(0)Y(y) = 0= X(0) =0.
u(l,y) =0=>X(1)Y(y) =0=X(1) =0.
u(x,0) =0 = XX)Y0)=0=Y(0)=0.

D’ou, on obtient

-

{X”(x) = —AX(x) {Y”(y) = AY (y),
X(0)=X(1)=0 Y(0) = 0.

2. On résout I'équation en X(x) avec des conditions correspondantes

{X ") = =X (x),
X(0) =X(1) = 0.

D’apres I’exemple 2, on a

X(x) = X,,(x) = sin({/A,x) = sin(nmx), A= 4,=@mm)?>0, n=>1.

3. On résout I'équation en Y(x).
Y(y) = ke 4 ce™V,
Y(0O)=k+c=0=c= -k
Alors, pour 1 = 4,, = (nm)?, on a

Y(y) =Y, (y) = k,e™ —k,e ™™ =k, sinh(nmy).



4. On déduit que la solution générale de I'équation de la Laplace sous la forme
u, (x,t) = X,,(x)Y,,(y) = sin(nmx) k,,sinh(nmy), n>1.
Et

u(x,y) = z u,(x,y) = Z sin(nmx) k,sinh(nmy).
n=1 n=1
On utilise la condition initiale
7.[ (e 0]
u(x,1) = cos (an + E) + V2 sin(nx) = Z sin(nmx) k,;sinh(nr).

n=1

On a,

coS (an + %) + V2 sin(mx) = V2 sin(mx) — sin(2mx)

= sin(mrx)k; sinh(7) + sin(2mx)k, sinh(2m) + Z sin(nmx) k,;sinh(nm) .

n=3

On déduit

ki = V2 k, = ! k,=0 > 3
1™ sinh(nm) 27 sinh(2m)’ n=5 =3

Alors, la solution du probléme est

V2

sinh (nir) sin(2mx) sinh(2my).

ulx,y) = sin(rrx) sinh(my) —

1
sinh(2m)



Exemple Résoudre par separation des variables le probléme suivant :

(uxx+uyy=0, —n<x,7y<T,
u(—m,y) =u(my), —n<y<m,
4 ux(_ﬂ;Y)zux(T[;)’): _7T<y<T[;
ulx,—m) =0, —nt<x<T,
u(x,n)=1+cos(x+z), —nT<x<T,
\ 4

Solution :
1. On cherche la solution u(x, y ) sous la forme : u(x,y ) = X(x)Y(t).
Alors I’équation devient

X"Y() +X@)Y"(y) =0
S X"Yy) =-X()Y"(y)
LN Yo

X(x) Y(y)

D'autre part, on a
u(-m,y) = u(my) = X(-m)Y(y) = X(m)Y(y) = X(—n) =X(n) .
Uy (-1, y) = u(m,y) = X'(—m)Y(y) = X'(MY(y) = X'(-n) =X'(n)..
ulx,—-m)=0=>Xx)Y(-7r) =0=Y(—m) = 0.

-

D’ou, on obtient
X"(x) = =X (x),

X(—m) = X(n),

ot {Y”(y) =AY (y),
X'(—m) = X'(m)

Y(—m) = 0.

2. On résout I'équation en X(x) avec des conditions correspondantes

X"(x) = —-2X(x),
X(—m) = X(m),
X'(—=m) = X'(n).

D’apres I’exemple 1, on a

e SIAK0=X=0.
e SiIA=0=X=a= Xy,(x) = ay.
o SiA>0= X(x) = X,(x) = a, cos(\/A,x) + B, sin(\/A,x), 4, =n?, n>0.



3. On résout I'équation en Y(x).

{Y”(y) =AY (y),
Y(—m) = 0.

D’apres I’exemple 1, on a
e SiIA<KO=Y=0.

e SiIA=0=Y,(y) =co(y + m).
e SiA>0=Y,(x) =c,sinh[n(y+m)], n=>0.

Pour A = 4, = n?, on trouve

4. On déduit que la solution générale de I'équation de la Laplace sous la forme

e}

u(y) = ) un(6y) = ) X (@)
n=0

n=0

=ay(y+m)+ Z [a,, cos(nx) + b, sin(nx)] sinh[n(y + m)].
n=1

On utilise la condition initiale

(0]

T
u(x,m) = 2a,m + Z [a,, cos(nx) + b, sin(nx)] sinh[2n7] = 1 + cos (x + Z)

n=1
On a,

=1+ 7cos(x) — 7sin(x)

= 2a,m + [a, cos(x) + b, sin(x)] sinh[27]

) V2 V2

1+cos(x+E
4

+ Z [a,, cos(nx) + b, sin(nx)] sinh[2nm] .

n=2
( 2agm =1
V2
a, sinh[2m] = ER
= <
_ V2
b, sinh[27] = — >

\a, sinh[2nn] = b, sinh[2n7] =0, n>2.



On déduit

1 2 b V2
Y=o M T 26inn@r) 1T T 2sinh(2m)’

Alors, la solution du probléme est

ulx,y) = % (y+m)+ g [cos(nx) — sin(nx)]

sinh[n(y + m)]

sinh(2m)



L’équation de ondes
Genéralité
La résolution de I’équation des ondes par s€paration de variables se fait comme pour
I’équation de la chaleur.
Exemple Résoudre par séparation des variables le probléeme suivant :
U — K2Uyyy =0, 0 < x <4, t>0,
u(0,t) =u(£,t) =0, t>0,
u(x,0) =f(x), u(x,0)=gx), 0<x<.
Solution :
1. On cherche la solution u(x, t ) sous la forme : u(x,t ) = X(x)T(t).
Alors I’équation devient
X)T" () —K*TMX"(x) =0
& X)T" () = K*T(O)X" (x)

o 17"@®) _ X" (x) _
kZ T(t) X(x)

D'autre part, on a

u(0,t) =0=X(0)T(t) =0=X(0) =0.

u(£,t) =0=X@T(t) = 0= X(#¥) =0.

D’ou, on obtient

—A.

N (IO S O)

X(0)=X®) =0
2. On résout I'équation en X(x) avec des conditions correspondantes

{X "(x) = =X (x),
X(0) =X(®) = 0.

D’apres I’exemple 2, on a

nm

X(x)=X,(x) = sin(\/l_nx) = sin (Tx), A= 4, = (—) >0, n>1.

3. On résout I'équation en T(t).

{T"(t) + Ak*T(t) = 0, pour A = 4,,.



D’apres I’exemple 2, on a

nrk nrk
T,(t) = a, cos /A, kt + b, sm\/_kt— a, cos (Tt) + b, sin (Tt>

4. On deduit que la solution générale de I'équation de la Laplace sous la forme

nrk nrk

u,(x,t) = X,,(x)Y,(y) = sin (nTn x) [an cos (T t) + b, sin (T t)]

Et

- - . /mm nrk . (nmk
u(x,t) = Z u,(x,t) = Z sin (7 x) [an cos (T t) + b, sin (T t)] :
n= n=

On utilise la condition initiale

oo}

o nm
u(x,0) = f(x) = z a,sin (Tx)
n=1
Ona
- nrk . (nmk nrk nrk
u(x,t) = ZSIH [—TCln sin (Tt) +Tbn cos (Tt)]
Alors
= nnk mnmn
u(x,0) =gx) = Z bnTsm (Tx)
n=1
Ou
n
f f(x) sm id )dx.
nm
b, nnkJ g(x) sm( )dx.



Exemple Appliquons la méthode de séparation des variables pour trouver la solution du
probleme

Uy — Uy = 0, 0<x <1, t>0,
u(0,t) =u(1,¢t) =0, t>0,
u(x,0) =x, u(x,0)=0, 0<x<l1.
Solution :
Ona

k=¢=1, fx)=x, g(x)=0.

Alors, la solution générale de I'équation sous la forme

e}

u(lx,t) = Z sin(nntx)[a, cos(nmt) + b, sin(nmt)].

n=1

Calculer la coefficient a,, et b,, . On a

(D" _ (o™
nm B nm

1
a, = ZJ x sin(nmx)dx = —
0

b, =0

Alors, la solution du probléme est

X (_1\n+1
ulx,t) = z %sin(nnx) cos(nrt) .
n=1
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