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Exercices sur le chapitre 3 : Parameétrisation des courbes et
surfaces

Exercice 3.1
Soit y :10,1[— R3 la courbe donnée par y(t) = (
1. Montrer que y est une courbe réguliere.

2. Soit a €]0,1[. Déterminer la droite tangente de y a en y(a).
3. Déterminer une équation cartésienne du support geométrique de

Y.

1
1—-t2’

t? +1).

Solution.

2t
(1-t2)?’

1. Pourtout t €]0,1[: y'(t) = (

courbe réguliere.

2. La droite tangente de y @ en y(a) est la droite de vecteur
2a

(1-a?)?’

a? + 1). Un paramétrage de cette droite est

Zt) #+ (0,0), donc y est une

directeur y'(a) = ( Za) passant par le point y(a) =

1

(1—a2 !

2a 1

{x @t TTE s eRra
y=2as+a*+1

1 1

3. Ona{ YT e =,~{ YT e —Sx=—— =2

y=t2+1 t2=y—1 1-(y-1) 2~y
1
, X = 1-t2 x>1
D’autre par y=t2+1 :{0 <y<2

t €]0,1]

Donc une équation cartésienne du support géométrigue de y est

2
x=——avec0 <y <2
2-y

Exercice 3.2
1. Déterminer une parametrisation normale de la courbe

¥ :]0,1[~ R? donnée par y(t) = (g tVt, t2 — 2t + 1).

2. Calculer la longueur de I’arc de y correspondante at € [0, %]
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Solution.

Onpose s(t) = [ y'(t)dt = [ V16t + 4t2 — 8t + 4dt
= [ (2t + 2)dt = t?> + 2t + .
Ona s(t) =t?+ 2t+ 1 = (t + 1)? est une abscisse curviligne de y.
s1(t) = +/t — 1. Donc, une paramétrisation normale dey est
7 :11,4[- R3, avec
y(@®) = (§ (Ve-DWWVE-1,(Vi—1)" —2vi + 3).

La longueur de 1’arc de y correspondanteat € [0,%] est s G) —
5

9
S(O)=Z—1=Z

Exercice 3.3.
Démontrer la Proposition 3.12.

Solution.

La formule 7' (¢) = x(¢)N(t) es démontré dans la Proposition 3.8.

Pour la deuxieme formule, pour toutt € I ona
N(t)-N(t) = ||ﬁ(t)|| ~ 1.

En dérivant les deux membres on trouve ﬁ’)(t) : IV(t) =0,Vt €1,
alors W(t) et T(t) sont colineaires (car les deux vecteurs son
orthogonaux a le méme vecteurﬁ(t)).

D’autre part, en dérivant les deux membres de 1’identité
N() T(t) =0,Vtel,

on trouve
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N'(@) - T@) + NOT'(t) = 0,vt €1,
dou N'(t) - T(t) = -T'(t) - N(©) = (D).
Enfin, comme ﬁ’)(t) et T(t) sont colineaires, on a

N'(t) = (W(t) : T(t)) T(t) = —% ()T (2).

Exercice 3.4.
Démontrer la Proposition 3.17.

Solution.

La premiere formule découle de la definition de la normale principale.
Montrons la deuxieme formule. Soit t € 1.

OnaT(t) - N(t) = 0, en dérivant on trouve

N'@®) -T@t) = =T (t) - N(t) = — (K(t)ﬁ(t)) CN() = —k(2).

Ona N(t) - N(t) = 1, en dérivant on trouve |N'(¢t) - N(t) = 0.

De méme, ona B(t) - N(t) = 0, en dérivant on trouve

N'(@t)-B(t) = -B'(t)-N(t) = — (T(t)ﬁ(t)) N() = —1(b).

Enfin, N'(t) =
(M) - N@©) T + (N'(©) - N©) ) N©) + (N'(t) - N(©)) B(e) =
—k(OT)T()B(2).

Pour la troisieme formule, on a 7(t) = ?(t) . N(t), donc i s’agit de
montrer que ?(t) et N(t) sont colinéaire.

B(t)-B(t) =1

. iR . en dérivant, on trouve
B(t) -T(t)=0

Pour tout t € I, on a{
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B'(t) - B(t) =0
B'(t) - T(t)+ B@)-T'(t) =B()- -T(t) =0
=0(car T"=K(t)ﬁ(t))

donc le vecteur B'(t) est donc orthogonal T (t) et B (t), il est donc
colinéaire & N(t) ainsi B'(t) = (B(£) - N(t) ) N(t) = ()N (®).

Exercice 3.4.

Soit (C) le support de la courbe parametréee

y(t) = (t+%,t—%),tE]R*.

1) En utilisant les applications (¢:t =, —t) et ( Y:t — %),
montrer qu'on peut limiter l'intervalle d’étude a I; =]0, 1]
(préciser les différentes symétries de (C)).

2) Expliquer (sans faire 1’é¢tude) comment on construit (C).

Solution.

1) Soient (x(t), y(t)) = (t+3,t — 7).
o [ 'application ¢ est bejective de | — oo, O[ dans ]0, oo et
y(—t) = (—x(@®),—y(®),vt € R.
donc on peut limiter l'intervalle d'étude a ]0, +oo[ et on complétera
par la symétrie par rapport a l'origine.
e L’application Y est bijective de ]O, 1] dans [1, +oo[ et

y(3) = (x(®),—y(®)), ¥t €]0, +oo].
donc on peut limiter I'intervalle d'étude a ]0O, 1] et on complétera par la
symétrie par rapport a (0, 7).
2) On construit (C;) I’arc de (C) correspondante a t €]0, 1], puis
(C,) lasymétrie de (C;) par rapport a (0,7) (cela signifie qu’on
a construit I’arc de (C) correspondante a t €]0, +oo[), ensuite
ont construit les symétries de (C;) et (C,) par rapport a I’origine

ainsi on a construit la courbe (C) toute entiére.
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Exercice 3.4.
Etudier le comportement asymptotique de la courbe paramétrée

y@®) = (t+:,t-3),teR",

Les extrémités du domaine de définition de (C) sont —o0,0%,0” et +
c0. On pose x(t) = t +l et y(t) =t —%.

— 4O}
e Ona tl—}IEloox( t) tgmooy(t) +00. On calcule tl_}?w ot
t__
lim 22 = lim —£ = = 1, alors on calcule 11m y(t) — 1 x x(t).

to+oo X(f)  to+4oo t+—
Ona tligrn y(t) —1xx(t) = tligrn % = 0, donc (C) admet la droite

d’équation y = x comme asymptote oblique quand tend vers t —
+00.

e On atllm x(t) llm y(t) = —o0. On calcule thm %
t__
lim 29 = lim —£ = = 1, alors on calcule hm y(t) — 1 x x(t).

to—co X(t)  to-—oo t+—
Ona tlir_n y(t) —1xx(t) = tlir_n % = 0, donc (C) admet la droite

d’équation y = x comme asymptote oblique quand tend vers t —
—00,

. y(®)
e On atl_l)rgl_x(t) = — et tllm y(t) = +o0. On calcule tl_l)rgl o

YO _ ot

lim = lim — = —1, alors on calcule tlirgl_y(t) — (—1) x x(t).

t—0— X(t)  t=0- t+s

Ona tliron_y(t) — (1) xx(t) = t]irgl_Zt = 0 donc (C) admet la droite
d’équation y = —x comme asymptote oblique quand tend vers t —
0.

e Ona hm 1x(t) = —wet llm y(t) = +00. On calcule th%l yE 3

1
lim 22 = Jim —L = —1, alors on calcule hm y(t) — (—1) x x(¢t).

to0+ X(t)  t—0+ t+s
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Ona t“%l)’(t) — (1) xx(t) = tli%th = 0 donc (C) admet la droite

d’équation y = —x comme asymptote oblique quand tend verst —
0.
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