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CH4 :Optimisation non linéaire sans contrainte .,
La méthode de Newton-Raphson -

Introduction : r W
Les méthodes d’optimisation sans contraintes, IR", consistent 4 rechercher un point x voﬂ.j
stationnaire (V(x) = 0 <> ( 8f(x) / ox; =0 1= 1,....,n) par des procédures itératives,
engendrant une suite de points Xo, X1,... ..., X, convergeant vers un optimum local de f . {
A chaque étape k, xx+1 est défini par @ X = X+ A di ot
1) di est une direction de n_.mm_mom:._ma qui peut étre : ‘
__Soit le gradient de f en xi , di = - V(xy)
_ Soit calculée a partir du gradient V{{(x,) i
_ Soit choisie de fagon plus ou moins arbitraire, & condition que ce soit une direction am
descente ic (V(x))'di <0
2) A est un coefficient qui représente la valeur ou le pas am déplacement.
Parmi ces méthodes, on va étudier la méthode de Newton-Raphson, dans IR et IR*

D) Méthode de Newton-Raphson, dans IR

Soit £: IR — IR fonction bicontintiment différentiable sur IR ; on veut minimiser f, par cette |
méthode. )
A chaque étape k, on doit évaluer f{x), f'(x) et £ (xi). Dans le cas ot f (xx) # 0, le point Xy
st calculé de la maniére suivante :

Si x¢ est le point obtenu, a I’étape k, le développement Taylor de £, au voisinage de x; est
égal : f(x) = f(xe) + (% - x)f (%) + 1/2! (x — 0" (x) + O(x — xi)° avec lim O(x—x) =0 f

X—>Xy
Oun remplace f par son approximation quadratique : ,

8(0) = fxid) + (x = 0 () + 12! (x— %) (x) ,

WGEE.D:Q :
Si (%) > 0, la fonction g est strictement convexe, en effet :
2 (%)= £u) + (x - xt (%)
g (%)= m (x>0 ¥x dou g est strictement convexe et g admet un
minimum :En:o Xi+i tels que g Cnx:v O,org Oc f ﬁxc (X - x_%, CF V=
m Onriv ».anv #+ AN x_nv.w Axwv 0= Axx: = xw\m Onxu = nmﬁx_ﬂu = Xt — Xk T WAXC \m Cnrv
(%) # 0 = Xjor1 = Xp f(x/f O:iv Formule de Newton-Raphson
Remarque? :
1) Le point xx+ est choisi comme I’intersection de la droite Z = g (x) = £ (x) + (% — % R (x1)
avec ’axe 0x.
2) Cette procédure a une propriéi¢ de convergence finie lorsqu’elle est appliquée a une
fonction quadratique de la forme : g(x) = ux’ + vx+w otu>0
.? )= 2ux+v
g (x)=2u )
En effet, pour un point de départ xy quelconque on a ;
g (%X0) =2ux +v
g (x0)=2u>0
et X1 =Xo— g (x0) /8 (Xo) =Xo— (Quxg + V)20 = Xo— Xo — vi2u = - v/2u

g(x1) =2u(- v2u)+v=-v+v=0;onag x)>0,Vx; g est alors strictement convexe
donc (- v/2u, g(- v2u) Min G de

Pas 0 : Soit xo point de départ, >0
Si f'(xg) = 0 ie [f (xo)] < &
8i £ (xo) > 0 alors (xq, f(x,)) minloc de f
Sinon, aller en 1
Pasl : A Pétape k, calculer
Xierr = Xi— F(x)/f (x10)
Faire k = k+1, aller au pas 0

Wma,mnm:ou :
Lorsque le.point de am@mn des itérations est suffisamment proche du minimum, la

convergence vers ce minimum est plus rapide, si par contre, il est trop €éloigné du min
risque de divergence est plus grand.

Méthode de Newton-Raphson, dans R"
Soit f: R" — R fonction deux fois continfiment différentiable sur R® ; on veut minimi
cette méthode.
A chaque étape k. on doit évaluer f{xy), le gradient Vf{(x,) et la matrice hessienne V2§
dans le cas oty V{(xi) # 0, le point x4+ est défini de la maniére suivante
Le développement de Taylor de f au voisinage de x est égal :
£x) = i) + (VEx)Y (x = %) + 1/2 (x = 320’ V(i) (x — 31+ || = % [ 0 (x - )
avec 1im6 (x - xx) =0
X—»Xk
On remplace f par son approximation quadratigue :
q(x) = f(xy) + (V) (%) F1R(x — %) V(%) (X - %)
Si V?f(x) est une matrice définie positive, la fonctiun q est aiors strictement convexe
minimum unique Xy; défini uma Vei(xes) =0
Or Vq(x) = (VEx)' + (x~ )’ V¥(x,) comme V(xie1)= 0 =( VXY +(Xiet1 — x0)'V
= V) + V)X — %) = 0 = d’0it VA (Kt — %0 = - VHxL)
= Xt — %= (V)" VExD) = Xin = Xi- (VAR Vi(xi)
WInB argue |
di=- Aﬂmewv;me@ direction de déplacement qui ext de descente car (V(xy))'dy <
(Vx5 e = - (VH) (V) Vi) .

Algorithme de Newton-Raphsen
Pas 0 : Soit xo point de départ, &0
Si Vi(x) = 0 ie ||Vi(xo)li < &
5i <~8€ semi définie positive alors (xo, f(Xo)) minloc de €
Stop

Sinon, aller en (1)

Pas 1 : A Vétape k, calculer
Xaert = Xie= (V) Vi(x0)
Faire k= k+1 et alier ca (0)




