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قبل التطرق إلى الخصائص الرياضية (: مدخل لفهم النماذج الرياضية )رابعًا: تصنيف نماذج صفوف الانتظار 

التي تميز نظم صفففففففففففففن ا ضنتظا أ  ن الففففففففففففففري   سا نت قع ى ف ن طة  ا  ية   فففففففففففففاىفنا ى ى   م     ال ظم 

سففففففففففففف ان كان     الب   أ  –ياقع الأنظمة الخف ية أ لاا تصففففففففففففففيع نمار  صفففففففففففففن ا ضنتظا بشففففففففففففف ل   ظمأ ي   

 :يعكس ت  ىًا    الخصائص التشغيليةأ  نها –الم تشنياتأ شركات ضتصالاتأ سي حتى الأنظمة الحاس بية 

 ؟(نمط يص ل العملان ) ل    ىش ائي سم   تظم 

 ىفد الخ ادم المتاحة لت فيم الخف ة. 

 ؟(طبيعة يق  الخف ة ) ل    ثاب  سم  تغير 

  (  ل    طاب   ياحف سم ىفة ط ابيرىفد صن ا ضنتظا)؟ 

 ؟(حفيد ال ظام ) ل     نت ح سم  افيد ال عة 

 :ي اىف الباحثيا يالمما سيا ى ى تصنيف علمي موحّد  ا الت  ع  رض الحاجة إلى 

 تافيف ن ع ال م ر  الم اسب ل ل حالة 

  م النرضيات التي ي  م ىليها ال م ر   

  الفقي ةاختيا  المعادلات يالأديات التاليلية 

ر ىن (Kendall’s Notation)  ترميز كيندليلأجل   ا الغرضأ تم تط ير  ا يُعرا بفففففففففففففففففففففففف  أ ي   نظام  ختصفففففففففففر يع  

 يخصائص  عي ة ييت  ا  ن الر  ز   خصائص نم ر  صع ضنتظا   ن خلال    ز  افدة

 :س ثلة ى ى نمار  شائعة

 ملاحظة/فائدة مثال واقعي الشرح المبسط النموذج

)M/M/1( يص ل يخف ة ىش ائية + خادم ياحف 
شبا  ت اكر    سي ما سي  اطة 

 قطا 

سب ط نم ر  يسش ر مأ يُ تخفم كأساس 

 لن م باق  ال مار 

)M/G/1( 
يص ل ىش ائي + خف ة بت زيع ىام )غير 

 سس ي( + خادم ياحف

 ركز نسخ سي اق  يه خف ات 

  ت  ىة ي  تغرق سز  ة  ختلنة

الخف ة  يُ تخفم ى ف ا تختلع سز  ة

 بش ل ياضح

)G/M/1( 
يص ل بت زيع ىام )غير سس ي( + خف ة 

 ىش ائية + خادم ياحف

 طعم  يه  ترات ازدحام ي فينأ 

 يخف ة ب يطة

  اسب للأنظمة رات الطلب غير الم تظم 

 لكن الخف ة سريعة

)M/D/1( 
يص ل ىش ائي + خف ة ثابتة + خادم 

 ياحف

ج از آل  يعطي بطاقات دخ ل 

ثابتةب رىة   

 نيف للأنظمة المؤتمتة سي الص اىية 

 الفقي ة

)M/M/C( 
 ن  c يص ل يخف ة ىش ائية + ىفد

 الخ ادم

ب ك  يه ىفة   ظنيا ى ى 

 الشبابيك

يعكس الأنظمة  تعفدة الم ظنياأ  ثل 

  راكز ضتصال سي الب   

)M/M/1/K( 
 لكن ب عة  افيدة لل ظام M/M/1  ثل

(K يحفات) 

يُر ض دخ ل    قع سيا ات صغيرأ

 سيا ات إضا ية إرا ا تلأ

يُ تخفم ى ف ا ي  ا   ا  حف سقص ى 

 للعملان    ال ظام

)M/M/1/∞/N( 
لكن بعفد  افيد  ن  M/M/1  ثل

 (N) العملان الك   الماتمل

  ظع  50 ركز خف ة  خصص لف 

   ط

 نيف ى ف ا ي  ا المصف  )ىفد العملان 

 الماتمليا(  افيدًا
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ت طلق ال مار  الرياضففففية ل ظرية صففففن ا ضنتظا   النموذج الرياضاااانظ لنظاو صاااافوف الانتظار:وصااااف : خامسااااا

 ن  رضفففففية سسفففففاسفففففية  ناد ا سا العملان سي ال حفات تصفففففل إلى  راكز الخف ة ي ق نمط  عياأ يقف ت  ا ىملية 

يصفففففففففف ل ال ففففففففففنن إلى  ال صفففففففففف ل   ظمة بمعفل ثاب  خلال  ترة ز  ية  افدةأ كما    الحال    إقلاع الطائرات سي 

  ا  أالم انئأ سي قف ت  ا ىشفففففف ائية كما    حالات الت فففففف ق  ن المراكز التءا ية سي شففففففران الت اكر  ن دي  ال ففففففي ما

تميز ق انيا  ي التباين    نمط ال صفففف ل ي ففففتفن  تب ي نمار   ياضففففية دقي ة   فففف م    ت صففففيع الظا رة يتاليل اأ 

 :صن ا ضنتظا أ س م ا

 حفات إلى ال ظام يُمثل بالر زسا  عفل يص ل ال  (λ) ا يينترض سنه يتبع ت زيع ب اس  أ  (Poisson Distribution)، 

 .ي    ا يعكس الطبيعة العش ائية ل ص ل ال حفات    العفيف  ن ال ظم ال اقعية

 سا  عفل ت فيم الخف ة يُمثل بالر ز (μ)أ يينترض سنه يتبع الت زيع الأسفففففففف ي (Exponential Distribution) أ ي    ا

 .يعكس  رضية سا ز ن الخف ة لا يعتمف ى ى الز ن ال ابق

  يءب سا ي  ا  عفل ال صففففففففففففف ل (λ) سقل  ن  عفل ت فيم الخف ة (μ) أ س  سا ال ظام لا يعاني  ن ازدحام دائمأ

 .(λ < μ) ي   شرط سساس ي لتا يق ضست را     ال م ر أ ييُع ر ى ه بالعلاقة

  
ً
أ يُخفم سيلا

ً
 - First Come, First Served) "يُنترض ك لك سا نظام ت فيم الخف ة يتبع سففففففففففففياسففففففففففففة   ن يصففففففففففففل سيلا

FCFS)أ ي   ال ظام الأكثر شي ىًا    التطبي ات الخف ية الي  ية. 

 ع ر ىن يلت ففففف يل التعا ل  ع ال مار  الرياضفففففية      ا ال فففففياقأ يتم اسفففففتخفام  ءم ىة  ن الر  ز ال ياسفففففية التي 

 :س م  ؤشرات الأدانأ ي   كالآ ي

 (n )   ال حفات    صع ضنتظا  + ال حفات     راكز الخف ة(تمثل ىفد ال حفات    ال ظام( 

 (λ)   عفل ال ص ل ل ل يحفة ز  ية(تمثل ىفد ال حفات ال اد ة لل ظام    يحفة الز ن ( 

 (𝝁)  الخف ة ) عفل الخف ة ل ل يحفة ز  ية(التي قف   ل ا تمثل ىفد ال حفات المغاد ة  ن ال ظام 

  𝑷  .)تمثل احتمال يج د يحفات    ال ظام ) عا ل التشغيل : 

 𝑷𝟎     ال ظام )ن بة ال ق  غير   تغل(.: تمثل احتمال ىفم يج د يحفات 

  𝑳𝒔 .تمثل  ت سط ىفد ال حفات المت قع    ال ظام : 

 𝑳𝒒  نتظا .: تمثل  ت سط ىفد ال حفات المت قع    صع ض 

 𝑾𝑺 تمثل  ت سط يق  ضنتظا  المت قع ل ل يحفة    ال ظام : 

 𝑾𝒒 يحفة    صع ضنتظا .  : تمثل  ت سط يق  ضنتظا  المت قع ل ل 

 وأخير يمكن دراسة ومعالجة مشاكل الانتظار في الحالات التالية
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  :( رحلة ياحفة –ق اة ياحفة ) نموذج صف الانتظار بمركز خدمة واحد -أ

يعف   ا ال م ر   ن اب فففط الأن اعأ يي فففاى سحيانا ب ظام ال  اة ال احفةأ إر تصفففل ال حفات إلى  ركز الخف ة 

بشففف ل  تتال     صفففع ياحفأ يت فم ل ا الخف ة بمرحلة ياحفةأ ي ثال رلك يصففف ل ال فففيا ات العاطلة إلى ي شفففة 

 ن ال ين يت ظريا خف ة  ن ننس الم ظع. اكي ة الصراا الآل  سي طاب   العملااي التصليح ي يها  صلح ياحف 

 

 ومن اجل معالجة هذا النوع من النماذج تقوو بتوضيح العلاقات الرياضية والاحتمالية التالية:

𝑷    .)تمثل احتمال يج د يحفات    ال ظام ) عا ل التشغيل :                                 𝑷 =
λ

𝝁
 

𝑷𝟎     ال ظام )ن بة ال ق  غير   تغل(.    : تمثل احتمال ىفم يج د يحفات𝑷𝟎 = 𝟏 − 𝑷 = 𝟏 −
𝛌

𝝁
 

𝑳𝒔  .تمثل  ت سط ىفد ال حفات المت قع    ال ظام : 

 .𝑳𝒔 =
𝝀

𝝁−𝝀
      

𝑳𝒒  ىفد ال حفات المت قع    صع ضنتظا .           ت سط: تمثل 

𝑳𝒒 = 𝑷 × 𝑳𝒔 = 𝑷 ×  (
𝝀

𝝁 − 𝝀
) = (

𝝀

𝝁
) × (

𝝀

𝝁 − 𝝀
) =  (

𝝀𝟐

𝝁𝟐 − 𝝁. 𝝀
) 

𝑾𝑺 تمثل  ت سط يق  ضنتظا  المت قع ل ل يحفة    ال ظام : 

 .𝑾𝒔 =
𝟏

𝝁−𝝀
 

𝑾𝒒 يحفة    صع ضنتظا   : تمثل  ت سط يق  ضنتظا  المت قع ل ل 

 𝑾𝒒 = 𝑷 × 𝑾𝒔 = (
𝝀

𝝁
) × (

𝟏

𝝁−𝝀
) = (

𝝀

𝝁𝟐−𝝁.𝝀
) 
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 40ي  م الم ظع الم فففؤيل ىن   فففليم ال ريض للزبائن    سحف الب   أ  ن ت فيم الخف ة للزبائن بمعفل  مثال:

 زب ا بال اىة    المت سط: المطل ب ح ابك 28زب ا بال اىة    المت سطأ ياا  عفل يص ل الزبائن للب ك    

 احتمال سا ي  ا الم ظع  شغ ل؟ .1

 ن بة ال ق  الفائع )غير الم تغل(؟ .2

  ت سط ىفد الزبائن المت قع    ال ظام؟ .3

  ت سط ىفد الزبائن المت قع    صع ضنتظا ؟ .4

  ت سط يق  ضنتظا  المت قع    ال ظام؟ .5

  ت سط يق  ضنتظا  المت قع    صع ضنتظا ؟ .6

 الحل

 زب ا بال اىة 28=  (𝛌) عفل ال ص ل 

 زب ا بال اىة 40=  (𝝁) عفل ت فيم الخف ة 

 الم ظع  شغ ل؟ ح اب احتمال سا ي  ا  .1

 𝑷 =
𝛌

𝝁
=

𝟐𝟖

𝟒𝟎
= 𝟎. 𝟕 

 ح اب ن بة ال ق  الفائع )غير الم تغل(؟ .2

 𝑷𝟎 = 𝟏 − 𝑷 = 𝟏 −
𝛌

𝝁
= 𝟏 − 𝟎. 𝟕 = 𝟎. 𝟑 

  ت سط ىفد الزبائن المت قع    ال ظام؟ .3

 

 𝑳𝒔 =
λ

𝝁−λ
=

28

𝟒𝟎−28
= 𝟐. 𝟑𝟑 ≈ 𝟐 

  ت سط ىفد الزبائن المت قع    صع ضنتظا ؟ .4

 𝑳𝒒 = 𝑷 × 𝑳𝒔 = 𝑷 × (
λ

𝝁−λ
) =  (

𝟐𝟖

𝟒𝟎
) × (

28

𝟒𝟎−28
) = 𝟎. 𝟕 × 𝟐. 𝟑𝟑 ≈ 𝟐 

  ت سط يق  ضنتظا  المت قع    ال ظام؟ .5

 .𝑾𝒔 =
𝟏

𝝁−𝛌
=

𝟏

𝟒𝟎−𝟐𝟖
=

𝟏

𝟏𝟐
  ساىة

  ت سط يق  ضنتظا  المت قع    صع ضنتظا ؟ .6

 .𝑾𝒒 = 𝐏 × 𝑾𝒔 = (
𝛌

𝝁
) × (

𝟏

𝝁−𝛌
) = (

𝟐𝟖

𝟒𝟎
) × (

𝟏

𝟏𝟐
) =  

𝟐𝟖

𝟒𝟖𝟎
= ساىة 𝟑.   دقي ة 𝟓
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بأكثر  ن  ركز خف ة سكثر  ضنتظا  يعف نم ر  صع  : (Sبأكثر من مركز خدمة ) الانتظار صف  نموذج -ب

 لأحف 
ً
  ن ال م ر  الأيلأ إر ي  ا ت فيم الخف ة بم جب   ا ال م ر  ي  ا

ً
 الم ضفففففففففففففحة ضسفففففففففففففاليب ع يفا

 .سدنا 

       الحالة يمر العميل سي الشففففففففففففف ين ال   سفففففففففففففتتم ىليه العملية  ن  رحلة  مراحل متعددة: –قناة واحدة  -س

لأخرى حتى ياصفففل ى ى الخف ة المطل بةأ  ثال رلك سا ت  ا المرحلة الأيلى     رحلة التأكف  ن  فففحة البيانات 

 ا الأيلى    يالثانية     رحلة اسفففففففففففتخرا  يثي ة  ا يالثالثة     رحلة الت ثيقأ سي سا ت  ا ىملية صففففففففففف اىية  ت 

  رحلة الت طيع يالثانية     رحلة الف اا يالثالثة     رحلة الناص ي ك ا.

 
       الحالة تت  ا الخف ة  ن  رحلة ياحفة يلكن ي جف سكثر  ن   فم  مرحلة واحدة: –قنوات متعددة  -ب

تي تفتظر التشفففففففففففففغيففل    للخففف ففةأ  ثففال رلففك طففاب   الب ففك الفف   يفت ي إلى سكثر  ن   ظعأ سي طففاب   الخففا ففات ال

  اكي ة س سي ب سي  .

 
    الحالة    شفففففففففففففبيهة بالحالة ال فففففففففففففاب ة يلكنها  تعفدة المراحلأ س  سا  مراحل متعددة: –قنوات متعددة  -ت

 كلمرحلة تت  ا  ن سكثر  ن   فم للخف ة.

 
 ي  يما يأ ي س م العلاقات الرياضية ي ضحتمالية الخاصة به ا ال م ر : 

https://samehar.files.wordpress.com/2011/11/queues3.jpg
https://samehar.files.wordpress.com/2011/11/queues4.jpg
https://samehar.files.wordpress.com/2011/11/queues.jpg
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https://samehar.files.wordpress.com/2011/11/queues4.jpg
https://samehar.files.wordpress.com/2011/11/queues.jpg
https://samehar.files.wordpress.com/2011/11/queues3.jpg
https://samehar.files.wordpress.com/2011/11/queues4.jpg
https://samehar.files.wordpress.com/2011/11/queues.jpg
https://samehar.files.wordpress.com/2011/11/queues3.jpg
https://samehar.files.wordpress.com/2011/11/queues4.jpg
https://samehar.files.wordpress.com/2011/11/queues.jpg
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𝑷     ح ب ال ان ا التال :      تحسب )النظاو يعمل(  احتمال وجود وحدات في النظاوحساب  - =
λ

𝝁
 

ييمكن سا نا ب قيمته  ن الجفايل الخاصة ، حساب احتمال عدو وجود وحدات في النظاو )النظاو معطل( -

 (Sيىفد  راكز الخف ة ) ( P ) به ا ال م ر  اىتمادا ى ى قيمة

𝑳𝒒          المتوقع في صف الانتظار حسب القانون التالي:متوسط عدد الوحدات  - =
(𝒑)𝒔×λ×μ×𝑷𝟎

(𝒔−𝟏)!×((𝒔×𝝁)−λ)
𝟐  

 ( ىفد  راكز الخف ة S)حيث تمثل   

o  

 المتوقع في النظاو حسب القانون التالي: الوحداتمتوسط عدد  -

𝑳𝒔 = 𝑳𝒒 + 𝑷 =
(𝒑)𝒔×λ×μ×𝑷𝟎

(𝒔−𝟏)!×((𝒔×𝝁)−λ)
𝟐 +

λ

𝝁
. 

 تحسب حسب  المتوقع في صف الانتظار. للوحداتمتوسط وقت الانتظار  -

𝑾𝒒             ال ان ا التال : =
𝑳𝒒

λ
 

 حسب حسب وت المتوقع في النظاو للوحداتمتوسط وقت الانتظار  -

Min  𝑾𝒔ال ان ا:   = 𝑾𝒒 +
𝟏

𝛍
 

  ثال

( زب ا بفففال فففففففففففففففاىفففة    30   سحفففف الب    الجزائريفففةأ ي  م إث يا  ن الم ظنيا بت فففففففففففففليم ال ريض للزبفففائن بمعففففل )

 ( زب ا بال اىة    المت سط.24يص ل الزبائن للمصرا    ) يسا  عفل المت سطأ

 المطل ب جف  ا يأ ي:

 يالمطل ب: حفد  ا ي  :

 احتمال يج د زبائن    ال ظام؟    -1

 يج د زبائن    ال ظام؟احتمال ىفم  -2

  ت سط ىفد الزبائن    صع ضنتظا ؟   -3

  ت سط ىفد الزبائن المت قع    ال ظام؟ -4

  ت سط يق  ضنتظا  للزبائن المت قع    صع ضنتظا ؟ -5

  ت سط يق  ضنتظا  للزبائن المت قع    ال ظام؟ -6
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 الحل

 احتمال يج د زبائن    ال ظام  -1

𝑷     تا ب ح ب ال ان ا التال :  =
λ

𝝁
=

𝟐𝟒

𝟑𝟎
= 𝟎. 𝟖 

 𝑷𝟎احتمال ىفم يج د زبائن    ال ظامح اب  -2

 ن الجفايل  𝒑𝟎خف ةأ  انه يمكن اسفففففففففتفتا  قيمة    راكز  02ا   1بما سا ىفد  راكز الخف ة سك ر  ن 

  الخاصة به.

𝒑𝟎ي ن الجفل يح ب الملحق المر ق    ض تااا  اا قيمة  = 𝟎. 𝑷الم ابلة لف   𝟒𝟐𝟖𝟔 = 𝟎. 𝟖 

  المتوقع في صف الانتظار حسب القانون التالي: الزبائنمتوسط عدد حساب  -3

o 𝑳𝒒 =
(𝒑)𝒔×λ×μ×𝑷𝟎

(𝒔−𝟏)!×((𝒔×𝝁)−λ)
𝟐  =

(𝟎.𝟖)𝟐×24×30×𝟎.𝟒𝟐𝟖𝟔

(𝟐−𝟏)!×((𝟐×𝟑𝟎)−24)𝟐 =≈ 0.153805 ≈ 0.15 

ال قففففف أ سي بفففففأحهفففففا ضحتمفففففاليفففففة ل ج د زب نيا    ال ظفففففام    ننس  0.153805يمك  فففففا سا نع ر ىن ال يمفففففة 

 احتمالية حفيث ازدحام    الخف ة سي ال ظام الم فم

 المتوقع في النظاو حسب القانون التالي:الزبائن متوسط عدد  -4

𝑳𝒔 = 𝑳𝒒 + 𝑷 = 0.153805 + 𝟎. 𝟖 = 0.953805. 

   ا يع ي سنه    المت سطأ سي  ا   ا  زب ا ياحف ى ى يشك الحص ل ى ى الخف ة

 المتوقع في صف الانتظار. للزبائنمتوسط وقت الانتظار  -5

𝑾𝒒تا ب ح ب ال ان ا التال :  =
𝑳𝒒

λ
=

0.153805

𝟐𝟒
≈  ساىة     0.00641

 ي ترب ضنتظا   صفففففففففففع    العملان لانتظا   الز  يأ  إا   ا يع ي سا المت سفففففففففففط 0.00641 ح ال  Wq يبما سا قيمة 

 . ثانية 23.1 ح ال  يعادل  ا سي  ساىةأ 0.00641  ن

 المتوقع في النظاو. للزبائنمتوسط وقت الانتظار  -6

𝑾𝒔  0.03974≈  ساىة ح ب ال ان ا:   = 𝑾𝒒 +
𝟏

𝛍
= 0.00641 +

𝟏

𝟑𝟎
 

تمثففل المت سفففففففففففففط المت قع لز ن يج د الزب ا    ال ظففام بمففا    رلففك يقفف  ضنتظففا     الصفففففففففففففع ييقفف    Wsال يمففة 

 من المت قع سا ي ضففف ي  ت سفففط الز ن ال   ي ففففيه    الخف ة النع  . بمع ى آخرأ إرا كاا زب ا يفخل ال ظامأ 

 .دقي ة    المت سط 2.3844ساىة سي  ا يعادل ح ال   0.03974ح ال   -بما    رلك الصع يخف ته  -ال ظام 


