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Introduction

Ces cours sont considérés comme un manuel pour un premier cour en
théorie des opérateurs linéaires au niveau de la dernière année du premier
cycle (L3) ou première année de deuxième cycle (Master1). Vue l’importance
des opérateurs linéaires dans plusieurs diciplines ; ces cours s’adressent soient
aux étudiants en mathématiques (pures, appliquées ou statistiques) soient
aux étudiants en sciences et génie. Dans ce but, nous avons illustré le texte
avec des exemples variés. De plus nous avons préféré l’approche classique
pour qu’un étudiant ayant déjà une bonne maîtrise de l’analyse réelle, de
la topologie et de l’algèbre linéaire puisse facilement suivre ces cours. C’est
pourquoi nous ne donnons pas de références.

À la fin des chapitres, le lecteur trouve des exercices dont le but est de
vérifier si l’étudiant a bien compris et assimilé le contenu du texte. Ce sont
donc des exemples ou des applications directes de la matière qu’on a vue
dans le chapitre et qui sont faciles à résoudre.
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Chapitre 1

Opérateurs linéaires

Dans l’analyse fonctionnelle, la notion d’opérateur linéaire est une notion
fondamentale puisque, en grande partie, l’analyse fonctionnelle s’est déve-
loppée en étudiant des opérateurs linéaires donnés par certaines équations
intégrales. Nous donnons ici les définitions et les propriétés de base des opé-
rateurs linéaires sur un espace vectoriel linéaire.

1.1 Opérateurs linéaires sur un espace normé
Définition 1.1.1. Soient X et Y deux espaces linéaires sur le même corps
K. Une application T : X −→ Y est additive si :

T (x1 + x2) = Tx1 + Tx2 ∀(x1, x2) ∈ X2

est homogène si :

T (λx) = λTx, ∀λ ∈ K,∀x ∈ X.

Une application : T : X −→ Y est linéaire si elle est additive et homogène.
Dans le cas particulier : Y = K. T est dite fonctionnelle (forme) linéaire.

Exemple 1.1.1.

1. Soit T : (E,B) :−→ (F,B′) : dimE = n, dimF = p, sur le même
corps : C = K.
T est représenté par une matrice M(T,B,B′) = (aij) ∈ Mn×p :

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ p.

3



4 Opérateurs linéaires

2. T : C([a, b]) sur C et soit k une fonction intégrable sur le quaré [a, b]2.
et à valeurs en C. tq :

(Tf)(t) =

∫ b

a

k(t, x)f(x) dx, t ∈ [a, b], ∀t ∈ [a, b],

est un opérateur linéaire. k est dite le noyau de T .

3. T : C∞
c (R) −→ C∞

c (R) : définies par :

(T (f))(t) =
df

dt
(t),

est un opérateur linéaire.

1.1.1 Propriétés des opérateurs linéaires

On considère dans toute la suite les notions suivantes

Notations 1.1.1. — (X, ∥.∥1) et (Y, ∥.∥2) sont deux espaces normés sur
le même corps.

— La(X, Y ) est l’espace des opérateurs linéaires T définis de X dans Y
muni seulement d’une structures algébrique.

— L0(X, Y ) est le sous-espace de La(X, Y ) dont le rang est fini.

— T un opérateur linéaire de La(X, Y ).

Théorème 1.1.1. Soient X, et Y deux espaces linéaires et T : X −→ Y un
opérateur linéaire. Alors :

i) T0 = 0.
ii) ImT = TX es tun sous espace linéaire de Y .
iii) kerT est un sous espace linéaire de X .
iv) T est injective si et seulement si (ssi) : kerT = {0}.

Définition 1.1.2. L’opérateur T est continu à x0 ∈ X ssi :

∀ε > 0, ∃δ > 0 : ∥x− x0∥1 < δ ⇒ ∥Tx− Tx0∥2 < ε (1.1)

Définition 1.1.3. L’opérateur T est borné ssi :

∃M > 0 : telle que ∥Tx|∥2 ≤M∥x∥1 : ∀x ∈ X (1.2)
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Remarque 1.1.1. Comme tout espace normé admet le 1ier axiome de dé-
nombrabilité ; alors T est continu si et seulement si T est séquentiellement
continu i.e.

∀(xn)n ⊂ X : si xn
X−→ x0 ⇒ Txn

Y−→ Tx0.

Théorème 1.1.2. L’opérateur T ∈ La(X, Y ) est continu sur X si et seule-
ment s’il est borné.

Preuve. (1.2) ?⇒ (1.1) :

Soit x0 ∈ X : (1.1) ⇒ ∥Tx− Tx0∥ ≤M∥x− x0∥. Donc il suffit de choisir
δ ≤ ε

M
;

∀ε > 0,∃δ ≤ ε

M
: ∥Tx− Tx0∥ ≤M∥x− x0∥ ≤ ε

(1.1) ?⇒ (1.2). Utilisons la contraposé et supposons donc que T n’est pas
borné alors,

∃(xn) ⊂ X : xn −→ x0, ∥xn∥ = 1, et ∥Txn∥2 ≥ n∥xn∥1 = n ∀n ∈ N

.
Donc la suite yn = xn√

n

X−→ 0, mais puisque ∥Tyn∥ >
√
n donc (Tyn)n ne

converge pas vers T0 = 0. ce qui veut dire que T n’est pas continu.

Exemple 1.1.2. Soit T ∈ La(L
1(R), C0

0(R)) ; (C0
0(R), ∥.∥R) défini par :

(Tf)(t) =

∫
R
e−itxf(x)dx, ∀f ∈ L1(dt) sur R.

il est clair que ∥Tf∥∞ ≤ ∥f∥L1(R) T est donc un opérateur continu.

Exemple 1.1.3. Soit T ∈ La(C
∞
b (R;C∞

b (R)), défini par :

(Tf)(t) =
df

dt
(t), ∀f ∈ (C∞

b ; ∥.∥∞).

Alors nous avons : ∃(fn(t)) = sin nt ∈ C∞
b : ∥fn∥∞ = 1 et ∥Tfn∥∞ =

∥n cos nt∥ = n.
Donc T n’est pas borné donc n’est pas continu sur C∞

b (R).



6 Opérateurs linéaires

• Notons par L(X, Y ) ⊂ La(X, Y ) l’ensemble des opérateurs linéaires
continus de X dans Y .

Théorème 1.1.3. Soit T ∈ La(X, Y ). Alors les énoncés suivantes sont équi-
valentes :

i) T est continu sur X.
ii) T est uniformément continu sur X.
iii) T est continu à l’origine.
iv) Si A est un ensemble borné dans X, alors T (A) ⊂ Y est un ensemble

borné dans Y .

Preuve.
Nous allons montrer les implications suivantes :
(i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (i) et (ii) =⇒ (iv) =⇒ (iii).
i ⇒ ii : Nous avons, d’après l’équivalence entre bornéture et continuité

de T,∃M > 0∥T (x− y)∥2 ≤ M∥x− y∥1∀x, y ∈ X. (Donc ∀ε > 0, il suffit de
prendre δ ≤ ε

M
).

ii⇒ iii : Il suffit de prendre y ≡ 0.
iii⇔ i :T est continu à l’origine i.e.

∀ε > 0,∃δ > 0∀x : ∥x∥ ≤ δ ⇒ ∥Tx∥ ≤ ε,

soient ε = 1 et 0 ̸= x ∈ X. Soit y=δ x
∥x∥ alors ∃M = 1

δ
:∥Tx∥ ≤M∥x∥, x ∈ X.

d’après le théorème 1.1.2 T est continu sur X.
ii⇒ iv : On montre par l’absurde : soit A = {xn}n∈N borné dans (X, ∥.∥1).
On considère xn → x0. Comme T est continu ⇒ Txn → Tx0 ⇒ Txn est

borné dans (Y, ∥.∥2), contradiction, donc TA est borné.
iv ⇒ iii : (iii) ⇒ (iv) :

Soit T est discontinu à l’origine, ∃{xn}n∈N ⊂ X\{0} telle que : xn
∥.∥1−→ 0

et limn→monstrationinftyTxn ̸= T0 = 0.
Alors ∃{xnk

= yk; k ∈ N} ⊂ {xn : n ∈ N} : Tyk ̸= 0 et limTyk = y0 ∈
Y \{0}.

Posons zk = yk
∥yk∥1

⊂ S(0, 1) or ∥zk∥1 = 1 et ∥Tzk∥2 > ϵ
∥yk∥1

−→ +∞.
A = {zk} borné, mais TA n’est pas borné c.à.d iii⇒ iv ⇔ iv ⇒ iii.

Théorème 1.1.4. Tout opérateur linéaire sur un espace normé de dimension
algébrique finie est continu.
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1.1.2 L’espace L(X, Y, ∥.∥)
Soit (X, ∥.∥1) et (Y, ∥.∥2) deux espaces normés sur le même corps K.
L(X, Y ) signifie l’ensemble des opérateurs linéaires continus de X dans

Y , qui est un sous-espace linéaire de l’espace La(X, Y ).

Théorème 1.1.5. L’application : ∥.∥ : L(X, Y ) −→ R∗, données par :

∥T∥ = sup{∥Tx∥2 : x ∈ X et ∥x∥1 ≤ 1},

est une norme pour L(X, Y ).

Preuve. Pour tout T ∈ L(X, Y ), 0 ≤ ∥T∥ <∞ et
* Si ∥T∥ = 0, alors Tx = 0,∀x ∈ X. En effet pour x ̸= 0,
∥Tx∥2 = ∥x1∥∥T x

∥x1∥∥2 = 0 ⇒ Tx = 0 sur X et T ≡ 0.
* ∀λ ∈ K ∥λT∥ = |λ| ∥T∥, car :

∥λT∥ = sup{∥(λT )x∥2; ∥x∥1 ≤ 1}
= sup{|λ| ∥Tx∥2 : ∥x∥1 ≤ 1} = |λ| ∥T∥.

Enfin, ∀x ∈ X : ∥x∥1 ≤ 1, on a :
∥(T1 + T2)x∥2 = ∥T1x+ T2x∥2 ≤ ∥T1x∥2 + ∥T2x∥2 ≤ ∥T1∥+ ∥T2∥.

Remarque 1.1.2. Soit T ∈ L(X, Y ), on a :

⇔ inf{M : ∥Tx∥2 ≤M∥x∥,∀x ∈ X}

Exemple 1.1.4. Soit T : L1(dt) −→ (C0(R), ∥.∥∞), telleque :
(Tf)(x) =

∫ +∞
−∞ e−ixtf(t) dt. Montrer que ∥T∥ = 1.

En effet :
On a : ∥Tf∥∞ = supx∈R |

∫ +∞
−∞ eixtf(t) dt| ≤

∫ +∞
−∞ ∥f∥ dt = ∥f∥L1

∥T∥ = sup
∥f∥L1

∥f∥L1

≤ 1

D’autre part : pour f ≥ 0 f ∈ L1, on a :

∥Tf∥∞ ≥ (Tf)(0) =

∫ +∞

−∞
f(t) dt = ∥f∥1,

donc ∥T∥ = 1.
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Théorème 1.1.6. Soient (X, ∥.∥1) un espace normé et (Y, ∥.∥2) un espace
de Banach. Alors L(X, Y ) est un espace de Banach.

Preuve. On sait déjà que L(X, Y ) est un espace normé. Il nous reste à mon-
trer que L(X, Y ) est complet.

Soit {Tn}n∈N une suite de Cauchy. Alors :

∀ε > 0,∃N0(ε) > 0 : ∀n,m > N0(ε) ⇒ ∥Tn − Tm∥ < ε.

Pour x ∈ X fixé, l’inégalité ∥Tnx− Tmx∥2 ≤ ∥Tn − Tm∥
|x∥1 < ε∥x∥1. Montrons que :

{Tnx, n ∈ N} ⊂ Y est une suite de Cauchy dans (Y, ∥.∥2) qui est complet
donc Tnx est convergente, i.e ∃limn→+∞Tnx ∀x ∈ X.
Définissons l’application : T : X −→ Y par Tx = limn→+∞Tnx, ∀x ∈ X.

Montrons que T ∈ L(X, Y )
* T est linéaire (claire).
* D’autre part, Nous avons ∥Tnx∥2 ≤ M∥x∥1 ∀x ∈ X, qui entraîne,

pour n −→ +∞, que
∥Tx∥2 ≤M∥x∥1, et donc T ∈ L(X, Y ).

Enfin, montrons que Tn
∥.∥→ T .

Nous avons ∥Tmx− Tnx∥2 ≤ ∥Tm− Tn∥ ∥x∥1 < ε∥x∥1, si n,m > N0(ε) et
pour tout x ∈ X.

En fixons tn, nous obtenons pour
m → +∞ ∥Tx− Tnx∥2 ≤ ∥T − Tn∥ ∥x∥1 < ε∥x∥1, si n > N0(ε), et donc

∥T − Tn∥ < ε si n > N0(ε) c-à-d Tn
∥.∥−→ T .

Corollaire 1.1.1. Soit (X, ∥.∥1) un espace normé. Alors l’espace dual Topo-
logique X∗ = L(X,K) est un espace de Banach.

Exemple 1.1.5. Considérons l’espace de Banach X = Y = (Rn, ∥.∥∞). Pour
T ∈ L(Rn,Rn), nous avons :

∥Tx∥∞ ≤ ∥T∥ ∥x∥∞ et ∥T∥ = Max1≤i≤m
∑n

k=1 |aik|, où (aik)m×n =
M(T ;B), donc Mm×n est un Banach.

Prolongement par continuité

Rappel 1.1.1. Complété d’un espace métrique Nous avons vu en to-
pologie que tout espace métrique peut-être plongé dans un espace métrique
complet.
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Théorème 1.1.7. Soit (X, d) un espace métrique métrique. Il existe un es-
pace métrique complet (X̃, d̃) et une application isométrique f : X −→ X̃
d’image dense .

Théorème 1.1.8. Soit T ∈ L(X, Y ) où (X, ∥.∥1) et (Y, ∥.∥1) sont deux es-
paces normés sur le même corps K. Soient (X̃, ∥̃.∥1) et (Ỹ , ∥̃.∥2) les deux
espaces de Banach complétés correspondants aux (X, ∥.∥1) et (Y, ∥.∥2) res-
pectivement. Alors, il existe T̃ : X̃ −→ Ỹ tq T̃ ∈ L(X̃, Ỹ ) : ∥T̃∥ = ∥T∥.

Preuve. On sait que les éléments de X̃ sont les classes des suites de Cauchy
de X équivalentes, i.e ayant la même limite.
Soit donc {xn;n ∈ N} ⊂ X une suite de Cauchy. Pour x̃ ∈ X̃ telleque
{xn, n ∈ N} ∈ x̃, nous posons T̃ x̃ = limn→+∞Txn. Alors T̃ est bien définie
et T̃ ∈ La(X̃, Ỹ ). En effet,

∥Txn−Txm∥2 ≤ ∥T∥ ∥xn−xm∥2 −→ 0 n,m −→ +∞, donc {Txn, n ∈
N} ⊂ Y est une suite de Cauchy. Il existe alors un seul élément ỹ ∈ Ỹ tel
que :
{Txn; n ∈ N} ⊂ Ỹ : T̃ x̃ = ỹ, donc T̃ est bien définie.

T̃ (αx̃1 + βx̃2) = limn→+∞(T (αx̃1,n + βx̃2,n) = αT̃ x̃1 + βx̃2, pour tout
x̃1, x̃2 ∈ X̃, (α, β) ∈ K2.

de plus T̃ |X= T , puisque x ∈ X, alors on prend la suite de Cauchy
{x;x;x; ...} ⊂ X et T̃ x̃ = limn→+∞Tx = Tx.
Montrons que ∥T̃∥ = ∥T∥.

Puisque : T̃ |X= T ⇒ ∥T̃∥ ≥ ∥T∥.D’autre part, ∥T̃ x2∥ = ∥limn→+∞Txn∥ ≤
∥T∥limn→+∞∥xn∥ = ∥T∥ ∥x̃∥, donc ∥T̃∥ ≤ ∥T∥ alors : ∥T̃∥ = ∥T∥.

Convergence dans l’espace L(X,Y)

Dans ce paragraphe, nous étudions trois genres de convergence des suite
d’opérateurs linéaires et deux genres de convergence des suites dans un espace
normé.

Soit (X, ∥.∥1) et (Y, ∥.∥2) deux espaces normés et L(X, Y ) l’espace normé
des opérateurs linéaires et continus de X dans Y .

Définition 1.1.4. Soit {Tn}n∈N ⊂ L(X, Y ) et T ∈ L(X, Y ).
a- La suite {Tn; n ∈ N} converge en norme, vers T si
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limn→+∞∥Tn − T∥ = 0 et nous écrivons Tn
∥.∥−→ T .

b-La suite {Tn; n ∈ N} converge uniformément, vers T si
limn→+∞∥Tnx− Tx∥2 = 0 et nous écrivons Tn

c.u−→ T .
c- La suite {Tn; n ∈ N} converge ponctuellement (simplement) vers T si
limn→∞Tnx = Tx,∀x ∈ X et nous écrivons Tn

s−→ T .
d- La suite {Tn; n ∈ N} converge faiblement vers T si
f(Tnx) −→ f(Tx),∀x ∈ X, f ∈ Y ′ = {l’ensemble des formes linéaires continus de
Y −→ K}
et nous écrivons :Tn

w−→ T ou Tn ⇀ T .

Rappel 1.1.2. (Topologie faible)
Soit X un espace normé.

Définition 1.1.5. La topologie faible de X est la topologie la moins fine
(moins d’ouverts) pour laquelle toutes les formes linéaires continues φ ∈
X∗(X ′) restent continue.
On la note σ(X,X∗) (σ(X,X ′)) ou plus simplement w.

Proposition 1.1.1. Une base de voisinages pour la topologie faible de x0 ∈ X
est donnée par les parties.

Vε,φi,i=1,n
(x0) = {x ∈ X : |φj(x − x0)| ≤ ε,∀j = 1, n} avec ε > 0, n ≥ 1

et φi i = 1, n ∈ X∗ arbitraires.

Proposition 1.1.2. La suite (xn)n≥1 converge vers x pour la topologie faible
si et seulement si :

φ(xn)
n→+∞−→ φ(x) ∀φ ∈ X∗,

et on écrit :
xn

w−→n→+∞ x,

ou
xn ⇀ x,

ou
xn

σ(X,X∗)−→ x ou w − limn→+∞xn = x.

Proposition 1.1.3. Soit X un espace de Banach muni de la topologie faible,
X est un espace vectoriel topologique, localement convexe et séparé.
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Exemple 1.1.6. EX1 : Soient X = L1([0, 1]) et Y = (C([0, 1], ∥.∥[0,1]).
Soient kn(t, x) et k(t, x) des fonctions continues sur le carré [0, 1]2, et

∥kn∥[0,1]×[0,1] ≤ 1, n ∈ N.
Considérons les applications Tn, T : L1 −→ C([0, 1], ∥.∥∞) par
Tnf(t) =

∫ 1

0
kn(t, x)f(x) dx et Tf(t) =

∫ 1

0
k(t, x)f(x) dx

Alors Tn et T sont des opérateurs linéaires continues. Nous avons
Tn

∥.∥−→ T si supt∈[0,1] |
∫ 1

0
(kn(t, x)f(x)− k(t, x)f(x)) dx| ≤ ε∥f∥1,pour

n > n0(ε), et pour tout f ∈ L1. C’est le cas lorsque kn −→ k uniformément
sur [0, 1]2 ;

Tn
s−→ T si limn→+∞

∫ 1

0
kn(t, x)f(x) dx =

∫ 1

0
k(t, x)f(x) dx ∀f ∈ L1 ;

Tn
w−→ T si limn→+∞

∫ 1

0
(
∫ 1

0
kn(t, x)f(x) dx) dµ(t)) =

∫ 1

0

∫ 1

0
k(t, x)f(x) dx dµ(t).

pour tout f ∈ L1 et pour toute mesure µ sur la σ-algèbre de Borel sur
[0, 1] .

• Maintenant nous montrons quelques relation entre ces types de conver-
gence .

Théorème 1.1.9. Sur la boule d’unité on a une équivalence entre la conver-
gence en norme et la convergence uniforme i.e. on a Tn

∥.∥−→ T ⇒ Tnx −→ Tx
uniformément sur {x : ∥x∥1 ≤ 1} ⊂ X.

Preuve. "⇒" Supposons que Tn
∥.∥−→ T , donc pour x ∈ B(0, 1) on a

supx∈B(0,1) ∥Tnx−Tx∥ ≤ ∥Tn−T∥ ∥x∥1 ≤ ∥Tn−T∥n −→ 0, si n −→ +∞.
Ce qui entraîne la convergence uniforme de {Tn, n ∈ N} sur B(0, 1).
"⇐" Supposons que {Tnx, n ∈ N} uniformément vers Tx sur B(0, 1).

Puisque ∥Tn − T∥ = supx{∥Tn − T )x∥2; ∥x∥1 ≤ 1}, la suite converge en
norme vers T .

Théorème 1.1.10. Soit Tn, T ∈ L(X, Y ).

a- Si Tn
∥.∥−→ T entraîne que Tn

s−→ T .
b- Si Tn

s−→ T entraîne que Tn
w−→ T .

Preuve. a- Nous avons pour tout x ∈ X :
∥Tnx− Tx∥2 = ∥(Tn − T )x∥2 ≤ ∥Tn − T∥ ∥x∥1 → 0, si n→ +∞.

b- Nous avons pour tout f ∈ Y ∗ et pour tout x ∈ X fixé :
|f(Tnx)− f(Tx)| = |f(Tn − T )x| ≤ ∥f∥Y ∗∥Tnx− Tx∥2 −→ 0 n→ +∞.

Remarque 1.1.3. Tn
s−→ T n’entraîne pas Tn

∥.∥−→ T, et Tn
w−→ T n’entraîne

pas Tn
s−→ T .
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Exemple 1.1.7. 1/ Considérons X = Y = ℓ2 = {x = (xn)n∈N : ∥x∥22 =∑∞
n=1 |xn|2 < +∞},
et soit Tn ∈ L(X, Y ) la projection orthogonale de X sur < en+1, en+2, ... >

i.e
Tn(x1, x2, ...) = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

nfois

, xn+1, xn+2, ...).

Alors nous avons pour tout x ∈ X,
∥Tn − 0)x∥2ℓ2 =

∑∞
k=n+1 |xk|2 −→ 0 si n −→ +∞.

et donc Tn
s−→ T . Mais d’autre part,

∥Tn∥ = supx{∥Tnx∥ℓ2 : ∥x∥ℓ2 = 1} ≥ ∥Tnen+1∥ℓ2 = 1 ↛ 0

c-à-d Tn
∥.∥↛ T = 0.

2/ Considérons X = Y = ℓ2 et {Tn = (Ts)
n; n ∈ N} ∈ L(X) ou

Ts : ℓ
2 −→ ℓ2 l’opérateur de déplacement ∈ L(X) défini par

Ts(x) = Ts(x1, ...) = (0, x1, x2, ...).
Tnx = Tn((x1, x2, ...)) = (0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

nfois

, x1, x2, ...).

Considérons f ∈ X∗ = ℓ2 représenté par f = (f1, f2, ...) ∈ ℓ2. Alors

|f(Tn(x))| = |Tnx, f)| = |
∞∑
k=1

fk+n.xk|

= (
∞∑
k=1

|xk|2)1/2(
∞∑

k=n+1

|fk|2)1/2
n→+∞−→ 0

= ∥x∥ℓ2(
∞∑

k=n+1

|fk|2)1/2
n→+∞−→ 0

Donc Tn
w−→ T = 0.

D’autre part nous avons pour tout x ∈ X ∥Tnx∥ℓ2 = ∥x∥ℓ2 et donc
Tn

s↛ T .

• Cas où la convergence en norme et faible sont équivalentes.

Théorème 1.1.11. Si la dimension algébrique de l’espace (X, ∥.∥) est fini
alors la convergence en norme est équivalente à la convergence faible.

Preuve. Soit e1, ..., em une base algébrique de X et supposons que xn
w−→ x,

où xn =
∑m

j=1 ξnjej et x =
∑m

j=1 ξjej.
considérons les formes linéaires x′j ∈ X, 1 ≤ j ≤ m qui satisfait à :
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x′j(ei) = δij, 1 ≤ i, j ≤ m.
En effet : pour tout x ∈ X, on a x =

∑m
j=1 ξjej , si x′ ∈ La(X,K) on a

x′(x) =
∑m

j=1 ξjx
′(ej).

donc x′ est déterminée de façon unique par les nombres x′(ej) j = 1,m.
Montrons qu’on peut construire les formes linéaires x′j ∈ La(X,K), telles

que x′j(ek) = δjk 1 ≤ j, k ≤ m.
[En effet , nous définissons x′j(x) = x′j(

∑m
k=1 ξkek) = ξj j = 1,m.

évidement x′j sont des formes linéaires et de plus indépendantes, donc
dimLa(X,K) ≥ m.

D’autre part si x′ ∈ La(X,K), alors on a pour tout x ∈ X,
x′(

∑m
k=1 ξkek) =

∑m
k=1 ξkx

′(ek) =
∑m

k=1 ξkλk =
∑m

k=1 λkx
′
k(x) donc

x′ =
∑m

k=1 λkx
′
k c-à-d dim La(X,K) = m. Puisque chaque espace linéaire

sur le corps K, de dimension algébrique m, est isomorphe à l’espace linéaire
Km, toute forme linéaire x′ ∈ La(X,K) est déterminé dans une base donnée
pour La(X,K) par un m-uplet (λ1, ..., λm) ∈ Km, ou λj = x′(ej) j = 1,m].

Alors nous avons pour

1 ≤ j ≤ m limn→∞ξnj
= limn→+∞x

′
j(xn) = x′j(x) = ξj,

et l’égalité ∥xn − x∥ = ∥
∑m

j=1(ξnj
− ξj)ej)∥ ≤

∑m
j=1 |ξnj

− ξj ∥ej∥, ce qui

montre que xn
∥.∥−→ x.

1.2 Principe de la borne uniforme (théorème
de Banach Steinhauss)

1.2.1 Théorème de Banach Steinhauss

Théorème 1.2.1. Soient E,F deux espaces de Banach Soit (Ti)i∈I : I une
famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires et continues
de E dans F . On suppose que :

sup
i∈I

∥Tix∥F ≤ +∞∀x ∈ E. (1.3)

Alors
sup
i∈I

∥Ti∥L(E,F ) < +∞ . (1.4)
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Autrement dit : Si {Ti ∈ I} ⊂ L(E,F ) telles qu’il existe pour tout x ∈ E
un nombre M(x) tel que pour tout i ∈ I, on ait ∥Tix∥F ≤M(x).

Alors il existe un 0 ≤ k +∞ tel que : ∥Ti∥L(X,Y ) ≤ k i ∈ I.

Preuve. Pour chaque entier n ≥ 1 on pose

xn = {x ∈ E;∀i ∈ I∥Tix∥ ≤ n}

de sorte que xn est fermé est grâce à (1.3) on a : ∪n≥Xn = E
Il résulte du théorème de Baire que IntXn0 ̸= ∅ pour un certain n0 ≥ 0.

Soient x0 ∈ E et r > 0 tels que B(x0, r) ⊂ Xn0, on a

∥Ti(x0 + rz)∥ ≤ n0 i ∈ I,∀z ∈ B(0, 1).

Par conséquent il vient pour tout z ∈ B(0, 1)

∥Ti(rz)∥ ≤ ∥Tix0∥+ ∥Ti(x0 + rz)∥ ⇒ r∥Tiz∥F ≤ n0 + ∥Tix0∥F .

donc ∥Ti∥L(E,F ) ≤ (n0

r
+ supi ∥

∥tix0∥
r

).
sup∥z∥≤1∥Tiz∥F = ∥Ti∥L(E,F ) ≤ 1

r
(n0

r
+ supi ∥Tix0∥F ).

Corollaire 1.2.1. Soient E et F deux espaces de Banach. Soit (Tn) une
suite d’opérateurs linéaires et continues de E dans F tels que :
∀x ∈ E limn→+∞Tnx = Tx. Alors

(a) supn ∥Tn∥L(E,F ) < +∞,
(b) T ∈ L(E,F ),
(c) ∥T∥L(E,F ) ≤ limn inf∥Tn∥L(E,F ).

Preuve. (a) Tnx −→ Tx ∀x ∈ E ⇒ ∥Tnx∥ ≤ M(x) ∀x ∈ E d’après le
th.B.Stei on a

supn ∥Tn∥L(E,F ) < c.
(b) On a (a) ⇒ ∃c > 0 : ∥Tnx∥F ≤ c∥x∥E ∀n ≥ 0,∀x ∈ E.
Par passage à la limite (n −→ +∞) on obtient : ∥Tx∥F ≤ c∥x∥ ∀x ∈ E,

donc T ∈ L(E,F ).
(c) Enfin on a : ∥Tnx∥F ≤ ∥Tn∥L(E,F )∥x∥ ∀x ∈ E

n→+∞⇒ lim∥Tnx∥
∥x∥ ≤

inf ∥Tn∥L(E,F )

∥T∥L(E,F ) ≤ limn→+∞ inf ∥Tn∥L(E,F ).

Corollaire 1.2.2. Soit G un espace de Banach et soit B un sous-ensemble
de G. On suppose que :

Pour tout f ∈ G∗ l’ensemble f(B) = Ux∈B{< f, x >}, est borné (dans
R). Alors B est borné.



1.2. PRINCIPE DE LA BORNE UNIFORME (THÉORÈME DE BANACH STEINHAUSS)15

Preuve. On applique le théorème de B.Stei, avec E = G∗, F = R, et I = B.
Pour chaque b ∈ B on pose : Tb(f) = f(b), f ∈ E = G∗.

de sorte que : supb∈B |Tb(f) < +∞ ∈ E.
Grâce au th.B.Stei il existe une Cte c > 0 tq : |f(b)| ≤ c∥f∥G∗ , ∀f ∈

G∗,∀b ∈ B.
Par conséquent on a : ∥b∥E ≤ c ∀b ∈ B ⇔ B est borné.
ch2−→ [∀x ∈ E : ∥x∥E = supf∈E∗,∥f∥≤1 | < f, x > | =Maxf∈E,∥f∥≤1∥f(x)|].

Remarque 1.2.1. Ce corollaire signifie que pour vérifier qu’un ensemble est
borné. Il suffit de le ”regarder" à travers toutes les formes linéaires continues.
C.à.d Faiblement borné ⇒ fortement borné.

Corollaire 1.2.3. (l’énoncé dual du Corollaire 1.2.2)
Soit G un espace de Banach et soit B′ un sous-ensemble de G∗. On sup-

pose que :
Pour tout x ∈ G l’ensemble < B′, x >= ∪f∈B′ < f, x > est borné (dans

R). Alors
B′ est borné.

Preuve. On applique le th de B.Stei avec E = G, F = R et I = B′. Pour
chaque f ∈ B′ on pose Tf (x) =< f, x > (x ∈ G = E)

et on conclut qu’il existe une cte c > 0 telle que :
| < f, x > | ≤ c∥x∥ ∀f ∈ B′ ∀x ∈ G.
∥f∥ = sup∥x∥≤1 | < f, x > | ≤ c ∀f ∈ B′ est borné.

Application

Soit E un espace de Banach et F un espace normé. Il existe une autre
version du th de B.Stei qui est la suivante :

Pour toute famille d’opérateurs Ti ∈ L(E,F ), i ∈ I, on a l’alternative
suivante :

(i) Soit il existe M < +∞ tel que : ∥Ti∥ ≤M ∀i ∈ I.
(ii) Soit il existe une partie dense G de E (qui est une intersection dénom-

brable d’ouverts denses) dont tout élément x vérifie supi∈I ∥Tix∥F = +∞.
Par exemple : Il existe un ensemble de fonctions L1(0, 1) dont la série de

Fourrier ne converge pas pour la norme de L(0, 1).
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1.3 Opérateurs inversibles, théorème du graphe
fermé

Définition 1.3.1. Soient X et Y deux espaces normés. Un opérteur T ∈
L(X, Y ) est invesible (régulier), si (1) T est surjectif, (2) T−1 existe sur y et
T−1 ∈ L(Y,X). Cet ensemble est noté par Lr(X, Y ).

Évidement, si f−1 existe et est continue sur Yi elle est ouverte. En parti-
culier un opérateur régulier est ouvert.

Théorème l’application ouverte

Définition 1.3.2. Soient X et Y deux espaces normés (ou métriques) une
application f ∈ F (X, Y ) est une application ouverte si l’image de tout en-
semble ouvert de X est un ensemble ouvert de Y.

Évidement, si f−1 existe et est continue sur Yi elle est ouverte. En parti-
culier un opérateur régulier est ouvert.

Théorème 1.3.1. (de l’application ouverte) Soient X et Y deux espaces
de Banach. Si T ∈ L(X, Y ) et Y = TX (surjective) T est un opérateur
ouvert.

Preuve. Puisque X, Y sont des espaces normés et T est linéaire, il suffit de
montrer que ∃δ > 0 : BY (0, δ) ⊂ T (BX(0, 1)) i.e ∃δ > 0, tq : ∀y : ∥y∥ < δ ⇒
y = Tx : ∥x∥ < 1.

Notons d’abord que X = ∪n∈NnBX(0, 1) et montrons que Y = ∪n∈NnTBX(0, 1).
En effet pour y ∈ Y , il existe x ∈ X : y = Tx (T est surjectif). Si

∥x∥X < k ∈ N, y ∈ T (kBX(0, 1) = kT (BX(0, 1)). Y est un Banach ⇒ Y =
∪k≥1kT (BX(0, 1)) (Y̊ ̸= ∅ ⇒ ∃n0 ∈ N : BT (BX(0, 1) ̸= ∅ Baire).

D’après le théorème de Baire ∃n0 ∈ N :T (n0BX(0, 1)) = n0T (BX(0, 1)
contient un ouvert non vide U .

Puisque T est linéaire TBX(0, 1) et TBX(0, 1) sont convexes et −U ⊂
n0TBX(0, 1) (si y = Tx ∈ TBX(0, 1) ⇒ −Tx = −y ∈ TB(0, 1)) implique
que.

U1 = 1
2
u + 1

2
(−u) ⊂ n0TBX(0, 1). Notons que U1 est ouvert contient 0

l’origine, c-à-d U1 est un voisinage de 0 ⇒ ∃δ′ > 0 tq BY (0, δ
′) ⊂ U1 ⊂

n0TBX(0, 1) et en posant
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δ1 = δ′

n0
, nous obtenons BY (0, δ1) ⊂ TBX(0, 1), ce qui équivaut pour

δ = δ1
2+

à

BY (0, δ) ⊂ TBX(0, 1/2) (1.5)

Il nous reste à montrer que TBX(0, 1/2) ⊂ TBX(0, 1), et Th est établi.
Fixons y ∈ TBX(0, 1/2) ⇒ ∃x1 : ∥x1∥ < 1/2 : ∥Tx1 − y∥ < δ/2,
(d’aprés (2.19) ∀ε > 0,∃z ∈ E : ∥z∥E < 1/2 et ∥y − Tz∥ ≤ ε)
donc y1 = −Tx1 + y ∈ BY (0, δ/2) ⊂ TBX(0, 1/22).
D’après le même argument, il existe un x2, ∥x2∥ < 1/4, tel que
∥Tx2 − y1∥ = ∥Tx2 + Tx1 − y∥ < 2−2δ et y2 = −Tx2 − Tx1 + y ∈

BY (0, 2
−2δ) ⊂ TBX(0, 2−3).

Nous continuons de cette façon et nous obtenons une suite {xn, n ∈ N}
telle que

(a) ∥xn∥ < 2−n (b) ∥T (
∑n

k=1 xk)− y∥ < 2−nδ.
Posons Sn =

∑n
k=1 xk;n ∈ N. Puisque {Sn; n ∈ N} est une suite de

Cauchy et X un espace de Banach, la suite {Sn;n ∈ N} converge vers un
élément x : ∥x∥ <

∑∞
k=1 2

+−k
= 1.

Puisque T est continu, nous obtenons de (b) ci-haut que Tx = y.

Théorème 1.3.2. Théorème de Banach Soient E et F deux espaces de
Banach et T : E −→ F une application linéaire continue et bijective. Alors
T−1 est automatiquement continue.

Preuve. D’après le Théorème précédent : T est ouvert ⇔ ∃c > 0 : BF (0, c) ⊂
TBX(0, 1).

c-à-d T−1(BF (0, c)) ⊂ BE(0, 1).
Soit ∥y∥ < c⇒ ∥T−1y∥ ≤ 1
Par conséquent, par homogénéitie :∥y∥ ≤ 1 ⇒ ∥T−1y∥ ≤ 1/2 ⇒ ∥T−1y∥ ≤

1
c
∥y∥ ∀y ∈ F .

Corollaire 1.3.1. Soit E un e.v muni de 2 normes telles que E soit complet
pour chacune d’elles. Supposons de plus que ces deux normes sont compa-
rables. Alors elles sont équivalentes.

Théorème du graphe fermé

Définition 1.3.3. Soient X et Y deux espaces normés et T ∈ La(X, Y ).
Alors T est un opérateur linéaire avec un graphe fermé si pour tout (xn), x0 ∈
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X, si
xn

∥.∥−→ x0etTxn
∥.∥1−→ y0 ⇒ y0 = Tx0. (1.6)

Observons que T ∈ La(X,X) est un opérateur linéaire avec un graphe
fermé ssi si son graphe G = Γ (T ){(x, Tx) : x ∈ X} ⊂ X×Y est un ensemble
fermé dans X × Y . En effet (1.6) entraîne que tout point d’adhérence de G
appartient à G. inversement si G est un ensemble fermé de X × Y et si

xn
∥.∥−→ x0, alors Txn

∥.∥2−→ y0, alors (x0, y0) ∈ G, donc (x0, y0) ∈ G i.e
y0 = Tx0.

Cette propriété caractérise les opérateurs linéaires continus dans les es-
paces de Banach.
Théorème 1.3.3. (Théorème du graphe fermé (1929)) Soit E et F
deux espaces de Banach et

T : E −→ F une application linéaire, si le graphe de T est fermé dans
E × F , alors T est continue.
Preuve. Munissons E d’une second norme ∥.∥T définie par

∥x∥T = ∥x∥E + ∥Tx∥F ∀x ∈ E.

Elle est plus fine que ∥.∥E et la condition disant que le graphe GT fermé
entraîne que (E, ∥.∥T ) est un espace complet (car GT fermés dans l’espace
complet E × F ), donc est lui-même complet). Ces deux normes sont équiva-
lentes i.e ∃c > 0

∥x∥T ≤ c∥x∥E ∀x ∈ E ⇒ ∥Tx∥F ≤ (c − 1)∥x∥E ∀x ∈ E i.e T est
continue.
Remarque 1.3.1. On voit que ce théorème rend la vérification de la conti-
nuité plus facile.
Remarque 1.3.2. Il y a des opérateurs linéaires avec un graphe fermé qui
ne sont pas continus.
Exemple 1.3.1. Soit X = Y l’espace des polynômes sur R(C) muni de la
norme ∥.∥|z|≤1, évidemment X et Y ne sont pas des espaces de Banach.

Définissons T ∈ La(X) par :
T (

∑n
k=0 akz

k) =
∑n

k=1 kakz
k−1.

Supposons que {Pn ∈ X;n ∈ N} converge en norme vers p ∈ X et que
{TPn; n ∈ N} converge en norme vers q ∈ X. Alors q = TP . D’autre part
T n’est pas continue. En effet

∃Pn(z) = zn : ∥Pn∥ = 1 mais ∥Tzn∥ = n
n→+∞−→ 0 ( ∥Pn∥ −→ 1 mais

∥TPn∥ = n −→ +∞).
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Propriétés de l’ensemble Lr(X).

Théorème 1.3.4. Soient T1, T2 ∈ Lr(X), alors T1oT2 ∈ Lr(X) et λT1 ∈
Lr(X) pour tout λ ∈ K \ {0}.

Théorème 1.3.5. Soit T ∈ Lr(X) où (X, ∥.∥) est un espace de Banach. Si
∥T∥ < 1, alors I − T ∈ Lr(X) et (I − T )−1 =

∑∞
k=0 T

k.

Preuve. On sait que la série
∑∞

k=0 z
k converge localement uniformément et

absolument dans |z| < 1. De plus
∑∞

k=0 z
k = 1

1−z .
Parce que ∥T∥ < 1, la série

∑∞
k=0 T

k, où T̊ ≈ I est convergente en norme.
Posons U =

∑∞
k=0 ∥T k∥ ≤

∑∞
k=0 ∥T∥k =

1
1−∥T∥ < +∞. (∥T∥ < 1).

Ce qui entraîne que U ∈ L(X). Montrons que U = (I − T )−1 et donc
I − T ∈ Lr(X).

Soit Un =
∑n

k=0 T
k. Alors nous avons

Uno(I − T ) = (I − T )oUn = I − T n+1.

Puisque Un
∥.∥−→ U et T n+1 ∥.∥−→ 0 (en norme), nous obtenons : Uo(I − T ) =

(I − T )oU = I et donc I − T ∈ Lr(X).

Exemple 1.3.2. Considérons X = R∗ muni de la norme euclidienne ∥.∥2
et la transformation T de X sur X qui se compose d’un contraction d’un
facteur r 0 < r < 1 et d’une rotation autour de l’origine avec l’angle φ. La
matrice A qui représente T par rapport à la base (1,0)(0,1) est :

A

(
r cosφ r sinφ
−r sinφ r cosφ

)
Puisque 1

r
T préserve la norme, nous avons ∥T∥ = r < 1. Donc I − T est

inversible et possède la représentation :

I − A =

(
1− r cosθ −r sinθ
r sinθ 1− r cosθ

)
Nous allons vérifier si (I − A)−1 =

∑∞
k=0A

k

En effet : calcul direct donne :

(I − A)−1 =
1

1− 2rcosθ + r2

(
1− r cosθ r sinθ
−r sinθ 1− r cosθ

)
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D’autre part :

An =

(
rn cos nφ rn sin nφ
−rn sin nφ rn cos nφ

)
et nous obtenons : en posons z = reiφ

∑
n≥0

An =

( ∑
Re zn

∑
Im zn

−
∑
Im zn

∑
Re zn

)

=

(
Re 1

1−z Im 1
1−z

−Im 1
1−z Re 1

1−z

)

=
1

|1− z|2

(
Re (1− z) Im (1− z)
−Im (1− z) Re (1− z)

)
1

1− 2r cos θ + r2

(
1− r cosθ r sinθ
−r sinθ 1− r cosθ

)
= (I − A)−1.

Théorème 1.3.6. Soient T1, T2 ∈ L(X) et T ∈ Lr(X). Si ∥T1−T2∥ < 1
∥T−1

1 ∥ .
Alors T2 ∈ Lr(X).

De plus

T−1
2 = T−1

1 + T−1
1

∞∑
k=1

((T1 − T2)oT
−1
1 )k. (1.7)

Preuve. En effet nous avons

∥I − T2oT
−1
1 ∥ = ∥(T1 − T2)oT

−1
1 ∥ ≤ ∥T1 − T2∥ ∥T−1

1 ∥ < 1.

d’où T2oT−1
1 ∈ Lr et on a (T2oT

−1
1 )oT1 = T2 ∈ Lr(X).

De plus (T2oT
−1
1 ) =

∑∞
k=0(I − T2oT

−1
1 )k =

∑∞
k=0((T1 − T2)oT

−1
1 )k =

T1oT
−1
2

et on a : (T−1
2 = T−1

1 o
∑∞

k=0((T1 − T2)oT
−1
1 )k ...(1)

Corollaire 1.3.2. L’ensemble Lr(X) est ouvert par rapport à la topologie
induite par la norme sur L(X).

Théorème 1.3.7. L’opération T 7−→ T−1 est une opération continue dans
Lr(X).
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Preuve. Soit T1 ∈ Lr(X) et T2 ∈ Lr(X) tels que : ∥T1 − T2∥ < 1
∥T−1

1 ∥ ,
d’après (1.7)

∥T−1
2 − T−1

1 ∥ ≤ ∥T−1
1 ∥

∞∑
k=1

(∥T1 − T2∥ ∥T−1
1 ∥)k

=
∥T1 − T2∥ ∥T−1

1 ∥
1− ∥T1 − T2∥ ∥T−1

1 ∥
∥T−1∥,

d’où limT2→T1T
−1
2 = T−1.

Opérateurs inversibles à droite (à gauche) et supplé-
mentaire topologique

Définition 1.3.4. Soit G ∈ E un sou-espace fermé d’un espace de Banach
E. On dit qu’un sous-espace L de E est supplémentaire topologique de G si :

(i) L est fermé.
(ii) G ∩ L = {0} et G+ L = E.
Dans ce cas tout z ∈ E s’écrit de façon unique z = x + y avec x ∈ G et

y ∈ L.

Corollaire 1.3.3. du Th de Banach Si E est un espace de Banach et si
E1 et E2 sont deux supplémentaires algébriques (i.e Ei e.v fermés de E tel
que : E1 ∩E2 = {0} et E1 +E2 = E). Alors : E1 et E2 sont supplémentaires
topologiques (i.e les projections associes-continues).

Preuve. Munissons le produit E1 × E2 de la norme ∥(x1, x2)∥ = ∥x1∥E +
∥x2∥E. Comme E1 et E2 sont fermé, donc complets, E1 ×E2 est complet, et
donc est un Banach pour cette norme or l’application linéaire

T :E1 × E2 −→ E

(x1x2) 7−→ x1 + x2

est bijective (car E1, E2 sont en somme directe algébrique) et continue (∥x+
y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ la définition de la norme sur E1 × E2). Par le th des iso-
morphes de Banach, il existe c tel que : ∥x1 + x2∥ ≥ c(∥x1∥E + ∥x2∥E); donc
∥x1 + x2∥ ≥ c∥x1∥ et ∥x1 + x2∥ ≥ c∥x2∥, ce qui est bien la continuité des
projections.
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Exemple 1.3.3. 1) Tout sous espace G de dimension finie admet un supplé-
mentaire topologique. En effet soit B = {ei, i = 1, n} une base de G on écrit
x =

∑n
i=1 xiei et on définit φi(x) = xi, on prolonge chaque φi en une forme

linéaire continue φ̃i sur E (voir Ch II) on plus précisément (un corollaire)
on vérifie aisément que : L = ∩ni=1(φ̃i)

−1(0) est supplémentaire topologique
de G.

2) Tout sous-espace fermé G de codimension finie admet un supplémen-
taire topologique. En effet il suffit de choisir n’importe quel supplémentaire
algébrique ( il est automatiquement fermépuisque de dimension finie).
voici un exemple. Soit M ⊂ E∗ un sous espace de dimension p. Alors

M⊥ = {x ∈ E; ⟨f, x⟩ = f(x) = 0 ∀f ∈M}

est fermé et de codimension finie.
En effet soit {fi; i = 1.p} une base de M , alors il exist {ei; i = 1.p} ⊂ E

tels que
⟨fi, ej⟩ = δij; ∀i, j = 1.p,

considérons l’application −→φ : E −→ Rp définie par

−→φ (x) =
(
⟨f1, x⟩, ⟨f2, x⟩, · · · ⟨fp, x⟩

)
; ∀i, j = 1.p

)
.

L’application −→φ est surjective -sinon par le théorème de Hahn Banach (deuxième
forme géométrique voir CH 2) on pourait trouver −→α =

(
α1,2 , · · · , αp,

)
̸= 0

tel que
−→α .−→φ (x) = ⟨

p∑
i=1

αifi, x⟩ = 0, ∀x ∈ E,

ce qui est absurde-.
On vérifie aisement que que les (ei)i=1.p sont linéairement indépendantes et
que l’espace engendré par (ei)i=1.p est un supplémentaire de G.

3) Dans un espace de Hilbert tout sous espace fermé G admet un supplé-
mentaire topologique.

Remarque 1.3.3. Même dans les espaces réflexifs on peut construire des
sous-espaces fermés qui ne possèdent aucun supplémentaire topologique.

Théorème 1.3.8. Soit T un opérateur linéaire continu et surjectif de E dans
F. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) T admet un inverse à droite (S).
ii) kerT = T−1(0) admet un supplémentaire topologique dans E.
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Preuve. i) ⇒ ii) On vérifie aisément que Im(S) = S(F ) est un supplémen-
taire de kerT .

ii) ⇒ i) Soit L un supplé-topo de kerT . On désigne par PL la projection
de E dans L (PL est un opérateur linéaire continu). Étant donné f ∈ F , on
désigne par x l’une des solutions de l’équation Tx = f et on pose Sf = PLx ;
on notera que S est indépendant du choix de x. On vérifie aisément que S
est opérateur linéaire continue tel que ToS = IdF .

Théorème 1.3.9. Soit T un opérateur linéaire continu et injectif de E dans
F . Les propriétés suivantes sont équivalentes .

i) T admet un inverse à gauche (S).
ii) R(T ) = T (E) est fermé et admet un supplémentaire topologique dans

F .

Preuve. i) ⇒ ii) Il est facile de vérifie que R(T ) est fermé et ker(S) est
supplé-topo de R(T ).

ii) ⇒ i) Soit PT un projection de F sur R(T ) (continu). Soit f ∈ F ;
comme PTf ∈ R(T ) il existe un x ∈ E unique (T injectif) tel que Tx = PTf ,
on définit Sf = x.

Il est clair que SoT = IdE d’autre part S est continue grâce au Th de
Banach.

Projets
1-Espaces fontionnels.
-Topologies de différent types de convergence.
-Théorèmes d’Ascoli.
-Théorème de Stone-Weierstrass.
*

Série 1- Opérateurs linéaires sur les EVN-

EX 1 : Soient E et F deux EVN sur le coprs R, et f une application de
E dans F vérifie (i) et (ii) :
(i)-∀(x, y) ∈ E2 on a f(x+ y) = f(x) + f(y)
(ii)- f est bornée sur la boule unité.
Montrer que f ∈ L(E,F ).

EX 2 : Soit E un espace normé.Montrer qu’il n’existe pas deux applica-
tions f et g linéaire continues telles ques :
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f ◦ g − g ◦ f = IdE.

EX 3 : Soit E = C([0, 1],R) muni de la norme de convergence uniforme
(∥ · ∥∞). On pose F = {f ∈ E :

∫ 1

0
f(t)dt = 0}.

1-Montrer que toute f ∈ F admet une primitive Tf dans F .
2-Montrer que T : E → E : f 7→ Tf est dans L(E).
3-Calculer ∥T∥.

EX 4 : Soit E = C([0, 1],R) muni de la norme de convergence uniforme.
Soit :
Th : E → R : f 7→ Tnf = 2

π

∫ 1

0
h

x2+h2
f(x)dx.

1-Montrer que Th ∈ E∗ = L(E,R).
2-Montrer que pour toute f ∈ E on a limh→0 Thf = f(o).

EX 5 : Soit δ0 : C([0, 1],R) → R la forme linéaire définie par : δ0f = f(0).
Montrer qu’elle est continue pour la ∥ · ∥∞ mais pas pour la ∥ · ∥L1.(aide)

fn(t) =

{
1− nt, si 0 ≥ t ≤ 1

n
> 0,

0 si 1
n
≥ t ≤ 1

EX 6 : Soit (Ω, µ) un espace mesuré et on suppose que µ est σ-finie (pour
appliquer le Th de Fubini).On fixe un noyau K sur Ω, c.à.d une fonctinnelle
sur Ω× Ω vérifie le test de Schur i.e.
Soit p, q ∈ [1,∞] : 1

q
+ 1

p
= 1. On suppose qu’il existe

W : Ω → R strictement positive, mésurable et une constante C > 0 telles
que les deux propriétés suivantes soient vérifieés :
(a)-

∫
Ω
|K(x, y)|W

1
p (y)dµ(y)CW

1
p (x),∀x ∈ Ωp.p.

(b)-
∫
Ω
|K(x, y)|W

1
q (x)dµ(y)CW

1
q (y),∀y ∈ Ωp.p.

Montrer que TK : f 7→ TKf(x) =
∫
Ω
K(x, y)f(y)dµ(y) ∈ L

(
Lp, Lq).

EX 7 : Montrer qu’un espace de Banach de dimension infinie n’admet
pas de base algébrique dénombrable.( raisoner par l’absurde : si (en≥1 est une
base algébrique. (utilser le théorème de Baire avec Fn = [ei, i = 1, 2, ...n ]).

EX 8 : Soit E = C1([0, 1],R) espace des fonctions dérivables sur [0, 1]
muni de la norme de convergence uniforme. Soit :
D : E → C([0, 1],R) : f 7→ Df(t) = f

′
(t).

1-Montrer que le graphe de D est fermé.
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2-Montrer D n’est pas continu. (soint (fn)n : fn(x) = xn(1− x).
3-Pourquoi cela ne contredit-il pas le théorème du graphe fermé ?

EX 9 : Soit E un espace Banach et soit T : → E → E∗, un opérateur tel
que : ⟨Tx, x⟩ ≥ 0∀x ∈ E.
Montrer que T est continu en utilisant le théorème du graphe fermé.

EX 10 : Soient X, Y, Z trois espaces de Banach et B : X × Y → Z
application bilinéaire.
1-Montrer que B est continu ssi ∃M > 0 : ∥B(x, y)∥ ≤ M∥x∥∥y∥, (x, y) ∈
X × Y .
2-On suppose que B est séparement continue, c.à.d ∀(x, y) ∈ X × Y , les
applications linéaires : Bx : y 7→ Bx(y) = B(x, y) ∈ Z et By : y 7→ By(x) =
B(x, y) ∈ Z sont continues. Montrer que B est continue (Utiliser le th de
Banach-Steinhauss).

EX 11 : Soient E1, E2 et F des EVN. Montrer que L
(
E1 × E2, F

)
et

L
(
E1, L(E2, F )

)
sont isomorphes.

EX 12 : Soint E,F deux espaces de Banach et soit (Tn)n∈N ∈ L(E,F ).
On suppose que ∀x ∈ E on a limn→∞ Tnx = Tx.
1-Montrer que T est continu.
2-Montrer que Tnxn → Tx dans F.

EX 13 : Soint (H1, ⟨, ⟩1) et,(H2, ⟨, ⟩2) deux espaces de Hilbert. T : H1 →
H2 une application linéaire, on suppose qu’il existe une autre application li-
néaire S : H2 → H1 teq : ⟨x, Sy⟩1 = ⟨Tx, y⟩2∀(x, y) ∈ H1 ×H2.
Montrer que T et S sont continues.
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Chapitre 2

Théorème de Hahn-Banach et
espace dual

2.1 Notion de Formes linéaires

2.1.1 Formes linéaires algébriques

Définition 2.1.1. Soit X un e.v linéaire, une application linéaire f : X −→
K est dite forme linéaire.

La(X,K) = X
′ :={l’ensemble des formes linéaires sur X} est l’espace

dual de X .
La(X,K) : s’appelle le dual algébrique.
La(La(X,K),K) : s’appelle le bidual.

Théorème 2.1.1. Si f ∈ La(X,K), alors ou bien f ≡ 0 ou bien f(X) = K.

Preuve. Si f ̸= 0, alors il existe x0 ∈ X : f(x0) ̸= 0.
posons x1 = x0

f(x0)
, donc f(x1) = 1, et pour λ ∈ K on a :

f(λx1) = λf(x1) = λ c.f.d

Corollaire 2.1.1. Pour tout f ∈ La(X,K), on a ou bien f(x) = 0 ou bien
f(x) = 1.

Théorème 2.1.2. Si f ∈ La(X,K), f ̸= 0, alors son noyau :

kerf = {x ∈ X : f(x) = 0}.

est une sous espace vectoriel linéaire maximal.

27



28 Théorème de Hahn-Banach et espace dual

Preuve. Soit x0 ∈ X\kerf . (Montrons que kerf est un s.espace linéaire
maximal, i.e codimkerf = 1).

Soit x0 ∈ X\kerf , donc f(x0) ̸= 0.(l’existence d’un tel x0 est assuré par
f ̸= 0). et soit y ∈ X arbitraire. Posons x = y − f(y)

f(x0
x0. Alors,

f(x) = f(y)− f(y)

f(x0)
f(x0) = 0,

donc x ∈ kerf . En d’autre mots , nous avons pour tout y ∈ X, la représen-
tation

y = x− f(y)

f(x0)
f(x0), ou x ∈ kerf,

donc, X = kerf ⊕ [x0], et kerf ∩ [x0] = {0}, c-à-d X = kerf ⊕ [x0]. Puisque
1 = dim[x0] = codimkerf , l’espace kerf est un s.e.maximal de X.

Le résultat réciproque est donnée par :

Théorème 2.1.3. Soit x0 ∈ X\X0, un élément fixé. Alors tout vecteur x ∈
X s’écrit de façon unique sous la forme x = y+ λx0 ou y ∈ X0 et λ ∈ K, i.e

(X = X0 ⊕ [x0]).
L’application : f : X 7−→ K définie par : f(x) = f(y + λx0) = λ est une

forme linéaire sur X de plus kerf = X0.

Théorème 2.1.4. Soit X0 un s.e linéaire maximal de l’espace X. Alors il
existe une forme linéaire f ∈ La(X,K), telle que kerf = X0.

Théorème 2.1.5. Soit f1 et f2 ∈ La(X,K), f1 ̸= 0 et f2 ̸= 0,
si kerf1 = kerf2, alors : f2 = λf1, λ ∈ K.

Preuve. Supposons que kerf1 = kerf2 ̸= 0, et choisissons x0 ∈ X\kerf1.
Alors, x ∈ X possède une décomposition unique x = y + λx0, y ∈ kerf1,
λ ∈ K.

Les égalités : f1(x) = λf1(x0), f2(x) = λf2(x0),

entraînent pour tout x ∈ X :

f2(x) =
f1(x0)

f2(x0)
.f1(x) = λ∗f1(x),
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2.1.2 Formes linéaires topologiques (continues)

Sur un espace vectoriel normé

L’existence d’une norme sur l’espace X nous permet de trouver des pro-
priétés intéressantes pour les formes linéaires continues.

Définition 2.1.2. Soit (X, ∥.∥) un e.v.n , et soit f ∈ La(X, ∥.∥), on dit f
est borné, s’il existe un M > 0 tel que :

|f(x)| ≤M∥x∥ ∀x ∈ X,

Théorème 2.1.6. L’ensemble X∗ est un E.V sur K normé par la norme :

∥f∥∗ = sup∥x∥≤1∥f(x)∥,

Définition 2.1.3. On appelle l’espace X∗ muni de la norme définie ci-dessus
l’espace dual Topologique de X. De plus l’espace dual topologique de X∗ est
X∗∗ s’appelle l’espace bidual topologique.

Théorème 2.1.7. Soit (X, ∥.∥) un espace de Banach, et soit f une forme
une forme linéaire sur X. Les quatres énoncés suivants sont équivalents :

i) f est bornée.

ii) f est uniformément continue sur X.

iii) f est continue à l’origine.

iv) kerf est fermé.

Preuve. ii) ⇒ iv), soit x0 ∈ kerf . Alors il existe une suite

{xn : n ∈ N} ⊂ kerf et xn
∥.∥−→ x0. Puisque f(xn) = 0, et f est unifor-

mément continue sur X, on a f(x0) = 0, d’où x0 ∈ kerf [|f(x0) − f(xn)| ≤
∥f∥∥xn − x0∥ ⇒ f(x0) = 0 i.e.x0 ∈ kerf ].

iv) ⇒ iii) : Montrons iii) ⇒ iv) : soit f discontinue à l’origine, donc

∃{(xn) : n ∈ N} ⊂ X\{0}, telle que : xn
∥.∥−→ 0 et lim f(xn) ̸= f(x1) ̸= 0.

Alors ∃{(xnR
) = yR : R ∈ N} ⊂ {(xn) : n ∈ N}, telle que f(yR) ̸= 0 et

limf(yR) = α ∈ R\{0} (C\{0}). Posons : zn = yR
f(yR)

. Alors zn
∥.∥−→ 0 et

f(zR) = 1, ∀n ∈ N. Donc f(zR − z1) = 0, d’où zR − z1 ∈ kerf , ∀R ∈ N.
Montrons : limR→+∞(zR − z1) = −z1 /∈ kerf , donc kerf n’est pas fermé.
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Exemple 2.1.1. Soit X l’ensemble des fonctions sur [−1, 1] qui sont des
restrictions des fonctions holomorphes dans {z : |z| < 1}. En d’autres termes
f ∈ X peut être développée dans une série de Taylor à l’origine dont le rayon
de convergence est au moins égal à un. Nous munissons X de la norme ∥f∥ =
sup|x|≤ 1

2
|f(x)|. On vérifie aisément (principe d’identité ) que (X, ∥.∥) est un

espace normé mais pas complet, considérons maintenant la forme linéaire φ
définie par φ(f) = f ′′(0). Alors nous avons :

sup
∥f∥≤1

|φ(f)| ≥ sup
n∈N

|φ(cosnx)| = sup
n∈N

n2 = +∞.

Donc φ n’est pas bornée. D’autre part fn = 1
n
cosnx converge en norme vers

f ≡ 0, mais φ(fn) = n ne converge pas vers φ(0) = 0. Donc φ n’est pas
continue à l’origine.

Pour vérifier que φ n’est pas continue à aucune g ∈ X, il suffit de consi-
dérer fn = g + 1

n
cosnx. Finalement, vérifions que kerφ n’est pas fermé. En

effet, gn(x) = [cos(x)− cosnx
n2 ] ∈ kerφ, mais limn→∞ gn /∈ kerφ.

Sur un espace de Hilbert

Théorème 2.1.8. (Théorème de représentation de Riesz pour un Hilbert)
Si H est un espace de Hilbert sur le corps K et si f ∈ H∗, alors, il existe

un et un seul élément y ∈ H, tel que :
(1) f(x) = (x, y), pour tout x ∈ H,

et de plus
(2) ∥f∥∗ = ∥y∥.

Réciproquement, pour tout élément y ∈ H, la formule (1) définit une
forme linéaire continue f sur H, et on a l’égalité (2).

Preuve.
a) Montrons d’abord l’existence de y, soit f ∈ H∗. Si f ≡ 0, prenons
y = 0. Soit donc f ̸= 0, on sait que kerf est un s.e.maximal et
fermé de H. Alors, (kerf)⊥ ̸= {0}, choisissons un z ∈ (kerf)⊥\{0}
et posons y = f(z)

∥z∥2 z.
De plus soit P la projection orthogonale de H sur le sous espace kerf .
Alors pour tout x ∈ H, on a :

(x, y) =
(x, z)

∥z∥2
f(z) =

((I − P + P )x, z)

∥z∥2
f(z) =

((I − P )x, z)

∥z∥2
f(z),



2.1. NOTION DE FORMES LINÉAIRES 31

Mais (I − P )x ∈ (kerf)⊥ et dim(kerf)⊥ = 1 entraîne que

(I − P )x = λz

Nous avons donc

(x, y) =
λ(z, z)

∥z∥2
f(z) = λf(z). (2.1)

D’autre part :

f(x) = f((I − P )x+ Px) = f((I − P )x) = f(λz) = λf(z).

Ce qui montre que f(x) = (x, y).

b) Montrons maintenant l’unicité de y. Soit f(x) = (x, y) = (x, y1), pour
tout x ∈ H. Alors :

(x, y − y1) = 0 sur H,

et pour x = y − y1 nous obtenons y = y1.

c) De plus |(x, y)| ≤ ∥x∥∥y∥ on a ∥f∥∗ ≤ ∥y∥, et f(y) = ∥y∥2 entraîne
que ∥f∥∗ ≥ ∥y∥, donc l’égalité (2) est vérifiée.

d) Réciproquement f(x) = (x, y) pour un y ∈ H fixé est une forme
linéaire, la continuité s’ensuit de |f(x)| = |(x, y)| ≤ ∥x∥∥y∥ et de c
nous avons ∥f∥∗ = ∥y∥.

Corollaire 2.1.2. Considérons l’espace de Hilbert L2(du) sur X avec le pro-
duit scalaire

(f, g) =

∫
X

fgdu,

Alors si ϕ ∈ (L2dt)∗ il existe une fonction g ∈ L2(du) telle que ϕ(f) =∫
X
fgdt, pour tout f ∈ L2(du). De plus g est u-presque partout unique.

Théorème 2.1.9. Si X est un espace normé de dimension finie, alors toute
forme linéaire sur X est continue, i.e. La(X,K) = X∗.

Preuve. Soient B = {ei, i = 1, n} une base algébrique pour X, et x ∈ X :
x =

∑n
i=1 xiei.
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Soit f ∈ La(X,K), alors

|f(x)| = |
n∑
i=1

xif(ei)| ≤ (
n∑
i=1

|xi|)(
n∑
i=1

f(ei))

≤ ∥x∥∞
n∑
i=1

∥ei∥(
n∑
i=1

|f(ei)|) ≤ ∥x∥∞BM

où M =
∑n

i=1 |f(ei)| B =
∑n

i=1 ∥ei∥/f(ei) =
∑m

k=1 λi,ke
′
k.

Remarque 2.1.1. Si dimX = m⇒ dimLa(X,K) = m, en effet
i) ∀x ∈ X, on a x =

∑n
i=1 xiei, si f ∈ La(X,K)

on a : f(x) =
∑n

i=1 xif(ei). Donc f est déterminée de façon unique pour
les nombres f(ei) i = i,m. Montrons qu’on peut construire des formes li-
néaires fi ∈ La(X,K) telles que :

fi(ek) = δi,k 1 ≤ i, k ≤ m.

En effet, on définit fi(x) := fi(
∑m

k=1 xkek) = xi ∀i = i,m.
Évidement fi sont des formes linéaires et de plus indépendantes donc

dimLa(X,K) ≥ m.
D’autre part si f ∈ La(X,K), alors on a pour tout x ∈ X,

f(
m∑
i=1

xiei) =
m∑
i=1

xif(ei) =
m∑
i=1

λixi

=
m∑
i=1

λifi(x),

donc f =
∑m

i=1 λifi c-à-d dimLa(X,K) = m.

2.2 Théorème de Hahn-Banach et ses consé-
quences

2.2.1 Forme Analytique

La forme analytique du théorème de Hahn-Banach est un théorème per-
mettant de prolonger des formes linéaires définies sur un sous espace vecto-
riel, en gardant un contrôle sur le prolongement quand il y en avait un sur
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la forme de départ ; en particulier si l’espace est normé et la forme linéaire
est continue, on peut la prolonger en une forme linéaire continue sur tout
l’espace, et en gardant la norme.

Définition 2.2.1. Soient E un espace vectoriel sur le coprs R et p : E −→ R
une application vérifiant

p(x+ y) = p(x) + p(y), ∀x, y ∈ E (2.2)

et
p(λx) = λp(x),∀x ∈ E, et λ > 0. (2.3)

p est dite une sous-norme.

Théorème 2.2.1. (Hahn-Banach, forme analytique) Soit E un espace
vectoriel sur K = R ou C, et soit p une semi-norme sur E. Soit G un sous-
espace vectoriel de E et φ0 : E −→ K une forme linéaire telles que :

|φ0(x)| ≤ p(x), ∀x ∈ G.

Alors il existe une forme linéaire φ = φ̃0 : E −→ K prolongent φ0 et telle
que :

|φ(x)| ≤ p(x), ∀x ∈ E.

Théorème 2.2.2. ( Hahn-Banach, forme analytique forte) Soit E un
espace vectoriel réel et p une sous-norme sur E. Soit G un sous-espace vecto-
riel de E et φ0 : G −→ R une forme linéaire vérifiant φ0(x) ≤ p(x), ∀x ∈ G.
Alors il existe une forme linéaire φ = φ̃0 : E −→ R prolongeant φ0 et véri-
fiant encore : φ(x) ≤ p(x),∀x ∈ E.

Nous avons besoin aux résultats suivants :

Proposition 2.2.1. Soit (E, ∥.∥) un espace vectoriel normé. L’application

T :E∗
C = L(E,C) −→ E∗

R = L(E,R)
f 7−→ Re of

est R-linéaire, bijective et isométrique. L’application inverse T−1 est définie
par : pour tout g ∈ E∗

R, on a T−1(g)(x) = g(x)− ig(ix), pour tout x ∈ E.
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Preuve. Il est claire que T est R-linéaire. Vérifions que T est isométrique.
Soit x ∈ E tel que ∥x∥ ≤ 1. On a |T (f(x))| = |Re(f(x))| ≤ |f(x)| ≤
∥f∥∥x∥ ≤ ∥f∥. Donc on a : ∥T (f)∥ ≤ ∥f∥. Par ailleurs, il existe θ ∈ R, tel
que f(x) = eiθ|f(x)|, d’où on a f(e−iθx) = |f(x)|, et donc (Tf)(e−iθx) =
(Reof)(e−iθx) = |f(x)|. Comme on a : ∥e−iθx∥ = |e−iθ|∥x∥ = ∥x∥ ≤ 1, alors
∥T (f)∥ ≥ |f(x)|. Par conséquent, on a ∥T (f)∥ ≥ ∥f∥, d’où ∥T (f)∥ = ∥f∥.
On en déduit que T est injective. Soit g ∈ E∗

R, pour tout x ∈ E, on pose
f(x) = g(x) − ig(ix), alors f ∈ E∗

C et on a T (f) = g, donc T est surjective,
par conséquent, T est bijective.

Lemme 2.2.1. (Lemme de Zorn) Tout ensemble ordonné, inductif, non vide,
admet un élément maximal. On dit que P est inductif si tout sous ensemble
tôtalement ordonné de P admet un majorant.

Preuve.(du Théorème 2.2.2)
1ier cas (cas réel)

Soit B = {h : H = Dh → R, h linéaire, H sous espace vectoriel de E etG ⊆
H, h\G = φ0 et h(x) ≤ p(x), ∀x ∈ H}, on muni B de la relation d’ordre
définie par : h1 < h2 ⇔ Dh1 ≤ Dh2 et h2 prolonge h1. Alors,

(a) B ̸= ∅ car φ0 ∈ B
(b) B est inductif f car si Q est une partie totalement ordonnée de B, on

pose : Hm = ∪h∈QDh et hm(x) = h(x) si h ∈ Q et x ∈ Dh.
Comme Q est totalement ordonnée, Hm est un sous espace vectoriel de

E ; de plus, hm : Hm −→ R est bien définie et est une forme linéaire sur Hm,
visiblement, hm est un majorant de Q. Soit alors, φ un élément maximal de
B.

Il reste à voir que D = Dφ est égal à E tout entier. Supposons que non :
D ̸= E. On peut alors choisir un x0 /∈ D. On va chercher α ∈ R de sorte que,
si l’on pose : H = D + Rx.

Ψ(x + tx0) = φ(x) + tα, x ∈ D, t ∈ R. Alors Ψ ∈ B. Cet élément Ψ
serait un majorant de Q, avec Ψ ̸= φ (puisque DΨ = H contient x0 qui n’est
pas dans D = Dφ) : cela contredirait la maximalité de φ. Cette contradiction
montre que D = E et donc le théorème 2.

Pour obtenir cet α, remarquant que Ψ ∈ B ssi :

φ(x) + tα ≤ p(x+ tx),∀x D, ∀t ∈ R

Mais, pour avoir cela, il suffit de l’avoir pour t = 1 et t = −1
φ(x)− α ≤ p(x− x0), et
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φ(x) + α ≤ p(x+ x0) ∀x ∈ D
En effet, on aura alors :

φ(x) + tα =


t[φ(x

t
) + α] ≤ tp(x

t
+ x0) = p(x+ tx0), si t > 0

t[φ(−x
t
)− α] ≤ (−t)p(−x

t
− x0) = p(x+ tx0), si t < 0

et si t = 0 : φ(x) ≤ p(x) car φ ∈ B.
Il suffit donc de pouvoir choisir α tel que :

sup
x∈D

{φ(x)− p(x− x0)} ≤ α ≤ inf
y∈D

{p(y + x0)− φ(y)}

Ce qui est possible car :

φ(x) + φ(y) = φ(x+ y) ≤ p(x+ y) ≤ p(x− x1) + p(y + x1),

pour tout x, y ∈ D.
Le théorème 2 est donc prouvé.

2ième cas (cas complexe)

D’après la proposition 2.2.1 toute forme linéaire v s’écrite sous la forme :

v(x) = µ(x)− iµ(ix) où µ = Rev : ER → R. (2.4)

Appliquons alors le théorème 2.2.1 à ER pour obtenir µ : ER → R prolongeant
Reφ0 et telle que |µ(x)| ≤ p(x), pour tout x ∈ E. La forme linéaire complexe
v associée prolonge alors φ0, grâce a la formule 4.3.1. De plus, si θ = θx ∈ R
est tel que |v(x)| = e−iθxv(x), on a :

|v(x)| = e−iθv(x) = v(e−iθx) = µ(e−iθx),

car v(e−iθx) ∈ R, et donc :

|v(x)| = µ(e−iθx) ≤ p(e−iθx) = p(x).

2.2.2 Quelques conséquences de la forme analytique du
théorème de Hahn-Banach

Nous allons donner une série de conséquences du théorème de Hahn-
Banach, toutes très importantes. Dans ce qui suit, E sera désormais un espace
normé.



36 Théorème de Hahn-Banach et espace dual

Théorème 2.2.3. Toute forme linéaire continue sur un sous-espace G de E
se prolonge en une forme linéaire continue sur E entier avec la même norme.

Preuve. Soit φ0 ∈ G∗ et C = ∥φ0∥G∗ . Il suffit d’appliquer le théorème de
Hahn-Banach avec la semi-norme p(x) = C∥x∥E.

Théorème 2.2.4. Pour tout x ∈ E non nul, il existe φ ∈ E∗ telle que
∥φ∥ = 1 et φ(x) = ∥x∥.

Preuve. Il suffit de prendre la norme pour p, G = Kx et φ0(λx) = λ∥x∥,
donc ∥φ∥ = ∥φ0∥ = 1.

Corollaire 2.2.1. Pour A ⊆ E, on pose :

A⊥ = {φ ∈ E∗ :< φ, x >= 0,∀x ∈ A}.

Alors A⊥ = E∗ si et seulement si A = {0}.

Corollaire 2.2.2. Pour tout e.v.n E, le dual E∗ sépare les points de E.

Preuve. Si x1 ̸= x2, alors x = x1 − x2 ̸= 0, il existe alors φ ∈ E∗ telle que
φ(x) = ∥x∥ ≠ 0, donc φ(x1) ̸= φ(x2).

Corollaire 2.2.3. On a :

∥x∥ = sup
∥φ∥E∗≤1

|φ(x)|

C’est une conséquence immédiate du théorème 2.2.2. Notons que la borne
supérieure est atteinte. C’est à comparer avec l’égalité :

∥φ∥E∗ = sup
∥x∥≤1

|φ(x)| (2.5)

Qui est une définition, et dans la quelle la borne supérieure n’est pas atteinte
en général.

Remarque 2.2.1. Le sup dans (2.5) est atteint si E est un Banach réflexif.
Un théorème affirme que si le sup dans (2.5) est atteint (E Banach) alors,
E est réflexif.

Corollaire 2.2.4. L’application canonique i : E −→ E∗∗ x 7−→ x̃ :
x̃(φ) = φ(x),∀φ ∈ E∗, est une isométrie. Cette application i est donc en
particulier injective. Par contre, elle n’est pas surjective en général ; nous
verrons un peu plus loin (quand elle l’est ).
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Preuve.
∥x̃∥E∗∗

déf
= sup∥φ∥E∗≤1 |φ(x)|

Coro(2.2.3)
= ∥x∥.

Théorème 2.2.5. Si F est un sous-espace vectoriel fermé de E et x /∈ F , il
existe φ ∈ E∗ telle que φ(x) = 1 et φ(x) = 0, ∀x ∈ F (c-à-d F ⊆ ker).

Preuve. Prenons G = F +Kx0 et définissons une forme linéaire
φ0 : G −→ K par φ0(x + λx0) = λ, pour tout x ∈ F et λ ∈ K, on a

φ(x) = 0 pour tout x ∈ F . Comme F est fermé, on a δ = dis(x0, F ) > 0 ;
donc :

|φ0(x+ λx0)| = |λ| = 1

δ
dist(λx0, F ) ≤

1

δ
∥λx0 + x∥ := p(x),

de sort que l’on peut prolonger φ0 en φ ∈ E∗.

Corollaire 2.2.5. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors x0 ∈ F si et
seulement si pour toute φ ∈ E∗, on a :

φ(x) = 0,∀x ∈ F ⇒ φ(x0) = 0,

En particulier, F est dense dans E si et seulement si, pour toute φ ∈ E∗ :

φ(x) = 0 sur F ⇒ φ ≡ 0.

2.2.3 Formes géométriques

Il est y a plusieurs énoncés géométriques, avec différentes hypothèses.
Bien que certains aient des versions ”complexes” (pour les e.v complexes).
C’est essentiellement un théorème ”réel”. Il permet de séparer des convexes
(compacts, fermés, ouverts,...) disjoints par des hyperplans affines fermés.
Commençons par quelques préliminaires sur les hyperplans. Dans toute la
suite E désigne un e.v.normé .

Définition 2.2.2. Un hyperplan (affine) est un ensemble de la forme :

H = {x ∈ E, f(x) = α},

Où f est une forme linéaire (pas nécessairement continue) sur E, non iden-
tiquement nulle et α ∈ R.
On dit que H est un hyperplan d’équation [f = α].



38 Théorème de Hahn-Banach et espace dual

Proposition 2.2.2. L’hyperplan d’équation [f = α] est fermé si et seulement
f est continue.

Preuve. Il est clair que si f est continue alors, H est fermé. Réciproquement,
supposons que H est fermé. Le complémentaire CH de H est ouvert et non
vide.

(Puisque f ̸= 0). Soit x ∈ CH et supposons (pour fixer les idées) que
f(x0) < α.Soit r > 0 tel que B(x0, r) ⊂ CH où

B(x0, r) = {x ∈ E : ∥x− x0∥ < r}

On a

f(x) < α ∀x ∈ B(x0, r) (2.6)

En effet supposons que x0 ∈ B(x0, r) : f(x1) > α. Le segment
{xt = (1− t)x0+ tx0; t ∈ [0, 1]} est contenu dans B(x0, r) et donc f(xt) ̸=

0∀t ∈ [0, 1] ; par ailleurs f(xt) = α pour t = f(x1)−α)
f(x1)−f(x0) , ce qui absurde avec

(2.6) et (2.6) est démontré.
Il résulte de (2.6) que f(x0 + rz) < α ∀z ∈ B(0, 1).

Par conséquent f est continue et ∥f∥ < 1
r
(α− f(x0)).

Définition 2.2.3. Soient A ⊂ E et B ⊂ E. On dit que l’hyperplan H
d’équation [F = α] sépare A et B au sous large si l’on a :

f(x) ≤ α ∀x ∈ A et f(x) ≥ α ∀x ∈ B.

On ait que H sépare A et B au sens strict s’il existe ε > 0 tel que

f(x) ≤ α− ε ∀x ∈ A et f(x) ≥ α + ε, ∀x ∈ B.

Géométriquement la séparation exprime que A et B se situent, de part et
d’autre de H.

Théorème 2.2.6. (Première forme géométrique) Soient A ⊂ E et B ⊂ E
deux ensemble convexes, non vides et disjoints. On suppose que A est ouvert.
Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large.

La démonstration du ce théorème est basée sur les deux lemmes suivants.
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Lemme 2.2.2. (Jauge d’un convexe)
Soit C ⊂ E un convexe ouvert avec 0 ∈ C. Pour tout x ∈ E on pose :

p(x) = inf{α > 0;α−1x ∈ C}.

On dit que p est la jauge de C. Alors p est une sous-norme

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀x, y ∈ E p(λx) ≤ λp(x) ∀x ∈ E, ∀λ > 0] (2.7)

et vérifie : il existe M > 0 tel que :

0 ≤ p(x) ≤M∥x∥ ∀x ∈ E (2.8)

C = {x ∈ E : p(x) < 1} (2.9)

Preuve. Soit r > 0 tel que B(0, r) ⊂ C ; il est claire que : p(x) ≤ 1
r
∥x∥, ∀x ∈

E, d’où (2.8). [ En effet ∀x ∈ E : ∥ xr
∥x∥∥ = r ⇒ rx

∥x∥ ∈ B(0, r) ⊂ C, soit
α−1 = r

∥x∥ donc ∀x ∈ E : p(x) ≤ α = 1
r−
∥x∥].

Supposons d’abord que x ∈ C ; Comme C est ouvert, (1 + ε)x ∈ C pour
ε > 0 assez petit. Donc p(x) ≤ 1

1+ε
< 1, inversement si p(x) < 1 il existe

0 < α < 1 tel que α−1x ∈ C et donc x = α(α−1x) + (1− α)0 ∈ C d’où d’où
(2.9).

Soient x, y ∈ E et soit ε > 0. D’après d’où (2.8) et d’où (2.9) on sait que
x

p(x)+ε
∈ C et y

p(y)+ε
∈ C. Donc tx

p(x)+ε
+ (1−t)y

p(y)+ε
∈ C ∀t ∈ [0, 1]. En porticulier

pour t = p(x)+ε
p(x)+p(y)+2ε

on obtient x+y
p(x)+p(y)+2ε

∈ C. On en déduit grâce à (2.3)
et (2.9) que :

p(x+ y) < p(x) + p(y) + 2ε ∀ε > 0.

D’où (2.7).

Lemme 2.2.3. Soit C ∈ E un convexe non vide et soit x0 ∈ E avec x0 /∈ C.
Alors il existe f ∈ E ′ tel que f(x) < f(x0) ∀x ∈ C. En particulier l’hyperplan
d’équation [f = f(x0)] sépare {x0} et C au sens large.

Preuve. Par translation on peut toujours supposer que 0 ∈ C et introduire
la jauge de C. (lemme 2.2.2) noté p. On considère G = Rx0 et la forme
linéaire g définie sur G par :

g(tx0) = t, t ∈ R.
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Il est clair que g(x) ≤ p(x) ∀x ∈ G [ prendre x = tx0 et distinguer les cas
t < 0 et t > 0 ]. Grâce au théorème de Hahn-Banach, f analytique, il existe
une forme linéaire f sur E, qui prolonge g, et telle que :

f(x) ≤ p(x) x ∈ E.

En particulier f(x0) = g(x0) = 1, et f est continue grâce à (2.8). D’autre
part on déduit de (2.9) que :

f(x) < 1 ∀x ∈ C.

Preuve.(du théorème 2.2.6)
On pose C = A−B de sorte que C est convexe ( A et B convexes), C au

y est (noter que C = ∪y∈B(A− y)) et 0 /∈ C car A ∩B = ∅. D’après lemme
précédent il existe f ∈ E ′ tel que :

f(z) < 0 ∀z ∈ C,

c-à-d
f(x) < f(y) ∀x ∈ A ∀y ∈ B.

On fixe α ∈ R avec :

sup
x∈A

f(x) ≤ α ≤ inf
B
f(y),

et donc l’hyperplan d’équation [f ≡ α] sépare aux sens large A et B.

Théorème 2.2.7. (Deuxième forme géométrique). Soit A ⊂ E et B ⊂ E
deux ensembles convexes, non vides, disjoints. On suppose que A est fermé
et que B est compact. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B
au sens strict.

Preuve.
Pour ε > 0, on pose Aε = A + B(0, ε) et Bε = B + B(0, ε) de sorte que

Aε et Bε sont convexes, ouverts, et non vides. De plus pour ε assez petit Aε
et Bε sont disjoints. Car A est fermé et B compact tels que A∩B = ∅, alors
d(A,B) = r > 0, d’où [(A+B(0, r/3)) ∩ (B +B(0, r/3)) = ∅].

D’après le théorème 2.2.6, il existe un hyperplan fermé d’équation [f = α]
qui sépare Aε et Bε au sens large. On a donc :

f(x+ εz) ≤ α ≤ f(y + εz) ∀x ∈ A, ∀y ∈ B, ∀z ∈ B(0, 1).
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Il en résulte que :

f(x) + ε∥f∥ ≤ α ≤ f(y)− ε∥f∥, ∀x ∈ A, ∀y ∈ B.

On conclut que A et B séparés au sens strict par l’hyperplan [f = α] car
∥f∥ ≠ 0.

Corollaire 2.2.6. Soit F ⊂ E un s.e.v de E tel que F ̸= E. Alors il existe
une forme linéaire 0 ̸= f ∈ E∗ telle que

⟨f, x⟩ = 0 ∀x ∈ E. (2.10)

Preuve. Soit x0 ∈ E, x0 /∈ F . On applique le théorème précédent, avec
A = F et B = {x0}, il existe donc F ∈ E∗, F ̸= 0 tel que l’hyperplan
d’équation [f = α] sépare au sens strict F et {x0}. On a

< f, x > < α << f, x0 > ∀x ∈ F.

D’où il résulte que < f, x >= 0 ∀x ∈ F , puisque λ < f, x >< α pour tout
λ ∈ R.

Remarque 2.2.2. On applique souvent ce corollaire pour montrer qu’un
sous-espace vectoriel F ⊂ E est dense. On considère une forme linéaire est
continue f sur E telle que f ≡ 0 sur F et on prouve que F est identiquement
nulle sur E.

2.3 Espace dual d’un espace normé

2.3.1 Espaces duaux de quelques espaces importants

Le dual de l’espace C0(X)

Théorème 2.3.1. Soit X un espace localement compact. Pour toute forme
linéaire ϕ de C0(X) réelle (resp complexe), il existe une unique mesure réelle
(resp complexe) µ sur

(
X,Br(X)

)
, régulière (c.à.d. une mesure de Radon),

telle que :

(1)ϕ(f) =
∫
X
fdµ,∀f ∈ C0(X). De plus

(2) ∥ϕ∥ = ∥mu∥.
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En d’autre termes, si MR(X) est l’ensemble de mesure de Radon sur X :

[C0(X)]∗ est isométrique à MR(X).

La preuve est basée sur le théorème de représentation de Riesz suivant

Théorème 2.3.2. (Théorème de représentation de Riesz pour Cc(dµ)) Soit
X un espace séparé localement compact et soit Λ une forme linéaire positive
sur Cc(X) (espace des fonctions continues à support compact) Il existe une
σ−algèbre M sur X, laquelle contient tous les boréliens de X et il existe une
unique mesure positive µ sur M qui représente Λ en ce sens que

(a)Λ(f) =
∫
X
fdµ,∀f ∈ Cc(X).

En outre cette mesure possède les propriétés supplémentaires
(b) µ(K) <∞ pour tout compact K ⊂ X.

(c) Pour tout E ∈ M, on a

µ(E) = inf µ(V ) : E ⊂ V ;V ouvert,

(d) La relation

µ(E) = sup µ(K) : K ⊂ E;K compact

a lieu pour tout E ouvert et pour tout E ∈ M tel que µ(E) <∞.

(e) Si E ∈ M, A ⊂ E et µ(E) = 0, alors A ∈ M.

Pour la démonstration qui est un peu longue voir [9].

Preuve.(Preuve du Théorème 2.3.1) En effet il est clair que toute µ ∈ M(X)
définit une forme linéaire continue ϕµ sur C0(X) en posant

ϕµ(f) =

∫
X

fdµ,∀f ∈ C0(X), et que ∥ϕµ∥ = ∥mu∥.

On notera que la régularité ne sert que pour assurer l’unicité. On peut mon-
trer que si X est métrisable et dénombrable à l’infini , alors toute mesure de
Borel est régulière. Dans ce cas, [C0(X)]∗ est isomorphe à M(X). C’est en
particulier le cas siX = K est un compact métrique, et si X = Rn( ou plus
généralement si X est un ouvert de Rn.
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[label=arabic*.Unicité. soit µ ∈ M(X) telle que :∫
X

fdµ = 0,∀f ∈ C0(X) = 0.

soit µ = h.|µ| la décomposition polaire de µ. Comme |h| = 1|µ|−p.p.,
on a h ∈ L∞(|µ|) ⊂ L1(|µ|). Par densité de Cc(X) dans L1(|µ|) ,il
existe fn ∈ Cc(X) telles que :∫

X

|h− fn|d|µ| →n→∞ 0.

Mais, comme
∫
X
fndµ = 0, on a, puisque |h| = 1 ;

|µ|(X) =

∫
X

|h|2d|µ| =
∫
X

hhd|µ| =
∫
X

hdµ

=

∫
X

|h− fn|dµ =

∫
X

|h− fn|hd|µ| ≤
∫
X

|h− fn|d|µ|;

on a donc |µ|(X) = 0, donc µ = 0.
proof Existence. Soit ϕ ∈ [C0(X)]∗. On peut supposer ∥ϕ∥ = 1.
On admet le lemme suivant pout l’instant. Pour toute forme linéaire
constinue ϕ ∈ [C0(X)]∗, il existe une forme linéaire positive Λ ∈
[Cc(X)]∗ (réelle ou complexe) telle que :

|ϕ(f)| ≤ Λ(|f |) ≤ ∥ϕ∥∥f∥∞, ∀f ∈ Cc(X).

Le théorème de Riesz donne une mesure de Borel positive ν, on a :

ν(X) = sup{Λ(f); f ∈ Cc(X) et 0 ≤ f ≤ 1}
≤ sup{∥f∥∞; f ∈ Cc(X) et 0 ≤ f ≤ 1} ≤ 1,

la mesure ν est bornée ; elle set donc régulière, d’après le théorème de
représentation de Riesz.
D’autre part, le lemme 2.3.1 :

|ϕ(f)| ≤ Λ(|f |) =
∫
X

|f |dν = ∥f∥L1(ν), ∀f ∈ Cc(X);

donc ϕ est une forme linéaire sur Cc(X), continue pour la norme L1(ν).
Par densité de Cc(X) dans L1(ν) elle s’étend en une forme linéaire
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continue ϕ̃ sur L1(ν) tout entier, avec la mêmme norme. On peut
donc trouver g ∈ L∞(ν) , avec ∥g∥∞ = ∥ϕ∥ = 1 ; telle que :

ϕ̃(f) =

∫
X

fgdν, ∀f ∈ L1(ν).

Par restriction à C0(X)(⊂ L1(ν) car ν est bornée), on obtient :

ϕ(f) =

∫
X

fgdν, ∀f ∈ C0(X). (2.11)

Cela prouve la première partie du théorème avec µ = g.ν.
De plus, puisque ∥ϕ∥ = 1, (2.11) donne :

1 = ∥ϕ∥ = sup{|ϕ(f)|; f ∈ C0(X), ∥f∥∞ ≤ 1} ≤ 1 ≤
∫
X

|g|dν.

Comme ν(X) ≤ 1 et |g| ≤ 1, on a
∫
X
|g|dν ≤ ν(X) ≤ 1, et l’inégalité

précédente entraîne
∫
X
|g|dν = 1. Alors :

∥µ∥ = |µ(X)| =
∫
X

dµ =

∫
X

d(|g|.ν) =
∫
X

|g|dν = 1 = ∥ϕ∥.

Ce qui achève la peuve du théorème.
(Preuve du lemme

Λ(f + g) = Λ(f) + Λ(g),∀f, g ∈ C+
c (X).

Fixons pour cela f, g ∈ C+
c (X).

• Pour tout ϵ > 0 il existe h1, h2 ∈ Cc(X) telles que |h1| ≤ f, |h2| ≤ g et

Λ(f) ≤ |ϕ(h1) + ϵ, Λ(g) ≤ |ϕ(h2) + ϵ.

Soit α1, α2C, tels que |α1| = |α2| = 1 et

jϕ(hj) = |ϕ(hj)|, j = 1, 2.

Alors

Λ(f) + Λ(g) ≤ |ϕ(h1)|+ |ϕ(h2)|+ 2ϵ = ϕ(1h1 +2 h2) + 2ϵ

≤ Λ(|1h1 +2 h2|) + 2ϵ ≤ Λ(|h1|+ |h2|) + 2ϵ

≤ Λ(f + g) + 2ϵ
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d’où Λ(f) + Λ(g) ≤ Λ(f + g).

• Soit V = {x; f(x) + g(x) > 0}.
Pour tout h ∈ Cc(X) telle que |h| ≤ f + g, posons :

h1(x) =
f(x)h(x)

f(x) + g(x)
, h2(x) =

g(x)h(x)

f(x) + g(x)
, si x ∈ V ;

h1(x) = h2(x) = 0, si x /∈ V.

Les fonctions h1, h2 sont alors continues sur X. C’est clair en tout point de
l’ouvert V . Pour x0 notinV , on a hj(x0) = 0. La continuité de h et l’inégalité
|hj(x)| ≤ |h(x)|,∀x ∈ X, entraînent la continuité de hj en x0. Cette inégalité
entraîne aussi que supp(hj) ⊂ supp(h) ; donc hj ∈ Cc(X).
maintenant, puisque h1 + h2 = h et |h1| ≤ f, |h2| ≤ g ; on a :

|ϕ(h)| = |ϕ(h1) + ϕ(h2)| ≤ |ϕ(h1)|+ |ϕ(h2)| ≤ Λ(f) + Λ(g).

Prenant la borne supérieure pour toutes les h possibles, on obtient :

Λ(f + g) ≤ Λ(f) + Λ(g).

2) pour f ∈ Cc(X) réelle, on a :

f+ =
1

2
(|f |+ f) ∈ Cc(X)

f− =
1

2
(|f | − f) ∈ Cc(X),

et on pose :
Λ(f) = Λ(f+)− Λ(f−).

Pour F complexe, on pose Λ(f) = Λ(Ref) + iΛ(Imf).
On vérifie sans difficulté que Lambda est bien une forme linéaire (réelle ou
complexe, selon les cas) positive sur Cc(X), et cela acheve la preuve du Lemme
2.3.1.

Le dual d’espace des suites
Notations
[Alph*.

1.2. ℓp = {x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn : ∥x∥ℓp = (
∑∞

i=1 |xi|p)1/p 1 ≤ p ≤ ∞}, si
p = ∞ → ∥x∥∞ = supi{(xi) i = 1,∞}
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-C0 = C0(N) ={s.e.des suites → 0}⊂ ℓ∞,
-Cb(N) ={le s.e.des suites de scalaires bornées en module}.
-Cc={le s-e ⊂ C0 formé des suites dont tous les éléments sont nuls sauf

un nombre fini}.

Théorème 2.3.3. L’espace dual topologique de l’ensemble des suites conver-
gentes (C) est isomorphe à ℓ1.i.e. Pour chaque f ∈ (C)∗, il existe un a =
(α1, ..., ..) ∈ ℓ1 uniquement déterminé tel que pour x = (ξ1, ξ2, ...) ∈ C, limn→∞ ξn =
ξ0, on ait :

1. f(x) = α0ξ0 +
∑∞

k=1 αkξk.

2. ∥f∥∗ = ∥α∥1 =
∑∞

k=0 |αk|.

Preuve.
(a) Soit a ∈ ℓ1. Alors nous avons d’après (1) :

|f(x)| ≤ ∥x∥∞.
∞∑
k=0

|αk|,

Ce qui entraîne que f ∈ C∗, et ∥f∥∗ ≤ ∥a∥1. Pour montrer l’égalité de la
dernière inégalité, considérons :

xn = (B1, B2, ..., Bn, B0, B0, ...) ∈ C0.

Bk =

{
0 Si αk = 0,
αk

|αk|
, si αk ̸= 0.

(2.12)

Nous avons |f(xn)| = |
∑n

k=0 |αk| +
∑∞

n+1 αkB0| ≤ ∥f∥∗. et puisque a ∈ ℓ1,
nous obtenons in passant à la limite

∑∞
k=0 |ak| ≤ ∥f∥∗.

(b) Nous montrons maintenant l’existence d’un élément unique a ∈ ℓ1,
pour un f ∈ (C0)

∗ donné qui satisfait (1). Considérons l’ensemble d’éléments
{en;n ∈ N}, et e = (1, 1, 1, ...), qui est un sous-ensemble de C. Alors chaque
x admet la présentation :

x = ξ0e+
∞∑
n=1

(ξn − ξ0)en /x = (ξ1, ..., ξn, ...) =
∞∑
i=1

ξiei. (2.13)

Où la somme converge en norme ∥.∥∞.
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Posons maintenant :

α = f(e) et αn = f(en), n ∈ N, (2.14)

par la linéarité de f et de (2.13) ; nous obtenons :

f(x) = ξ0α +
∞∑
n=1

|ξn − ξ0|αn. (2.15)

Il nous faut montrer que
∑∞

n=1 |αn| <∞. En effet, pour xn = (B1, B2, ..., Bn, 0, 0, ...)
les Bk étant définis dans (2.12), nous avons :

f(xn) =
n∑
k=1

|αk| ≤ ∥f∥∗ < +∞ pour tout n ∈ N.

Posons maintenant α0 = α−
∑∞

n=1 αn., et (2.15) devient :

f(x) =
∞∑
k=0

αkξk.

(c) Il nous reste à montrer l’unicité de la représentation. Supposons que nous
avons pour tout x ∈ C0 :

f(x) =
∞∑
k=0

αkξk =
∞∑
k=0

Bkξk.

Alors nous avons pour xn = en, n ∈ N f(xn) = αn = Bn, et le théorème est
établir.

Le dual de l’espace Lp

Théorème 2.3.4. (Théorème de représentation de Riesz pour Lp(dµ))

Soit (X,M) un espace mesuré et µ une mesure σ-finie et positive. Alors
on a pour 1 ≤ p < +∞, l’espace (Lp(dµ)∗ isomorphe à Lq(dµ) : 1

p
+ 1

q
= 1,

c-à-d, il existe pour chaque φ ∈ (Lp(dµ))∗ une fonction g ∈ Lq(dµ) qui est
uniquement déterminée µ-p.p telle que pour tout f ∈ Lp(dµ), on a :

φ(f) =

∫
X

fgdµ, (2.16)

et
= ∥g∥Lq . (2.17)
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Preuve. (a) Si g ∈ Lq(dµ), alors φ(f) =
∫
X
f.gdµ est une forme linéaire et

continue. (|φ(f)| ≤ ∥f∥Lp∥g∥Lq et ∥φ∥ = ∥g∥Lq .
(b) Montrons maintenant l’unicité. S’il existe deux fonctions g1, g2 ∈

Lq(dµ) qui satisfont le théorème, nous avons a = φ(f−f) =
∫
X
f(g1 − g2)dµ

pour tout f ∈ Lp. Particulièrement, nous l’avons pour f = χA,A ∈ M, µ(A) <
+∞, donc g1 ≡ g0 µ-p.p.

(c) Il nous reste à montrer l’existence de g et l’égalité (2.16). Si φ(f) = 0,
nous prenons g ≡ 0, et le théorème est satisfait.

Soit donc ∥φ∥∗ > 0.
c1) Nous considérons d’abord le cas où µ est une mesure positive et finie

1.2µ(X) < +∞. Soit donc A ∈ M, alors χA ∈ Lp(dµ) pour tout p ∈ [1,∞].
Nous définissons une mesure λ sur M par :

λ(A) = φ(χA); A ∈ M λ(∅) = 0.

Si A1 et A2 ∈ M , et A1 ∩ A2 = ∅, alors λ(A1 ∪ A2) = λ(A1) + λ(A2) et λ
est donc additive. De plus si {Ai; i ∈ N} ⊂M , où les Ai sont disjoints, nous
posons Xn = ∩ni=1An. et nous avons :

∥χ∪Ai
− χXn∥p = (µ(∪∞

n+1Ai))
1/p −→ 0 si n→ +∞.

Parce que φ est continue, nous obtenons que λ(Xn) → λ(A), où A =
∪n∈NAn, ce qui montre que λ est σ-additive. Si {Ai; j ∈ N} ⊂ M est une
partition de X, nous avons :

n∑
i=1

|λ(Ai)| =
n∑
i=1

|φ(χAi
)| ≤ ∥φ∥∗(µ(X))1/p < +∞,

Ce qui montre que la variation totale de λ est finie et que λ est une mesure
complexe. Soit A ∈ M, tel que µ(A) = 0. Alors, nous avons :

|λ(A)| ≤ ∥f∥∗(µ(A))1/p = 0,

Donc λ est absolument continue par rapport à µ. D’après le théorème de
Radon-Nikodyme, il existe une fonction g ∈ L1(dµ) telle que :

f(χA)

∫
A

g dµ =

∫
X

χAg dµ, pour tout A ∈ M. (2.18)

En utilisant la linéarité de f , la relation (2.18) est satisfaite pour les fonc-
tions simples, parce que chaque fonction ρ ∈ L∞(dµ) peut être uniformément
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approchée par une suite {φn;n ∈ N} de fonction simples, la formule (2.18)
est aussi vraie pour L∞(dµ). Puisque les fonctions simples {φn, n ∈ N}
convergent aussi en (Lp, ∥.∥p) vers φ on a f(φn) −→ f(φ).

Nous montrons maintenant que g ∈ Lq(dµ) et que (2.17) est vrai.
Si g satisfait (2.16), l’inégalité de Hölder nous donne :

∥f∥∗ ≤ ∥g∥Lp .

Pour p = 1, nous avons pour tout A ∈ M :

|f(χA)| = |
∫
A

g dµ| ≤ ∥f∥∗µ(A).

Ce qui entraîne que |g(t)| ≤ ∥f∥∗ µ-p.p, et donc ∥f∥∗ = ∥g∥∞. En effet,
soit A = g−1(|z − a| < ρ), l’image réciproque d’un disque qui est dans
C\{|z| < ∥f∥∗}. Il nous faut montrer que µ(A) = 0. Si non, nous avons :

|a| − ∥f∥∗ ≤ | 1

µ(A)

∫
A

g dµ− a| = 1

µ(A)
|
∫
A

(g − a) dµ|

≤ 1

µ(A)

∫
A

|g − a| dµ ≤ ρ < |a| − ∥f∥∗,

ce qui est impossible.
Si 1 < p < +∞ soit An = {t; |g(t)| ≤ n}. Posons :

φ(t) =


0 si g(t) = 0

g(t)|g|q−2χAn(t); si g(t) ̸= 0

Alors nous avons φ ∈ L∞(dµ) et donc φ ∈ Lp(dµ). De plus

|φ(t)|p = |g(t)|(q−1)p = |g(t)|q, pour tout t ∈ An.

La relation (2.18) nous donne :

f(φ) =

∫
An

φg dµ =

∫
An

|g|q dµ ≤ ∥f∥∗∥φ∥p = ∥f∥∗(
∫
An

|g|q dµ)1/p,

donc nous avons : ∫
X

|g|qχAn dµ ≤ ∥f∥∗.
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Parce que g ∈ L1(dµ), ∪n∈NAn = X\N, avec µ(N) = q, ce qui entraîne
d’après le théorème de la convergence monotone de Lebesgue que :

∥g∥q ≤ ∥f∥∗ et donc ∥g∥q = ∥f∥∗.

Parce que L∞(dµ) est dense dans Lp(dµ), 1 ≤ p < +∞ par rapport à la
norme Lp, et parce que la relation (2.18) est satisfaite pour L∞(dµ), nous
avons, en utilisant la continuité de f .

f(φ) =

∫
φg dµ pour tout φ ∈ Lp(dµ),

et le théorème est montré pour le cas µ(x) < +∞. (µ est finie).
c2) Supposons maintenant que µ est σ-finie. Alors il existe desAi ∈M, i ∈

N qui sont disjoints et tels que X = ∪i∈NAi et µ(Ai) < +∞, pour tout i ∈ N.
Notons que : ∥φχAi

∥p ≤ ∥φ∥p. Alors il existe des fonctions gi sur Ai telles
que

∫
Ai

|gi|q dµ < +∞ et f(φχAi
) =

∫
Ai
φgi dµ pour tout φ ∈ Lp(dµ); i ∈ N.

Posons :

hi(t) =


gi(t) pour t ∈ Ai

0 pour t ∈ X\Ai , i ∈ N.

Évidement hi ∈ Lq(dµ) et nous avons :

f(φχAi
) =

∫
X

φhi dµ,

Soit g =
∑∞

i=1 hi
Alors :

f(φχBn) =

∫
X

φ(
n∑
i=1

hi)dµ, Bn = ∪ni=1Ai,

et donc :

∥
n∑
i=1

hi∥q ≤ ∥f∥∗, n ∈ N.

En appliquant le lemme de Fatou, nous obtenons donc :

∥g∥q ≤ ∥f∥∗ donc ∥g∥q = ∥f∥∗.

De plus la continuité de f nous donne

f(φ) =

∫
X

φg dµ, pour tout f ∈ Lp(dµ),

et le théorème est démontré.
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Le dual de l’espace ℓp

Corollaire 2.3.1. L’espace dual topologique de ℓp 1 < p < +∞ est iso-
morphe à l’espace ℓq où 1/p+ 1/q = 1.

1ièreméthode : d’après le théorème précédent : en effet µ =
∑

k∈N δk est
σ-finie positive.

2ièmeméthode :
• p = 1 voir un exercice du TD.
• 1 < p <∞ voir la proposition suivante

Proposition 2.3.1. Soient p, q ∈]1,+∞[ tels que 1/p+ 1/q = 1.
1* Soit (x) = (xn)n≥0 ∈ ℓp. L’application :

Tx : (ℓ
q, ∥.∥q) −→ K

y = (yn)n≥0 −→ Tx(y) =
+∞∑
n=0

xnyn

est une forme linéaire continue sur ℓq, de norme égale à ∥x∥p.
2* Soit :

T : (ℓp, ∥.∥) −→ (ℓq, ∥.∥)

x −→ Tx

Alors T est un isomorphisme isométrique de ℓp sur le dual topologique de ℓq.

Preuve.
1* Par l’inégalité de Hölder, pour tout N ∈ N, on a :

|
N∑
n=0

xnyn| ≤ (
N∑
n=0

|xn|p)1/p(
N∑
n=0

|yn|q)1/q

On fait tendre N −→ +∞. on obtient :

∞∑
n=0

|xn∥yn| ≤ ∥x∥p∥y∥q,

donc Tx est bien définie. Et on a

|Tx(y)| ≤ ∥x∥p∥y∥q.
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Il est clair que Tx est linéaire, donc Tx est continue et on a ∥Tx∥ ≤ ∥x∥p.
Montrons que ∥Tx∥ = ∥x∥p. On peut supposer x ̸= 0. Pour tout n ≥ 0, il
existe θn ∈ [0, 2π[ tels que xn = |xn|eiθn . Pour tout n, soit yn = e−iθn |xn|p/q

∥x∥p ,
alors on a ∥y∥q = 1 et Tx(y) = ∥x∥p, d’où ∥Tx∥ ≥ ∥x∥p, par conséquent
∥Tx∥ = ∥x∥p.

2*- L’application T est isométrique et linéaire. Il reste à montrer que T
est surjective. Soit f ∈ (ℓq)∗ et pour tout n ≥ 0 ; soit xn = f(en). Pour tout
n ≥ 0, il existe θn ∈ [0, 2π] tel que xn = |xn|eiθn . Pour tout N ≥ 0, soit :

XN =
N∑
n=0

|xn|p−1e−iθnen = (|x0|p−1e−iθ0 , ..., |xN |p−1e−iθN , 0, ..., 0) ∈ ℓq.

Alors on a :
N∑
n=0

|xn|p = f(XN) ≤ ∥f∥∥XN∥q,

et

∥XN∥q = (
N∑
n=0

|xn|q(p−1))1/q = (
N∑
n=0

|xn|p)1/q.

On en déduit que pour tout N ≥ 0, on a :

(
N∑
n=0

|xn|p)1/p ≤ ∥f∥.

On fait tendre N → +∞, on trouve que :

x = (xn)n≥0 ∈ ℓp,

et que l’on a :
∥x∥p ≤ ∥f∥,

on a Tx = f .

2.3.2 Espace bidual d’un espace normé réflexifs

Définition 2.3.1. Soit (E, ∥.∥) un K-espace normé. Le dual topologique de
l’espace de Banach E∗ s’appelle le bidual topologique de E et se note E∗∗.
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Proposition 2.3.2. Soit (E, ∥.∥) un espace normé. Alors on a :
1- Pour tout x ∈ E, l’application :

J(x) :E∗ −→ K
f 7−→ f(x)

est linéaire continue. (J(x) ∈ E∗∗).
2- L’application :

J :E −→ E∗∗

x 7−→ J(x)

est linéaire et isométrique, appelée l’application canonique de E dans son
bidual E∗∗. Ainsi, on identifie E à un s.e. normé de E∗∗.

Preuve. 1/ Il est clair que J(x) est linéaire. Pour tout f ∈ E∗, on a :

|J(x)(f)| = |f(x)| ≤ ∥f∥∥x∥.

Donc J(x) est continue et on a ∥J(x)∥ ≤ ∥x∥.
2/ Pour tous x, y ∈ E et λ ∈ K, et pour tout f ∈ E∗, on a :

J(x+ λy)(f) = f(x+ λy) = f(x) + λf(y)

= J(x)(f) + λJ(y)(f) = (J(x) + λJ(y))(f).

D’où on a :
J(x+ λy) = J(x) + λJ(y).

Ainsi, J est une application linéaire. Soit x ∈ E tel que x ̸= 0 par le théorème
2.2.4 conséquences du Théorème Hahn-Banach ; Il existe f ∈ E∗ tel que
∥f∥ = 1 et f(x) = ∥x∥. Alors on a :

∥x∥ = |f(x)| = |J(x)(f)| ≤ ∥J(x)∥∥f∥ = ∥J(x)∥ ≤ ∥x∥,

d’où on a ∥J(x)∥ = ∥x∥. Donc J est isométrique.

Remarque 2.3.1. (Autre construction du complété d’un espace normé).
Soient (E, ∥.∥) un espace normé, et E∗∗ son bidual topologique, on vient

de voir que l’application J : E −→ E∗∗ est linéaire isométrique. Ainsi on
identifie (E, ∥.∥) à son image J(E) qui est s.e.v de E∗∗(Banach). Posons Ê =
J(E) l’adhérence de J(E) dans E∗∗, alors Ê est de Banach. Donc (E, ∥.∥)
est un s.e.v dense dans Ê. On obtient ainsi une destription du complété de
l’espace normé E.
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Définition 2.3.2. Un espace de Banach E est dit réflexif si l’application
canonique J : E −→ E∗∗ : x 7−→ J(x) est bijective.

Exemple 2.3.1. 1- Les espaces normés de dimension finies sont réflexifs.
2- Pour tout p ∈]1,∞[: ℓp, Lp sont réflexifs.
3-Tout espace de Hilbert est réflexif.

Corollaire 2.3.2. Soit (E, ∥.∥) un espace de Banach réflexifs. Alors pour
tout f ∈ E∗, il existe un x ∈ E tel que : ∥x∥ = 1 et ∥f∥ = |f(x)|.

2.3.3 Convergence dans l’espace X∗

Dans ce paragraphe, nous étudions trois genres de convergence des suite
de formes (d’opérateurs) linéaires et deux types de convergence des suites
dans un espace normé.

Rappel 2.3.1. (Topologie faible-∗)

Définition 2.3.3. On appelle topologie faible-∗, ou topologie weak-star, sur
X∗ la topologie la moins fine rendant continues toutes les formes linéaire
issues de X∗ :

x̃ : X∗ −→ K
φ 7−→ x̃(φ) = φ(x), ∀x ∈ X.
On la note σ(X∗, X), ou plus simplement w∗. On dit aussi que c’est la

topologie pré-faible sur X∗.

On a donc trois topologies sur X∗ .
-La topologie de sa norme, ∥.∥X∗.

-La topologie faible σ(X∗, X∗∗) = w.

-La topologie faible-∗w∗ = σ(X∗, X). on a X∗∗ ⊃ X.

D’après la définition, w∗ est moins fine que la topologie faible w (qui est
elle même est moins fine que la topologie de la norme).

Comme pour la topologie faible, on a :

Définition 2.3.4. Une base de voisinage de φ0 ∈ X∗ est donnée par :
Wx1,...,xn(φ) = {φ ∈ X∗ : |φ(xj)− φ0(xj)| ≤ ε, 1 ≤ j ≤ n} pour
ε > 0, n ≥ 1xj ∈ X : j = 1, n.
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Proposition 2.3.3. C’est une topologie d’espace vectoriel topologique loca-
lement convexe et séparé

Proposition 2.3.4. Une suite (fn) ⊂ X∗ converge vers f pour la topologie
faible-∗ ssi

fn(x) −→ f(x) ∀x ∈ X, et on écrit :

fn
∗−→ f ou fn

σ(X∗,X)−→ f , ou w∗ − limfn = f .

La topologie faible-∗ coïncide avec la topologie faible ssi les formes li-
néaires x̃, pour x ∈ X, composent l’ensemble des formes linéaires continues
(en norme au pour la topologie faible) sur X∗, en d’autre terme ssi X est
réflexif.

Proposition 2.3.5. Dans le cas particulier des fonctionnelles (formes) li-
néaires

X ′(X∗) := L(X,K), nous avons :

a) x′n
∥.∥→ x′, si limn→∞∥x′n − x′∥ = 0.

b) x′n
s→ x′ si limn→+∞x

′
n(x) = x′(x), ∀x ∈ X (Cette convergence s’ap-

pelle la convergence faible-∗ et notée par w∗). Alors
x′n

s−→ x′ ⇔ x′n
w∗
−→ x′.

c) x′n
w−→ x′, si x′′(x′n) −→ x′′(x′), ∀x′′ ∈ X∗∗, le bidual de X.

Si X est réflexif i.e X ≈ X∗∗ on a x′n
w−→ x⇔ x′n

w∗
−→ x.

Projets
1-Topologies faible et faible-*.
2-Relation entre les différents types de convergences.
3-Théorème de Radon-Nikodym et ses applications.
4-Applications.

Série 2 Théorème de Hahn-Banach et espace dual

EX 01 Soient E,F deux espaces normés. M un s.e.v de E.
1- Soit T :M −→ F une application linéaire continue telle que dim(Tx) ≤

+∞. Monter qu’il existe S ∈ L(E,F ) prolonge T telle que S(E) = T (M).
2- On suppose que M est un s.e.v fermé de E tel que l’espace E/M soit de
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dimension finie.
a- Monter que M admet un supplémentaire topologique.
b- Soit T une application : M −→ F continue. En déduire qu’il existe une
application linéaire continue : S : E −→ F prolonge T .
EX 02 1/ Soit E un espace normé. A une partie de E et f : A −→ K une
fonction. Monter qu’il existe une forme ℓ continue T ∈ E∗ telle que T/A = f
et ∥T∥ ≤ c si et seulement si :

|
n∑
i=1

λif(xi)| ≤ c∥
n∑
i=1

λixi∥,∀n ≥ 1,∀xi ∈ A, λi ∈ K i = 1, n (2.19)

2/ Étant donné une famille (xi)i∈I ⊂ E et une famille (ai)i∈I ∈ K, on déduire
qu’il existe T ∈ E∗ telle que Txi = ai ∀i ∈ I et ∥T∥ ≤ c ssi

|
n∑
i∈J

λiai| ≤ ∥
∑
i∈J

λixi∥

pour toute partie finie J ⊂ I et λi ∈ K.
EX 03 Soient (E, ∥.∥) un R e.v.n et A,B deux sous-ensembles convexes

disjoints non vides de E.
1/Montrer que si A et B sont ouverts, il peuvent-être séparés strictement par
un hyperplan affine fermé.
/2 On suppose que Å ̸= ∅. Monter que A et B peuvent être séparés largement
par un hyperplan affine fermé. [on admet que : A convexe =⇒ Å convexe et
A = Å].

EX 04 Soit c un convexe compact de Rn, e̊ ̸= ∅. Monter que c est
homéomorphe à la boule unité B de Rn. [ on peut supposer c est un voisinage
de 0, et considérer l’application f : Rn −→ Rn définie par, f(0) = 0 et
f(x) = Jc(x)

x
∥x∥ , si x ̸= 0, où Jc la jauge de c. vérifier sa continuité et monter

qu’elle induit un homéomorphe de c sur B].
EX 05 1/ Soit x = (xn)n ∈ ℓ∞. Soit Tx : (ℓ1, ∥.∥1) −→ K : Tx(y) =∑∞
n=0 xnyn.

Montrer que Tx ∈ (ℓ1)∗ de norme égale à ∥x∥∞. 2/ Soit T : (ℓ∞, ∥.∥∞) −→
((ℓ1)∗, ∥.∥) : x 7−→ Tx.
Monter que T est isomorphisme de ℓ∞ sur (ℓ1)∗. [c.à.d (ℓ1)∗ ≈ ℓ∞].

EX 06 1/ Soit (xn) ∈ ℓ1, soit l’application Tx : (ℓ∞, ∥.∥∞) −→ K : y 7−→
Tx(y) =

∑
n≥0 xnyn.

Montrer que Tx est une f.ℓ. continue sur ℓ∞ de norme égale à ∥x∥1.
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2/ On note Tx la restriction de Tx à ℓ0, et considérons l’application
suivante :

T : (ℓ1, ∥.∥1) −→ (ℓ∗0, ∥.∥) : x 7−→ Tx.

Montrer que T est un isomorphisme isométrique de (ℓ1) sur le dual topolo-
gique de (C0, ∥.∥∞) (i.e ℓ1 ≈ C∗

0). 3/ Montrer l’existence d’un élément non
nul f ∈ (ℓ∞)∗ tel que f/C0 est nulle. En déduire que f ne provient pas d’une
élément de ℓ1, et que ℓ1 n’est pas réflexif.

EX 07 1/ Montrer qu’il n’existe aucun (f.ℓ.c) T ∈ L(ℓ2, ℓ1) surjective. 2/
Montrer qu’il n’existe pas d’application bijective de L(C0, ℓ

1).
EX 08 Soit E un espace localement convexe séparé de dimension infinie.

Montrer que E∗ est de dimension infinie [considerer un espace F ⊂ E de
dimension n et utiliser le Th de Hahn-Banach].

EX 09Soient Ti : i = 1.n, T des formes linéaires sur un espace vectoriel
telles que T1x = T2x = · · · = Tnx = 0 implique que Tx = 0, alors T est une
combinaison linéaire des formes Ti : i = 1.n.
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Chapitre 3

Opérateurs non-bornés et adjoints

3.1 Définitions et proriétés générales
Définition 3.1.1. Soient E et F deux espaces de Banach. On appelle opé-
rateur linéaire non-borné de E dans F toute application linéaire :
T : D(T ) ⊂ E −→ F définie sur un sous-espace vectoriel D(T ) ⊂ E, à
valeurs dans F , D(T ) est le domaine de T .
On dit que T est borné s’il existe une constante C > 0 telle que :

∥Tx∥ ≤ C∥x∥,∀x ∈ D(T ).

Définition 3.1.2. Le graphe Γ (T ) de l’opérateur T est le sous-ensemble de
E × F défini par :

Γ (T ) = {(x, Tx); xßD(T ).

Remarque 3.1.1. En pratique, la plupart des opérateurs non-bornés que l’on
rencontrera sont fermés (fermables) et à domaine dense dans E.

Définition 3.1.3. On dit qu’un opérateur T1 est une extension d’un opéra-
teur T si : Γ (T ) ⊂ Γ (T1). On écrit alors T ⊂ T1.

Définition 3.1.4. Un opérateur T est fermable s’il possède une extension
fermée. Si c’est le cas, il possède une plus petite extension fermée (au sens
de l’inclusion des graphes) appeléefermuture de t et nptée T .

Remarque 3.1.2. Il peut se produire que la fermuture de Γ (T ) ne soit pas le
graphe d’un opérateur linéaire, et dans ce cas T n’est fermable. ona en effet
le résultat suivant :

59
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Proposition 3.1.1. T est fermable si et seulement si Γ (T ) est le graphe
d’un opérateur linéaire, et on a alors Γ (T ) = Γ (T ).

Preuve. Γ (T ) étant un espace vectoriel , c’est le graphe d’une application
linéaire si et seulement si : (0, ψ) ∈ Γ (T ) ⇒ ψ = 0.
Si Γ (T ) est un graphe , soitR l’opérateur de domaineD(R) = {ϕ,∃ψ, (ϕ, ψ) ∈
Γ (T )}, et défini par R(ϕ) = ψ (ϕ ∈ D(R) étant donné, il existe exactement
un ψ tel que (ϕ, ψ) ∈ Γ (T ).
Le graphe de l’opérateur R est clairement Γ (T ) et (R,D(R)) est donc une
extension fermée de T . Si S est une extension fermée de T , alors Γ (S) est
unfermé contenant Γ (T ), donc aussi Γ (T ). Il résulte que R = T .
Si T est fermable, soit S une extension fermée. Puisque Γ (T ) ⊂ Γ (S), la
caractérisation prouvée au début de la démonstration montre que Γ (T ) est
un graphe.

3.2 Relation d’orthogonalité

Notations 3.2.1. Soit X un espace de Banach. Si M ⊂ X est un s.e.v on
pose :

M⊥ = {f ∈ X∗ :< f, x >= 0 ∀x ∈M},

est l’orthogonal de M est un s.e.v fermé de X∗. Si N ⊂ X∗ est un sous
espace.v on pose :

N⊥ = {x ∈ X :< f, x >= 0 ∀f ∈ N}.

est l’orthogonale de N est un s.e.v de X.

Proposition 3.2.1. Soit M ⊂ X un s.e.v. Alors on a :

(M⊥)⊥ =M.

Soit N ⊂ X∗ un s.e.v. Alors on a :

N ⊂ (N⊥)⊥.

Preuve. Il est clair que M ⊂ (M⊥)⊥ et comme (M⊥)⊥ est fermé, on a
M ⊂ (M⊥)⊥ inversement montrons que (M⊥)⊥ ⊂M .
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Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe x0 ∈ (M⊥)⊥ tel que
x0 /∈ M . On sépare alors {x0} et M au sens strict par un hyperplan fermé.
Donc il existe f ∈ X∗ et α ∈ R tels que :

< f, x >< α << f, x0 > ∀x ∈M. (3.1)

Comme M est un s.e.v, il en résulte que < f, x >= 0 ∀x ∈ M . Donc
f ∈M⊥ et par suite < f, x0 >= 0 ce qui contredit (3.1), donc M = (M⊥)⊥.
Il est clair que N ⊂ (N⊥)⊥.

Remarque 3.2.1. Dans le cas général N ̸= (N⊥)⊥, mais si X est réflexif
(N⊥)⊥ = N .

Supposons X est réflexif mais N ̸= (N⊥)⊥ c-à-d ∃f0 ∈ (N⊥)⊥ et f0 /∈ N .
Alors ∃ hyperplan fermé dans X∗∗ sépare {f0} et N aux sens strict. Donc
∃φ ∈ X∗∗ et α ∈ R tels que :

φ(f) < α < φ(f0),∀f ∈ N (3.2)

On a φ(f) = 0 ∀f ∈ N ⇒ ∃x0 ∈ X := X∗∗ : φ(f) =< f, x0 >= 0 ∀f ∈ N

(⇒ x0 ∈ N
⊥ ⊂ N⊥ et φ ∈ N⊥ ⇒ φ(f0) =< f0, x0 >= 0)

⇒ f0 ∈ N ,
contradiction avec (3.2), donc N = (N⊥)⊥.

Proposition 3.2.2. Soient G et L deux s.e.fermés de X, on a :
(1) G ∩ L = (G⊥ + L⊥)⊥.
(2) (G ∩ L)⊥ ⊃ (G⊥ + L⊥).
(3) (G⊥ ∩ L⊥) = (G+ L)⊥.
(4) (G⊥ ∩ L⊥)⊥ = (G+ L).

Théorème 3.2.1. Soient G et L deux s.e.fermés de X. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(a) G+ L est fermé dans X.
(b) G⊥ + L⊥ est fermé dans X∗.
(c) G+ L = (G⊥ ∩ L⊥)⊥.
(d) G⊥ + L⊥ = (G ∩ L)⊥.
Pour la démonstration voir H.Brézis.
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3.3 Opérateurs adjoints sur les espaces de Ba-
nach

3.3.1 Adjoints des opérateurs linéaires non-bornés

Définition 3.3.1. Deux opérateurs (S,D(S)) et (T,D(T )) sont dits adjoints
si :

∀(u, v) ∈ D(S)×D(T ), ⟨Su, v⟩ = ⟨u, Tv⟩.
sans conditions suplémentaires sur l’opérateur T , celui-ci possède en général
plusieurs adjoints. Si par contre le domaine de T est dense, il existe pour T
un unique adjoint maximal (au sens que c’est une extension de tout autre
adjont), qui est défini de la façon suivante :

Définition 3.3.2. (L’adjoint A∗) Soit A : D(A) ⊂ E −→ F un opé-
rateur non-borné à domaine dense. On va définir un opérateur non-borné
A∗ : D(A∗) ⊂ E∗ −→ E∗ comme suit : on pose :

D(A∗) = {v ∈ F ∗;∃c ≥ 0 tel que | < v,Ax > | ≤ c∥x∥ ∀x ∈ D(A)}.

D(A∗) est s.e.v de F ∗. On va définir A∗v pour v ∈ D(A∗). Étant donné
v ∈ D(A∗) et considère g : D(A) −→ R définie par : g(x) =< v,Ax >, x ∈
D(A), on a |g(x)| ≤ c∥x∥ ∀x ∈ D(A).

Grâce au Th de Hahn-Banach (forme analytique) il existe f ∈ E∗ prolonge
g et |f(x)| ≤ c∥x∥ ∀x ∈ E.

Par suite f ∈ E∗. Ce prolongement est unique car f est continue sur E
et D(A) = E. On pose :

A∗v = f [∀x ∈ D(A), ∀v ∈ D(A∗), A∗(v)x = v(Ax)].

Il est clair que A∗ est linéaire. L’opérateur A∗ : D(A∗) ⊂ F ∗ −→ E∗ est
appelé l’adjoint de A.
On a par conséquent la relation fondamentale suivante qui lié A et A∗ :

< v,Ax >F ∗F=< A∗v, x >E∗E ∀x ∈ D(A), ∀v ∈ D(A∗). (3.3)

Si T est à domaine dense, son adjoint T ∗ est bien défini, mais son domaine
n’est pas forcément dense (il peut même être réduit à 0) voir Ex 2 TD).

Proposition 3.3.1. Soit A : D(A) ⊂ E −→ F un opérateur non-borné à
domaine dense. Alors A∗ est fermé. i.e G(A∗) est fermé dans F ∗ × E∗.
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Preuve. Soit vn ∈ D(A∗) tel que vn −→ v dans F ∗ et A∗vn −→ f dans E∗.
Il s’agit de prouver que :

v ∈ D(A∗) et A∗v = f.

Or on a :
< vn, Ax >=< A∗vA, x > ∀x ∈ D(A).

D’où à la limite il vient :

< v,Ax >=< f, x > ∀x ∈ D(A).

Par conséquent v ∈ D(A∗) et A∗v = f .

Remarque 3.3.1. Les graphes de A et A∗ sont liés par une relation d’or-
thogonalité très simple. J(G(A∗)) = G(A)⊥ où J est définie comme suit :

J : F ∗ × E∗ −→ E∗ × F ∗ : J([v, f ]) = [−f, v].

En effet : on a

[v, f ] ∈ G(A∗) ⇔ < f, u >=< v,Au > ∀u ∈ D(A)

⇔ − < f, u >E∗E + < v,Ax >F ∗F= 0 ∀u ∈ D(A),

⇔ [−f, x] ∈ G(A)⊥.

Si T ∗ est aussi à domaine dense, on peut définir T ∗∗ = (T ∗)∗ on a alors la
proposition.

Proposition 3.3.2. T est fermable si et seulement si T ∗ est à domaine
dense, et dans ce cas on a l’identité :

(T ∗)∗ = T ∗∗ = T .

Preuve. Suppossons D(T ∗) non dense. Il existe alors v ̸= 0, v ∈ D(T ∗)⊥.
Il en résulte que (−v, 0) ∈ Γ (T ∗)⊥, et donc que (0, v)J(T ∗)⊥. D’après la re-
marque 3.3.1 Γ (T ) n’est pas un graphe d’application linéaire, et t est non
fermable d’après la proposition 3.1.1.
Supposons réciproquement que D(T ∗) soit dense. Alors (T ∗)∗ existe , et
d’aprés la remarque 3.3.1

Γ (T ∗∗) = J(Γ (T ∗))⊥ = Γ (T ),

Γ (T ) est donc un graphe, celui de T ∗∗, d’oùil résulte que T est fermable, et
que T = T ∗∗.
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Proposition 3.3.3. Si T est fermable à domaine dense, (T )∗ = T ∗.

Preuve. On a :(T )∗ = (T ∗)∗∗ = T ∗ = T ∗.
Il est commode d’introduire l’espaceX = E×F de sorte queX∗ = E∗×F ∗

et de considérer les sous espaces G = G(A), L = E × {0} dans X.
On peut écrire R(A) N(A),R(A∗) et N(A∗) en termes de G et L.
(1’) N(A)× {0} = G ∩ L.
(2’) E ×R(A) = G+ L.
(3’) {0} ×N(A∗) = G⊥ ∩ L⊥.
(4’) R(A∗)× F ∗ = G⊥ + L⊥.

Corollaire 3.3.1. Soit A : D(A) ⊂ E −→ F un opérateur non-borné, fermé,
avec D(A) = E Alors on a :

(i) N(A) = R(A∗)⊥.
(ii) N(A∗) = R(A)⊥.
(iii) N(A)⊥ ⊃ R(A∗).
(iv) N(A∗)⊥ = R(A).

Preuve. (i) d’après (4’) et grâce à (4) de la proposition 3.2.2 ; on a :

R(A∗)⊥ × {0} = (G⊥ + L⊥)⊥ = G ∩ L (3.4)
= N(A)× {0} (grâce à (1’)) (3.5)

(ii) d’après (2′) et grâce à (2) de la proposition 3.2.2 on a :

{0} ×R(A)⊥ = (G+ L)⊥ (3.6)
= {0} ×N(A∗) (grâce à (3’)). (3.7)

(iii) On utilise (i) et appliquer la proposition 3.2.1.
(iv) on utilise (ii) et appliquer la proposition 3.2.1.

3.3.2 Opérateurs à image fermée, opérateurs surjectifs

Théorème 3.3.1. Soit A : D(A) ⊂ E −→ F un opérateur non-borné, fermé,
avec D(A) = E.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) R(A) est fermé.
(ii) R(A∗) est fermé.
(iii) R(A) = N(A∗)⊥.
(iv) R(A∗) = N(A)⊥.
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Preuve. (i) ⇔ G+ L est fermé dans X (2′).
(ii) ⇔ G⊥ + L⊥ est fermé dans X∗ (4′).
(iii) ⇔ G+ L = (G⊥ ∩ L⊥)⊥ ((2)′ et (3)′).
(iv) ⇔ (G∩L)⊥ = (G⊥ + L⊥) = G⊥ +L⊥ grâce à la proposition 3.2.2 et

(1)′ − (4)′.
On conclut grâce à la proposition 3.2.1

Remarque 3.3.2. Soit A : D(A) ⊂ E −→ F opérateur non-borné, fermé,
Alors R(A) est fermé ssi ∃c > 0 : dist(x,N(A)) ≤ c∥Ax∥,∀x ∈ D(A).

Théorème 3.3.2. Soient E,F deux Banach et soit A : D(A) ⊂ E −→ F un
opérateur non-borné, fermé, avec D(A) = E. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(a) A est surjectif i.e. R(A) = F .
(b) Il existe une constante c ≥ 0 telle que : ∥x∥ ≤ c∥A∗v∥ ∀v ∈ D(A∗).
(c) N(A∗) = {0} et R(A∗) est fermé.

Preuve.
(a) ⇔ (c) C’est une conséquence directe du corollaire 3.3.1 et théorème

3.3.1.
(b) ⇔ (c) Soit wn une suite de Cauchy : (wn) ⊂ R(A∗) ⇒ ∃(vn) ∈ D(A∗)

de Cauchy :wn = A∗vn. car ∥vn − vR∥ ≤ c∥wn − wR∥, comme F ∗ est un
Banach ⇒ (vn) −→ v et on a :

< A∗vn, x >=< vn, Ax > ∀x ∈ D(A),∀vn ∈ D(A∗)

or
< A∗vn, x >=< vn, Ax > ∀x ∈ D(A)

et
∃c > 0| < vn, Ax > | ≤ c∥x∥, ∀x ∈ D(A), ∀vn ∈ D(A∗).

Puisque

∥A∗vn − A∗v∥E∗ = sup∥x∥≤1 | < A∗vn − A∗v, x > | (3.8)
= sup∥x∥≤1 | < vn − v, Ax > |,∀x ∈ D(A), (3.9)

≤ c∥vn − v∥ sup
∥x∥≤1

∥Ax∥ ∀x ∈ D(A),(3.10)

≤ c∥vn − v∥∥A∥, (3.11)

donc vn −→ v ⇒ A∗vn −→ Av ⇒ R(A∗) est fermé.
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(c) ⇒ (b) : Comme on a : {0}×N(A∗) = L⊥∩G⊥ et R(A∗)×F ∗ = L⊥+G⊥

(fermé dans un Banach).
alors, ∀z ∈ L⊥ + G⊥ décompose de manière unique : z = z1 + z2 : z1 ∈

L⊥, z2 ∈ G⊥.
Soit v ∈ D(A∗), alors z = [A∗v, 0] = z1 + z2 avec z1 = [A∗v − v] ∈

G⊥, z2 = [0, v] ∈ {0}×F ∗ = L⊥ donc les projections :π1 : L⊥+G⊥ −→ G⊥

et π2 : L
⊥ +G⊥ −→ L⊥ sont continues

⇒ ∃c : ∥z2∥F ∗ ≤ c∥z∥L⊥+G⊥ = c∥A∗v∥E∗ ,

ce qui preuve (c) ⇒ (b).

Théorème 3.3.3. Soient E,F deux Banach et soit A : D(A) ⊂ E −→ F
(deux Banach) un opérateur, fermé avec : D(A) = F , les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(a) A∗ est surjectif i.e. R(A∗) = E∗.
(b) il existe une constante c telle que ∥X∥ ≤ c∥Ax∥ ∀x ∈ D(A).
(c) N(A) = {0} et R(A) est fermé.

Remarque 3.3.3. Si l’on suppose que dimE < +∞ ou bien dimF < +∞
alors, on a les équivalentes :

A surjectif ⇔ A∗ injectif.
A∗ surjectif ⇔ A injectif.
En effet R(A) et R(A∗) sont alors de dimension finie est donc fermés.
Dans le cas général on a seulement les implications :
A surjectif ⇒ A∗ injectif.
A∗ surjectif ⇒ A injectif.

3.3.3 Caractérisation de opérateurs bornés

Définition 3.3.3. (Simple) Soient E,F deux espaces norméset T ∈ L(E,F ).
L’application :

F ∗ −→ E∗

f 7→ f ◦ T

est appelée la transposée ou l’adjoint de T et on la note tT ou T ∗.

Exemple 3.3.1. Soit E un espace normé, H un s.e.v. de E et i : H ↪→ E
l’injection canonique. Alors i∗ : E∗ → H∗ est l’application de restriction.
Autrement dit, pour tout f ∈ E∗, on a i∗(f) = f|H .
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Remarque 3.3.4. Soient (E, ∥.∥) un espace normé et J : E → E∗∗l’application
canonique. Aors l’application adjoint J∗ : E∗∗ → E∗ est surjective.
En effet, notons d’abord que pour tout Λ ∈ E∗∗∗, on a J∗(Λ) = Λ ◦ J .
Soit g ∈ E∗, alors g ◦ J−1 : J(E) → K est une forme linéaire continue
sur j(E). Par le Th de Hahn-Banach 2.2.3, il existe Λ ∈ E∗∗∗ qui prolonge
g ◦ J−1. D’où on a J∗(Λ) = Λ ◦ J = g.

Notations 3.3.1. Soient (E, ∥.∥) un espace normé pour tout x ∈ E et tout
g ∈ E∗, on note :

⟨x, g⟩ = g(x).

L’application

E × E∗ −→ K
(x, g) 7→ ⟨x, g⟩

est clairement bilinéaire et continue car on a |⟨x, g⟩| ≤ ∥g∥∥x∥.
soient E,F deux espaces normés et T ∈ L(E,F ), alors pour tout x ∈ E et
tout f ∈ F ∗, on a :

⟨T (x), f⟩ = ⟨x, T ∗(f)⟩.

Remarque 3.3.5. Soient (E, ∥.∥), (F, ∥.∥′), deux espaces norméset T ∈
L(E,F ).soit G un s.e.v.de F tel que T (E) ⊂ G. Soit S ∈ l(E,G) tel que
pour tout x ∈ E, on ait S(x) = T (x). Alors on a Im(S∗)Im(T ∗). En effet,
soient f ∈ G∗ et f̃ ∈ F ∗ tels que f̃|G = f . pour tout x ∈ E, on a S∗(f)(x) =

f ◦ S(x) = f̃(x). Donc on a S∗(f) = T ∗(f̃), d’où Im(S∗) = Im(T ∗).

Théorème 3.3.4. Soient E,F et A : D(A) ⊂ E −→ F un opérateur non-
borné, fermé, avec D(A) = E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) D(A) = E.
ii) A est borné.
iii) D(A∗) = F ∗.
iv) A∗ est borné.
Dans ces conditions on a : ∥A∥L(E,F ) = ∥A∗∥L(F ∗,E∗).

Preuve. (i) ⇒ (ii) Appliquer le théorème du graphe fermé (E,F Banach).
(ii) ⇒ (iii) : D(A∗) = {v ∈ F ∗ : ∃c > 0 | < v,Ax > | < c∥x∥ ∀x ∈ E}.

∀v ∈ F ∗, A borné ⇒ | < v,Ax > | ≤ ∥v∥F ∗∥Ax∥E ≤ c∥x∥ ⇒ D(A∗) = F ∗.
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(iii) ⇒ (iv) Comme D(A∗) = F ∗ ⇒ G(A∗) := le graphe de A∗ est fermé,
appliquer le théorème du graphe fermé ⇒ A∗ est borné.

(iv) ⇒ (i) Montrons d’abord que D(A∗) est fermé. Soit vn ∈ D(A∗) :

vn
F ∗
−→ v, on a :
∥A∗(vn − vm)∥ ≤ c∥vn − vm∥ ( E∗ complet) ⇒ ∃f ∈ E∗ A∗vn → f :

(A∗ fermé) ⇒ f = A∗v. donc v ∈ D(A∗) ⇔ D(A∗) est fermé.
Dans l’espace X = E × F on considère G = G(A) et L = {0} × F de

sorte que : G + L = D(A) × F et G⊥ + L⊥ = E∗ ×D(A∗) fermé ⇒ G + L
fermé ; ⇒ D(A) fermé. Comme D(A) = E ⇒ D(A) = E.

Montrons ∥A∥L(E,F ) = ∥A∗∥L(F ∗,E∗)?.

∀x ∈ E,∀v ∈ F ∗ on a < v,Ax >=< A∗v, x > . Donc :

∥Ax∥ = sup
∥v∥≤1

|⟨v, Ax⟩| = sup
∥v∥≤1

| < A∗v, x > | ≤ ∥A∗∥∥x∥,

et
∥A∗v∥ = sup

∥x∥≤1

| < A∗v, x > | = sup
∥x∥≤1

| < v,Ax > | ≤ ∥A∥∥v∥.

Par conséquent :

∥A∥ = sup
∥x∥≤1

∥Ax∥ ≤ ∥A∗∥ et ∥A∗∥ = sup
∥x∥≤1

∥A∗v∥ ≤ ∥A∥ ⇒ ∥A∥ = ∥A∗∥.

Corollaire 3.3.2. L’application φ : L(E,F ) −→ L(F ∗, E∗) : T 7−→ T ∗ est
une isométrie.

Remarque 3.3.6. Soient E,F deux espaces normés et T ∈ L(E,F ). Alors
pour tout x ∈ E, on a T ∗∗(JE(x) = JF (T (x)).

Théorème 3.3.5. Soit E,F deux espaces et T ∈ L(E,F ). Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(1) T (E) est fermé dans F.
(2) T ∗(F ∗) est fermé dans E∗.

3.4 Opérateurs adjoints sur un Hilbert

Définition 3.4.1. Soient E,F deux espaces de Hilbert, et T ∈ L(E,F ).
1- T est dit unitaire si l’on a : T ∗oT = IdE et ToT ∗ = IdF .
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2- T est dit normal si l’on a : T ∗oT = ToT ∗.
3- T est dit auto-adjoint si l’on a : T = T ∗ (Symétrique si K = R,

hermitien si K = C).
4- T est dit positif s’il est auto-adjoint et si ∀x ∈ E on a < Tx, x >∈ R+.

Exemple 3.4.1. Soient I un ensemble non vide et λ = (λi)i∈I ∈ ℓ∞(I).
Pour tout x ∈ (xi)i∈I ∈ ℓ2(I), on pose Tλ(x) = (λixi)i∈I . Alors Tλ ∈ L(ℓ2(I))
et on a les propriétés suivantes :

1- < Tλx, y >=< x, T ∗
λy >=< x, λy >⇒ (Tλ)

∗ = Tλ : λ = (λi) et
∥Tλ∥ = ∥λ∥∞.

2- ∀λ, β ∈ L∞(I),∀a, b ∈ K on a Taλ+bβ = aTλ + bTβ (Tλ linéaire) et
TλoTβ = TβoTλ . Donc TλoT ∗

λ = T ∗
λoTλ i.e Tλ est un opérateur normal.

3- On Tλ = (Tλ)
∗ ⇔ λ = λ⇔ λi = λi∀i⇔ λi ∈ R.

4- Tλ est positif ⇔< Tλx, x >≥ 0 ⇔ (λ) ≥ 0 i.e ∀i ∈ I λi ≥ 0.
5- Tλ est unitaire ⇔ TλoTλ = IdE et TλoTλ = IdE ⇔ λλ = 1 ⇔ |λi| =

1 ∀i ∈ I.

Proposition 3.4.1. Soit (E,< . >) un espace pré-hilbertienne et (ei)i∈I
une famille orthonormale de E. On suppose que (E,< . >) est un espace de
Hilbert, est on a B = {ei i ∈ I}⊥ = {0} alors B est base hilbertienne de H.

Proposition 3.4.2. Soit E,F deux espaces de Hilbert, et T ∈ L(E,F ). Alors,
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i)- T est unitaire.
(ii)- T est surjective et pour tout x, y ∈ H, on a :< Tx, Ty >=< x, y >.
(iii)- Pour toute base hilbertienne (ei)i∈I de E, (T (ei))i∈I est une base

hilbertienne de F .
(iv)- Il existe une base hilbertienne (ei)i∈I de E telle que (T (ei)I est une

base hilbertienne de F.
(v)- T est surjective et pour tout x ∈ H, on a ∥Tx∥ = ∥x∥.
(vi)- T est surjective et on a T ∗oT = IdE.

Preuve. (i) ⇒ (ii) : Si T est unitaire on a : T ∗oT = IdE et ToT ∗ = IdF ssi
T (T ∗(F )) = IdF (F ) = F implique ∀y ∈ F ⇒ x ∈ E (x ∈ E∗ : x = T ∗y or
E∗ = E) : Tx = y, donc T est surjective et T ∗oT = IdE implique ∀x, y ∈ E
on a< Tx, Ty >=< T ∗oTx, y >=< x, y >.

(ii) ⇒ (iii) : est triviale ii⇔ T est une bijection.
(iii) ⇒ (iv) B = {ei, i ∈ I} une base E telle que T (B) = {T (ei), i ∈ I}

une base de F . Soit B′ = {e′k, k ∈ I ′ ⊃ I} une famille orthonormée dans E
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alors T (B′) = {T (e′k), k ∈ I ′} est une une famille orthonormée dans F . Soit
x ∈ (B′)⊥ ; alors ⟨x, e′k⟩ = 0 ∀k ∈ I ′ : x =

∑
i∈I αiei et 0 ̸= e′k =

∑
i∈I αkiei,

donc ⟨x′, ei⟩ = 0, ∀i ∈ I : x′ =
∑

i∈I αiαkiei implique x′ ≡= 0 qui implique
αiαki = 0 ∀i ∈ I et k ∈ I ′ implique que αi = 0 ∀i ∈ I qui signifie (B′)⊥ =
{0}. donc, d’après la proposition 3.4.1 B′ est une base de E. Par le même
argument ; on obtient que T (B′) est une base de F .

(iv) ⇒ (v) B = {ei, i ∈ I} une base E ⇒ T (B) = {T (ei), i ∈ I} une
base de F ≈ F ∗ (T est une bijection) (iv) implique T ∗(T (ei)) est une base
E∗ ≈ E ; alors d’après égalité de Parseval on a :

∥Tx∥2 =
∑
i∈I

| < Tx, T (ei) > |2 =
∑
i∈I

| < x, T ∗T (ei) > |2 = ∥x∥2.

(v) ⇒ (vi) : ∥Tx∥2 =< Tx, Tx >=< T ∗Tx, x >
=∥x∥
=< x, x > ∀x ∈ E ⇒

T ∗oT = IdE.
(vi) ⇒ (i) : Puisque T ∗oT = IdE ⇒ T est injectif. Comme T est surjective

⇒ T est une bijection. D’après le Th de l’application ouverte, il existe T−1 ∈
L(F,E) : T−1oT = IdE et ToT−1 = IdF . On a aussi T ∗oT = IdE ⇒ T ∗ =
T−1, par conséquent, on a :

T ∗oT = IdE et ToT ∗ = IdF i.e. T est unitaire.

Proposition 3.4.3. Soient (H,< ., . >) un espace de Hilbert et T ∈ L(H).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes (ssi).

(i) Pour tout (x, y) ∈ H2 on a : < Tx, Ty >=< T ∗x, T ∗y >.
(ii) Pour tout x ∈ H, on a : ∥Tx∥ = ∥T ∗x∥.
(iii) L’opérateur T est normal.

Preuve. (i) ⇔ (iii) T est normal ssi T ∗oT = ToT ∗

T ∗oT = ToT ∗ ⇔ < T ∗oTx, y >=< Tx, Ty >=

=< ToT ∗x, y >=< T ∗x, T ∗y > .

(ii) ⇔ (iii) Pour tout (x, y) ∈ H2, on pose f(x, y) =< ToT ∗x, y > et
g(x, y) =< T ∗oTx, y >. Alors f et g sont hermitiennes sur H. De plus on a
f(x, x) =< ToT ∗x, x >= ∥T ∗x∥ ≥ 0 et g(x, x) =< T ∗oTx, x >= ∥Tx∥ ≥ 0.

L’opérateur T est normal ssi f = g.
D’autre part d’après l’identité de polarisation f ≡ g ssi f(x, x) = g(x, x).

Par conséquent, T est normal ⇔ pour tout x ∈ H on a ∥Tx∥ = ∥T ∗x∥ i.e.
(ii) ⇔ (iii).
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Proposition 3.4.4. Soit (H,< ., . >) un espace de Hilbert et T ∈ L(H) un
opérateur normal. Alors on a les propriétés suivantes :

1- T (H) est dense dans H si et selement si (ssi) T est injective.
2- T (H) est dense dans H ssi T ∗(H) est dense dans H.
3- T est bijectif ssi il existe une constante c > 0 telle que :

∥x∥ ≤ c∥Tx∥,∀x ∈ H

.

Preuve.
1) Puisque T est normal, il résulte de la proposition précédente que l’on

a kerT = kerT ∗, on déduit d’après (kerT ∗ = R(T )⊥, kerT = R(T ∗)⊥) que
T (H) est dense dans H ssi T est injective.

2) résulte de kertT ∗ = R(T )⊥ et kerT ∗ = kerT .
3) résulte de la proposition 3.3.3 et de 1.

Corollaire 3.4.1. Soit (H,< .,>) un espace de Hilbert et T ∈ L(H) un
opérateur normal, les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) T n’est pas bijectif.
ii) On a inf{∥Tx∥;x ∈ H et ∥x∥ = 1} = 0.
iii) Il existe une suite (xn)n≥0 dans H telle que pour tout n ≥ 0, on ait

∥xn∥ = 1 et telle que limn→∞∥Txn∥ = 0.

Preuve.
Soit c = inf{∥Tx∥;x ∈ H et ∥x∥ = 1}. Alors ∀x ∈ H, on a ∥x∥ ≤ c∥Tx∥.

On déduit de la proposition précédente que T n’est bijectif ssi c = 0 donc
i) ⇔ ii).

ii) ⇔ iii) est triviale.

Proposition 3.4.5. Soient (H,< ., . >) une espace de Hilbert et T ∈ L(H).
Pour tout x, y ∈ H, on pose f(x, y) =< Tx, y >.

1- Si T = T ∗, alors pour tout x ∈ H, on a < Tx, x >∈ R.
2- On a T = T ∗ ssi f est une forme hermitienne.
3- Si K = R, alors T ∗ = T ssi f est une forme bilinéaire symétrique.
4-Si K = C, alors T ∗ = T ssi pour tout x ∈ H, on a < Tx, x >∈ R.
5- On suppose que T = T ∗. Alors T (H) est dense dans H ssi f est non

dégénérée.
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Preuve. 1- Supposons que l’on a T = T ∗, alors pour tout x ∈ H, on a
< Tx, x >=< x, Tx >= < Tx, x >, d’où < Tx, x >∈ R.
2- Notons d’abord que f est une forme sesquilinéaire continue sur H.
Supposons d’abord T = T ∗. Alors ∀x, y ∈ H, on a : f(x, y) =< Tx, y ><

x, Ty >= < Ty, x > = f(y, x), donc f est hermitienne.
Réciproquement, supposons f est hermitienne. Alors pour tout x, y ∈ H,

on a :

< Tx, y >= (f(x, y)) = f(y, x) = < Ty, x > =< x, Ty >=< T ∗x, y >,

d’où on a :

< (T − T ∗)x, y >= 0 ∀x, y ∈ H. Par conséquent on a : T = T ∗.

4- est une conséquence de 1 et 2 et f est une forme hermitienne ssi f est
une forme sesquilinéaire, et pour tout x ∈ H, on a f(x, x) ∈ R.

∗ ⇒ est triviale.
∗ ⇐ Soit Ψ(x, y) = f(x, y)−f(y, x). Alors Ψ est une forme sesquilinéaire,

et ∀x Ψ(x, x) = 0 par l’identité de polarisation Ψ = 0 est donc ∀x, y ∈ H ,
on f(x, y) = f(y, x).

Par conséquent, f est une forme hermitienne .
5- Supposons que T = T ∗. Alors T (A) est dense dans H ssi f est non

dégénérée.
⇒?

Supposons T = T ∗. Alors on a kerT = R(T ∗)⊥ = R(T )⊥, donc R(T ) est
dense dans H ssi R(T )⊥ = {0}. Supposons que R(T ) est dense dans H. Soit
x ∈ H tel que pour tout y ∈ H, on ait f(x, y) = 0. Alors pour tout y ∈ H,
on a < Tx, y >= 0, donc Tx = 0, d’où x ∈ kerT = R(T )⊥. Donc on a x = 0
par conséquent f est non dégénérée.

⇐?

Réciproquement, supposons que f est non dégénérée soit x ∈ R(T )⊥.
Alors pour tout y ∈ H, on a < Tx, y >=< x, Ty >= 0, d’où f(x, y) = 0.
Donc on a x = 0 par conséquent R(T )⊥ = {0}. i.e. R(T ) est dense dans H.

Proposition 3.4.6. Soit (H,< ., . >) un espace de Hilbert. Pour tout opéra-
teur auto-adjoint T ∈ L(H), on a ∥T∥ = sup{| < Tx, x > |, x ∈ H, ∥x∥ = 1}.
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Preuve. Rappellons que pour tout x ∈ H, on a

∥x∥ = sup
y ̸=0

| < x, y > |
∥y∥

= sup
∥y∥≤1

| < x, y > |

= sup
∥y∥<1

| < x, y > | = sup
∥y∥=1

| < x, y > |.

Donc on a :

∥T∥ = sup
∥x∥≤1

∥Tx∥ = sup
∥x∥=1

| sup
∥y∥=1

< Tx, y > |

= sup
∥x∥=∥y∥=1

| < x, Ty > |.

Soit α = sup{|Tx, x > |;x ∈ H, ∥x∥ = 1}, alors on a α ≤ ∥T∥.
Pour tout x, y ∈ H, il existe θ ∈ R tel que < Tx, y >= eiθ| < Tx, y > |, d’où
< Te−iθx, y >= | < Tx, y > | ∈ R, avec ∥e−iθx∥ = ∥x∥, par conséquent, on
a :

∥T∥ = sup{Re(< Tx, y >)|;x, y ∈ H ∥x∥ = ∥y∥ = 1}.
Puisque T = T ∗, on vérifie facilement que pour tout x, y ∈ H, on a :

Re(< Tx, y >) = 1/4(< T (x+ y), x+ y > − < T (x− y), x− y >)

d’où

|Re(< Tx, y >) ≤ α∥x+ y∥2 + α∥x− y∥2 = 2α(∥x∥2 + ∥y∥2).

On a donc

|Re(< Tx, y >)| ≤ α/2(∥x∥2 + ∥y∥2) d’où ∥T∥ ≤ α,

et par conséquent ∥T∥ = α.

Proposition 3.4.7. Soient (H,< ., . >) un C-e.de Hilbert et S, T ∈ L(H).
1/ Si pour tout x ∈ H, on a < Tx, x >= 0 alors T = 0.
2/ Si pour tout x ∈ H, on a < Sx, x >=< Tx, x >, alors S = T .

Preuve. 1) ∀x, y ∈ H on a < T (x + y), x + y >=< Tx, x > + < Tx, y >
+ < Ty, x > + < Ty, y >= 0,

alors < Tx, y > + < Ty, x >= 0(1). En remplaçant y par iy on obtient
−i < Tx, y > +i < Ty, x >= 0 en multipliant par i, on obtient < Tx, y >
− < Ty, x >= 0(2), en sommant < Tx, y >= 0∀y ∈ H ⇒ T = 0

2) < Sx, x >=< Tx, x >⇒< (T − S)x, x >= 0 ⇒ S = T .
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Projets
1-Espace de Hilbert.
2-Opérateurs m-dissipatifs.
3-Applications.

Série N o3 Opérateurs non-bornés et adjoints

EX 01 Soient E,F deux espaces de Banach et T : E −→ F un opérateur
linéaire non-borné avec D(T ) = E.
1/- Montrer que si N(T ∗) = R(T )⊥ et N(T ) ⊂ R(T ∗)⊥ : T ∗ adjoint de T .
2/On suppose que T est fermé, montrer que N(T ) = R(T ∗)⊥. (On abor-
dera directement ces questions sans chercher à reproduire la démonster-
tion du cours. Pour la question 2 on poura raisoner par l’absurde, consi-
dérer x ∈ R(T ∗)⊥ tel que [x, 0] /∈ G(T ) graphe de T et appliquer Hahn-
Banach).

EX 02 Soit f une foctionbmesurable bornée sur R, u0 un élément nonnul
de L2(R), et T l’opérateur défini sur L2(R) par :

D(T ) = {u ∈ L2;

∫
|f(x)u(x)|dx <∞}

∀u ∈ D(T ), Tu = ⟨u, f⟩u0, où onnote⟨u, f⟩
∫
f(x)u(x)dx.

Prouver que si f ∈ L2(R), T est continuet calculer son adjoint.
Si f n’est pas de carré intégrable, prouver que T est à domaine dense et
calculer son adjoint.

EX 03Soit E un espace de Banach et T : E −→ E ′ un opérateur linéaire
non-borné avec D(T ) = E.
1/ On suppose qu’il existe une constante C telle que

⟨Tx, x⟩ ≥ −C∥Tx∥2, ∀x ∈ D(T ). (3.12)
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Montrer que N(T ) ⊂ N(T ∗).
2/ Invesement on suppose que N(T ) ⊂ N(T ∗). Montrer que si T et R(T )
sont fermés, alors il existe c > 0 telle que l’on ait (4.3.2).

EX 04Soit E un espace de Banach de dimension infinie. On fixe un
élément 0 ̸= a ∈ E, ainsi q’une forme linéaire et f : E −→ R non continue.
On considère l’opérateur TE −→ E défini par

Tx = x− f(x)a, ∀x ∈ E.

1/Déterminer N(T ) et R(T ).
2/G(T ) est-il fermé ?
3/ Déterminer T ∗ (préciser avecsoin D(T ∗).
4/Déterminer N(T ∗) et R(T ∗).
5/Comparer N(T ) et R(T ∗)⊥ ainsi que N(T ∗) et R(T )⊥.
6/Confronter les résultats obtenus avec ceux de l’Ex 1.

EX 05soit E = ℓ1, de sorte que E ′ = ℓ∞. On considère l’opérateur
T : D(T ) ⊂ E −→ E non-borné défini par :

D(T ) = {u = (un) ∈ ℓ1; (nun) ∈ ℓ1 etTu = (nun)

1/Vérifier que D(T ) = E et que T est fermé.
2/ Déterminer D(T ∗), T ∗ et D(T ∗).

EX 06Soit f une fonction mesurable bornée sur R, 0 ̸= u0 ∈ L2(R), et
T un opérateur défini sur L2(R) par :

D(T ) = {u ∈ L2;

∫
|f(x)u(x)|dx <∞}; ∀u ∈ D(T ), Tu = ⟨u, f⟩u0,

où on note ⟨u, f⟩ =
∫
f(x)u(x)dx.

1/Prouver que si f ∈ L2(R), T est continu, et calculer son adjoint.
2/ Si f /∈ L2(R), T , prouver que T est à domaine dense et calculer son adjoint.

EX 07 :1/Soit F une fonction réelle définie sur un espace mesuré (X, dµ),
mesurable et finie p.p. Prouver que l’opérateur TF défini dans L2(X, dµ) par :

D(T ) = {u ∈ L2(X, dµ);Fu ∈ L2}; ∀u ∈ D(T ), Tu = Fu,

est outo-adjoint.(utiliser la suite des fonctions χn indicatrice de l’ensemble
{|F | ≤ n} et le théorème de convergence monotone). 2/soit ∆ le lapla-
cien de Rn. prouver que −∆ est auto-adjoint sur le domaine D = {u ∈
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L2(X, dµ);∆u ∈ L2}.(∆u calculé au sens des distrubutions).
Utiliser la trnsformation de Fourier et la question 1.

EX 08Soit E,F deux espaces de Banach et T : E −→ F une application
linéaire continue.

1/a- Montrer que si T (E) est dense dans F alors T ∗ (l’adjoint de T ) est
injective.

b- Réciproquement, montrer que si T ∗ est injective, alors T (E) est dense
dans F .

- Utiliser une conséquence du théorème de Hahn-Banach.
- Supposer que T (E) n’est pas dense et utiliser le théorème de Hahn-

Banach (directement).
2/ Donner un exemple dans lequel T ∗ est injective, mais T n’est pas

surjective.
(Prendre par exemple : E = L2, F = L1([0, 1]). On E = ℓ1, et F = ℓ2).
EX 09On pose que f ∈ L2([0, 1]) (fonction réelle) et x ∈ [0, 1] :
(Tf)(x) =

∫ x
0
f(t) dt

1/ Montrer que T : f 7−→ Tf(x) est une application linéaire continue de
L(L2([0, 1])).

2/ Calculer l’adjoint T ∗ de T .
EX 10 Soit H un espace de Hilbert. Montrer que si T ∈ L(H), alors les

propriétés suivantes sont (⇔).
i-T est inversible. i’- T ∗ est inversible.
ii- Il existe une constante c > 0 telle que ∥Tx∥ ≥ c∥x∥ et ∥T ∗x∥ ≥ c∥x∥

pour tout x ∈ H.
[Pour montrer ii ⇒ i on montrera que R(T ) est à la fois fermé et dense

dans H].
EX 11 1/ Soit H un espace de Hilbert et T ∈ L(H). On note T ∗ l’adjoint

de T . Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
i- T ∗T = IdH .
ii- (Tx, Ty) = (x, y) pour tout x, y ∈ H.
iii- T est une isométrie.
2/ Soit S : ℓ2 −→ ℓ2 l’opérateur définie par : S(x1, x2, ...) = (0, x1, x2, ...).
a- Montrer que S est une isométrie. b- Calculer B = S∗.
3/ Si T est une isométrie de l’espace de Hilbert H a -t-on TT ∗ = IdH ?.
Montrer que T est une isométrie surjective ssi T est unitaire.



Chapitre 4

Opérateurs compacts et théorie
spectrale

4.1 Définitions et propriétés générales
Définition 4.1.1. Soit E un espace de Banach sur K(= R ou C) et soit
T ∈ L(E) (une application linéaire et continue de E dans lui même. On se
propose d’étudier l’opérateur

Tλ = λIE − T ; λ ∈ K.

-On dit que λ est une valeur régulière si Tλ est un isomorphisme de E sur
E.
-L’ensemble ρ(T ) des valeurs régulières est appelé l’ensemble résolvant de
T .
-L’opérateur R(λ;T ) = (λIE − T )−1 s’appelle la résovante si λ est une va-
leur régulière.
-Le complémentaire σ(T ) de ρ(T ) s’appele le spectre de T (i.e. T n’est pas
une bijection).
-Si Tλ n’est injectif, ondit que λ est une valeur propre. Et -KerTλ = {x ∈
E;λx− Tx = 0} ≠ 0 : le sous-espace propre associe à la valeur propre λ.

Remarque 4.1.1. Lorsque E est de dimension finie, toute valeur spectrale
est une valeur propre.(T ∈ L(E) est injectif ssi T est surjectif). Il n’en
nest rien en dimension infinie ; un opérateur injectif n’est pas nécessairement
surjectif.

77
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Exemple 4.1.1. Soit E un espace de Hilbert séparable de dimension infinie
et soit B{ei; i ∈ N} une base hilbertienne de E. On définit T par :

Tx =
∞∑
i=0

ξiei+1 ;x =
∞∑
i=0

ξiei où ξi = ⟨x, ei⟩. (4.1)

T ∈ L(E) est injectif car ∥Tx∥ = ∥x∥, mais n’est pas surjectif car T (E) = e⊥0 .
C’est à dire 0 est une valeur spectrale mais n’est pas une valeur propre.

Proposition 4.1.1. Soit E un espace de Banach et T ∈ L(E), l’ensemble
résolvant ρ(T ) est un ouvert de K et le spectre σ(T ) est compact ; en outre
lorsque ce spectre est non vide, le rayon spectral r(T ) de T satisfait :

r(T ) := sup
λ∈σ(T )

|λ| ≤ ∥T∥. (4.2)

Preuve. L’application φ : λ ∈ K 7→ Tλ ∈ L(E) est continue et ρ(T ) est
l’image réciproque par φ de l’ensemble ouvert Lr(E) (Corollaire 1.3.2), le
spectre est donc fermé. D’autre part, si|λ| > ∥T∥ , on a Tλ = λ(IE − λ−1T )
où ∥λ−1T∥ < 1 et le théorème 1.3.5 montre que Tλ ∈ Lr, ce qui prouve (4.2)
et la proposition.

Définition 4.1.2. Soit E,F deux espaces de Banach et T : E −→ F un
opérateur linéaire. On dit que T est compact si l’image par T de la boule
unité BE de E est relativement compacte dans F .
-K(E,F ) désigne l’ensemble des opérateurs compacts de E dans F .

Autre définition équivalente

Définition 4.1.3. De toute suite (xn) de la boule unité B(0, 1), on peut
extraire une sous-suite (xnk

) telle que la suite T (xnk
) converge.

Exemple 4.1.2. 1/Montrer que si dim T (E) < +∞ (on dit que T est de
rang fini), alors T est compact.

2/ Montrer que si k ∈ L2([0, 1]2), l’opérateur Tk : L2([0, 1]) −→ L2([0, 1])
défini par :

(Tkf)(x) =

∫ 1

0

k(x, y) f(y) dy.

est compact. (Utiliser le théorème d’Ascoli).
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Proposition 4.1.2. 1) L’ensemble K(E,F ) des opérateurs compacts T :
E −→ F est un s.e.v fermé de L(E,F ).

2) Soit E,F,G des espaces de Banach, S ∈ L(E,F ), T ∈ L(F,G), si l’un
des applications S, T est compactes, l’application ToS est compacte.

3) Soit T ∈ K(E,F ), Eo s.e fermé de E, et Fo s.e fermé de F contenant
T (Eo), alors l’application T |Eo : Eo −→ Fo est compacte.

Preuve.
1) Soit B la boule unité de E, si T : E −→ F est une application

compacte, T (B) est relativement compact ce qui prouve que l’opérateur
λT est compact ; pour tout scalaire λ ,(λT )(B) = λT (B), est relativement
compact. Si S : E −→ F est une autre application compacte, l’inclusion
(S + T )(B) ⊂ S(B)+T (B) montre (S+T )(B) est relativement compact, ce
qui prouve que ∀S, T ∈ K(E,F ), ∀λ, β deux scalaires : αS+βT est compact
i.e K(E,F ) est un s.e.v de L(E,F ).

Montrons que K(E,F ) est fermé. Soit (Tn) une suite de K(E,F ) converge
dans L(E,F ), vers une application T ∈ L(E,F ).

∀ε > 0,∃ n0 ∈ N∗,∀n ≥ n0 ∥T − Tn∥ ≤ ε;

Tn(B) est relativement compact, donc pré-compact : Il existe une partie finie
A ⊂ F telle que Tn(B) ⊂ ∪y∈AB(y, ε). Il en résulte que T (B) ⊂ ∪y∈AB(y, 2ε)
ce qui prouve que T (B) est pré-compact, donc relativement compact (F est
complet).
L’opérateur T est donc compact, ce qui prouve la résultat voulu.

2) Se vérifie aisément.
3) Si B est la boule unité de E, Bo = B ∩Eo et la boule unité de Eo, on

a alors :

(T |E0)(Bo) = T (B ∩ Eo) ⊂ T (B) ∩ T (Eo) ⊂ T (B) ∩ Fo ⊂ T (B) ∩ Fo.

Or K = T (B) est un compact de F .
Le sous-espace Fo étant fermé, K ∩ Fo est compact ceci prouve que :

(T |Eo (Bo) est relativement compact.

Définition 4.1.4. Un opérateur T : E −→ F est dit de rang fini si l’image
T (E) est de dimension finie. Tout opérateur (continu) de rang fini est évide-
ment compact.

Toute limite d’opérateurs de rang fini est donc compacte.
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La réciproque est en général dans les Banach est fausse. Toute fois la
réponse est affirmative dans de nombreux cas ; par exemple si F est un espace
de Hilbert.

Proposition 4.1.3. (Enflo-1972)
Si F est un espace de Hilbert, le sous espace des opérateurs de rang fini

est dense dans K(E,F ).

Preuve. Soit B la boule unité de E et soit ε > 0 ; si T : E −→ F est un
opérateur compact, T (B) est pré-compact : il existe une partie finie A ⊂ F
telle que :

T (B) ⊂ ∪y∈AB(y, ε).

Soit G = [A] est de dimension finie et soit P la projection orthogonale de
F sur G. L’opérateur PoT : E −→ F est de rang fini et pour tout x ∈ B il
existe y ∈ A tel que ∥y−Tx∥ ≤ ε, d’où d(Tx,G) ≤ ε, c-à-d ∥Tx−P (Tx)∥ ≤ ε
et ceci prouve que ∥T − PoT∥ ≤ ε.

Théorème 4.1.1. (Riesz) Soit E un e.v.n tel que BE soit compact. Alors
E est de dimension finie.

Preuve. Raisonnons par l’absurde. Si E est de dimension infinie, il existe
une suite (En) de sous-espace de dimension finie tels que En−1 ⫋ En. Grâce
au lemme suivant on peut construire une suite (un) avec un ∈ En : ∥un∥ = 1
et dist (un, En−1) >

1
2
.

En particulier ∥un − um∥ ≥ 1/2 pour tout m < n. Donc la suite (un)
n’admet pas une sous-suite convergente. Ce qui est contraire à l’hypothèse
"BE compact".

Lemme 4.1.1. (Riesz) Soit E un e.v.n et soit M ⊂ E un s.e fermé tel que
M ̸= E. Alors :

∀ε > 0, ∃u ∈ E : ∥u∥ = 1, et dist (u,M) ≥ 1− ε.

Preuve.
Soit v ∈ E, avec v /∈M . Comme M est fermé alors d = dis (v,M) > 0.
On choisit m0 ∈M tel que : d ≤ ∥v −m0∥ ≤ d

1−ε ,

Alors u = v−m0

∥v−m0∥ répond à la question.

En effet si m ∈M on a : ∥u−m∥ = ∥v−(m0+∥v−m0∥m)
∥v−m0∥ ≥ 1− ε.

Puisque m0 + ∥v −m0∥m ∈M .
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Corollaire 4.1.1. Si T ∈ K(E), si E est de dimension infinie, 0 est une
valeur spectrale.

Remarque 4.1.2. Si E est réflexif, alors BE est faiblement compacte. Si
T : E −→ F est continue pour les normes, il est aussi continue pour les
topologies faibles ;

donc T (BE) est faiblement compact dans F , et par conséquent faiblement
fermé ; Il est a fortiori fermé en norme. Dans ce cas, si T est compact, alors
T (BE) est compact dans F.

Toutefois, si l’image de la boule BE par T peut être fermé, il n’en va pas
de même pour l’image de E tout entier, sauf cas très particulier :

Théorème 4.1.2. Soit E, F des espaces de Banach, et T : E −→ F un
opérateur compact. Alors l’image (R(T )) = T (E) de E par T est fermée si
et seulement si T est de rang fini.

Preuve. Si T (E) est fermé dans F , C’est un espace de Banach. Le théorème
de l’application ouverte pour T : E −→ R(T ) s’applique : il existe un ouvert
u, de R(T ), non vide , tel que u ⊆ T (BE).

Soit B une boule fermé, de rang> 0, de R(T ), continue dans u on a :
B ⊆ u ⊆ T (BE) ⊆ T (BE), qui est compact. Donc R(T ) est de dimension

finie par le théorème de Riesz.

Théorème 4.1.3. (de Schauder) Soit E,F des espaces de Banach, et T ∈
L(E,F ), alors T est un opérateur compact si et seulement si, T ∗ est un
opérateur compact.

Preuve. Supposons T compact et soit (y′n) une suite de la boule unité dans
F ∗ : ∥y′n∥ ≤ 1.

Pour montrer que T ∗(BF ) est relativement compact, il suffit d’extraire de
T ∗(y′n) une sous-suite convergente.

Prenons : X = T (BE) ; c’est un espace métrique complet. Posons :

fn :X −→ K
y 7−→ fn(y) = ⟨y′n, y⟩F ∗,F

Alors F = {fn; n ≥ 1} est borné et est équi-continue car :
∥fn∥∞ = supy∈X |⟨y′n, y⟩ = supx∈BE

|⟨y′n, Tx⟩| ≤ ∥T∥, et

|fn(y1)− fn(y2)| = |⟨y′n, y1 − y2⟩| ≤ ∥y′n∥ ∥y1 − y2∥ ≤ ∥y1 − y2∥ ∀n ≥ 1.
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Grâce au théorème d’Ascoli, on peut extraire de F une sous-suite (fnk)k≥1

convergente :
∥fnk − f∥∞

k→+∞−→ 0.
Alors, pour tout x ∈ BE :

⟨T ∗y′nk, x⟩ = ⟨y′nk, Tx⟩

= fnk(Tx)
k→+∞−→ f(Tx).

Pour tout x ∈ BE, ψ(x) = limk→∞⟨T ∗y′nk, x⟩ existe donc ;
ψ : E −→ K est linéaire et ψ |BE

= foT .
Comme ∥ψ(x)∥ = limk→∞∥T ∗y′nk(x)∥ ≤ ∥T ∗∥ ∥y′nk∥ ∥x∥ ≤ ∥T∥ ∥x∥
ψ est continue. Donc ψ ⊂ E∗. De plus :

∥T ∗y′nk − ψ∥E∗ = sup
∥x∥≤1

|⟨T ∗y′nk − ψ, x⟩|

= sup
∥x∥≤1

|fnk(Tx)− f(Tx)| ≤ ∥fnk − f∥∞
k→∞−→ 0.

2/ Si T ∗ est compact, alors, d’après 1) T ∗∗ : E∗∗ −→ F ∗∗ est compact, c-à-d
T ∗∗(BE) est compact, mais puisque

T ∗∗
|E⊂E∗∗ = T : T (BE) ⊆ T ∗∗(BE) ⊆ T ∗∗(B∗∗

E ).

et donc aussi compact. Donc T est compact.

4.2 Analyse spectrale des opérateurs compacts
dans un Banach

Soit E un espace de Banach. On note K(E,E) par K(E).
Le théorème suivant exprime qu’une "petite" perturbation (par un opé-

rateur compact) de l’identité garde en mémoire certaines de ses propriétés :

Théorème 4.2.1. (Alternative de Fredholm) Soit T ∈ K(E). Alors :
1/ N(I − T ) est de dimension finie.
2/ R(I − T ) est fermé et plus précisément R(I − T ) = N(I − T ∗)⊥.
3/ N(I − T ) = {0} ⇔ R(I − T ) = E.
4/ dim N(I − T ) = dim N(I − T ∗).
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Preuve. 1/ Soit E1 = N(I−T ). Alors BE1 ⊂ T (BE) et donc BE1 ⊂ TL(BE)
et donc BE1 est compact d’après le théorème de Riesz E1 est de dimension
finie.

2/ Soit fn = un − Tun −→ f . Il faut montrer que f ∈ R(I − T ). Posons
dn = dist(un, N(I − T )).

Il existe vn ∈ E1 tel ∥vn − un∥ ≤ 2dn. (Lorsque dn = 0, alors un ∈
ker(I − T ) qui est fermé, et vn = un convient).

On va montrer que (dn)n≥1 est bornée.
Si ce n’étant pas le cas, en la remplaçant au besoin pour une sous-suite,

on aurait, 0 < dn
n→+∞

−→ +∞.
Si l’on pose zn = un−vn

2dn
, on a ∥zn∥ ≤ 1. Donc puisque T est compact, on a

, en remplaçant on besoin (zn)n≥1 par une sous-suite : Tzn −→ z ∈ E. Mais
alors : un − Tun −→ u0,

on aurait :

zn = (I − T )|zn|+ Tzn

=
1

2dn
(I − T )un + Tzn car vn ∈ N(I − T )

n→+∞−→ 0 + z,

car dn → 0 et (I − T )un → u0.
La continuité de T entraînent Tzn → z, on aurait donc, Tz = z i.e

z ∈ N(I − T ).
Mais, comme ∥un−vn

2dn
− z∥ = ∥zn − z∥ −→ 0.

On aurait, pour n assez grand, ∥zn−z∥ < 1/2, soit : ∥un−vn−2dnz∥ < dn.
Ce qui contredirait la définition de dn.
Donc ∥vn−un∥ est bornée. Alors, comme vn ∈ N(I−T ), on a (I−T )(un−

vn) −→ f .
Comme T est compact, il existe une sous-suite (unk)k Tunk −→ y ∈ E

.Alors :
unk = unk − Tnk + Tunk

k→+∞−→ f + y.
Par continuité de T : Tunk −→ T (f + y). Donc T (f + y) = y, et par

conséquent :
f = f + y − y = f + y − T (f + y) = (I − T )(f + y) ∈ R(I − T ).
3/ Supposons que (I − T )(E) = E1 + E (I − T n’est pas surjectif).
Posons, pour n ≥ 1
En = R((I−T )n) = (I−T )n(E), comme En+1 = (I−T )(En), on obtient

par récurrence, E1 ⊊ E0 = E En ⊂ En−1 ⊂ · · · ⊂ E1 ⊂ E.
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D’autre part, comme I − T est injectif est E1 ̸= E, on a par récurrence
En+1 ̸= En.

Tous les En sont fermés par le 2), car

(I − T )n = I +
n∑
k=1

Ck
nT

k = I − v, avec v ∈ K(E).

On peut utiliser le lemme de Riesz : il existe xn ∈ En : ∥xn∥ = 1 tel que
dist(x0, E) > 1/2

Alors, pour n > m, on écrit :

Txn − Txm = xn − xm − [(I − T )(xn − xm)].

on a : 
xn ∈ En ⊆ Em+1

(I − T )(xn) ∈ En+1 ⊆ Em+1

(I − T )xm ∈ Em+1

donc xn − (I − T )xn + (I − T )xm ∈ Em + 1, et par conséquent

∥Txn − Txm∥ ≥ dist(xm, Em+1) ≥ 1/2

On ne peut donc extraire de (Txn)n≥1 de sous-suite convergente. Il résulte
que T (BE) n’est par relativement compacte. Donc R(I − T ) = E

Inversement supposons que R(I−T ) = E. Alors N(I−T ∗) = R(I−T )⊥ =
{0}. Puisque T ∗ ∈ K(E), on peut appliquer ce qui précède à T ∗ et conclure
que R(I − T ∗) = E∗, or N(I − T ) = R(I − T ∗)⊥ = {0}.

4/Soit d = dim N(I − T ) et d∗ = dim (I − T ∗). On va d’abord montrer
que d∗ ≤ d.

Supposons que d < d∗. Comme N(I − T ) est de dimension finie il admet
un supplémentaire topologique dans E ; il existe donc un projecteur continu
P : E −→ N(I−T ).D’autre part R(I−T ) = N(I−T ∗)⊥ est de codimension
d∗ et par conséquentR(I−T ) admet (dans E) un supplémentaire topologique,
noté F , de dimension d∗.

Comme d < d∗, il existe une application linéaire Λ : N(I − T ) −→ F
injective et non surjective. Posons S = T + ΛoP ; alors S ∈ K(E), puisque
ΛoP est de rang fini.

Montrons que N(I−S) = {0} ; En effet si µ−Sµ = (µ−Tµ)−(ΛoP )(µ) =
0, alors

µ− Tµ = 0 et ΛoPµ = 0,
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i.e µ ∈ N(I − T ) et Λµ = 0 ; donc µ = 0.
Appliquant 3) à l’opérateur S on voit que R(I−S) = E. Ceci est absurde

puisqu’il existe f ∈ F, f /∈ R(Λ) ; l’équation µ − Sµ = f n’admet pas de
solution (contradiction). Par conséquent on a prouvé que d∗ ≤ d. Appliquant
ce résultat à T ∗ on voit que

dim N(I − T ∗∗) ≤ dim N(I − T ∗) ≤ dim (I − T ).

or N(I − T ) ⊂ N(I − T ∗∗) ce qui permet de conclure d = d∗.

Corollaire 4.2.1. Si T ∈ K(E), alors :
-Soit l’équation x− Tx = 0 a une infinité de solutions.
-Soit pour tout y ∈ E, l’équation x− Tx = y a une solution unique.

Théorème 4.2.2. (F.Riesz 1918) Soit E un espace de Banach de dimen-
sion infinie, et T ∈ K(E). Alors :

1- 0 ∈ σT .
2- Toute valeur spectrale λ non nulle de T est une valeur propre de T :
σ(T ) = {0} ∪ σP (T ′), et le sous-espace propre Eλ = ker(λI − T ) associe

à une valeur propre non nulle λ est de dimension finie.
3- σ(T ) est dénombrable, et s’il est infini, on peut indexer les éléments de

σ(T )\{0} en une suite (λn)n≥1 tendant vers 0.

Preuve. 1- On a 0 ∈ σ(T ) car T n’est pas inversible, s’il l’était,
I = T−1oT serait compact, et BE = I(BE) serait compact, ce qui impli-

querait dim E < +∞.
2- Cela résulte du théorème précédent en prenant S = 1

λ
T ,

car λI − T = −λ(I − S) est injectif si λ n’est pas une valeur propre, et
est donc inversible.

3- On peut supposer le spectre infini. Il s’agit alors démontrer que pour
tout ε > 0, il n’y a qu’un nombre fini de valeurs spectrales λ telles que
|λ| ≥ ε. En effet, supposons le contraire ; il existe un ε > 0 et une infinité de
λn ∈ σ(T ), n ≥ 1, distincts, tels que |λn| ≥ ε.

Par le 2, les λn sont en fait des valeurs propres de T . Soit {en, n ≥ 1} des
vecteurs propres associés, de norme 1. Comme les valeurs propres λn, n ≥ 1
sont distinctes la famille {en; n ≥ 1} est libre.

Soit En les s.e.v engendré par {ei, i = 1, n} on a En−1 ⊊ En, comme En−1

est de dimension finie, il est fermé, et donc d’après le lemme de Riesz il existe
des un, n ≥ 1 tels que : ∥un∥ = 1, un ∈ En, dist (un, En−1) ≥ 1/2.
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Mais (S − λI)(En) ⊂ En−1 (car Sen = λnen).
donc, ∀n ≥ m :

∥S(un
λn

)− S(
um
λm

∥ = ∥ 1

λn
(Sun − λnun)−

1

λm
(Sum − λmum) + (un − um)∥

= ∥un − v∥,

avec v = um+
1
λm

(Sum−λmum)− 1
λn
(Sun−λnun) ∈ Em+Em−1+En−1 ⊆ En−1

de sorte que :

T (
un
λn

− T (
um
λm

)∥ ≥ dist (un, En−1) ≥ 1/2.

Comme |λn| ≥ ε, la suite un/λn est bornée ; pourtant on ne peut extraire,
par ce qui précède, de sous-suite convergente de (T (un/λn)n≥1. Cela contredit
la compacité de T et prouve le théorème.

Remarque 4.2.1. Étant donnée une suite (αn) qui tend vers 0, on peut
construire un opérateur compact T tel que σ(T ) = (αn) ∪ {0}. Il suffit de
considérer dans E = ℓ2 l’opérateur : T : u = (un)n 7−→ Tu = (αnun)n. Noter
que T est compact car il existe une suite (Tn) d’opérateurs de rang finis telle
que ∥Tn − T∥ 7−→ 0 sur cet exemple on voit aussi que 0 peut appartenir à
V P (T ), dans ce cas il peut arriver que l’espace propre associé à 0 (N(T )),
soit de dimension infinie.

4.3 Analyse spectrale des opérateurs auto-
adjoints dans un Hilbert

4.3.1 Spectre des opérateurs auto-adjoints

Soit T : H −→ H un opérateur sur un espace de Hilbert H, et T ∗ son
adjoint.

Il est clair que T ∗ est inversible ssi T l’est , et qu’alors on a :

(T ∗)−1 = (T−1)∗

Il en résulte que pour tout opérateur :T : H −→ H, on a :

σ(T ∗) = {λ; λ(T )}.

Car T ∗ − λI est l’adjoint de T − λI.
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Théorème 4.3.1. Si T est un opérateur auto-adjoint, son spectre σ(T ) est
contenu dans R. Plus précisément, si l’on pose :

m = inf
∥x∥=1

(Tx, x) et M = sup
∥x∥=1

(Tx, x) alors σ(T ) ⊆ [m,M ].

Pour la démonstration de ce théorème nous avons besoin à la proposition
suivante.

Proposition 4.3.1. Un opérateur auto-adjoint T sur un espace de Hilbert
est inversible si et seulement s’il existe une constante c > 0 telle que :

∥Tx∥ ≥ c∥x∥ ∀x ∈ H. (4.3)

Preuve. Il est clair que l’inversibilité entraîne (4.3), avec c = 1/∥T−1∥.
Inversement notons d’abord que la condition (4.3) entraîne l’injectivité de
T . Si l’on montre que T est surjective, cela terminer a la preuve, grâce au
théorème des isomorphismes.

Montrons que T (H) = H, puisque Im(T ) = (ker T ∗)⊥ cela revient à dire
que T ∗ est injectif, et que T = T ∗. Il ne reste donc plus qu’à montrer que
l’image de T est fermée.

Soit y ∈ R(T ). Il existe une suite (xn)n≥1 ⊂ H telle que y = limn→+∞Txn.
La suite (Txn) est en particulier de Cauchy. Comme par (4.3)

∥xn − xk∥ ≤ 1

c
∥Txn − Txk∥.

La suite (xn)n est de Cauchy de H qui est complet donc cette suite converge.
Si x = limn→+∞xn, la continuité de T nous donne y = limn→+∞Txn = Tx

i.e T (E) est fermée.

Preuve.(du théorème 4.3.1)
1/ Soit λ = α + iβ ∈ C et supposons β ̸= 0. On va montrer que :

∥(T − λI)x∥ ≥ |β| ∥x∥ ∀x ∈ H,
ce qui impliquera grâce à la proposition 4.3.1, que λ n’est pas une valeur

spectrale de T . Pour tout x ∈ H, on a :

(Tx− λx, x)− (x, Tx− λx) = 2iIm[(Tx, x)− λ∥x∥2] = −2iβ∥x∥2.

Car (Tx, x) ∈ R, puisque T est auto-adjoint. D’autre part
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|(Tx− λx, x)− (x, Tx− λx)| ≤ |(Tx− λx, x)|+ |(x, Tx− λx)|
= 2|(Tx− λx, x)| ≤ 2∥Tx− λx∥ ∥x∥.

Ce qui donne ∥Tx− λx∥ ≥ |β| ∥x∥.
2/ Comme on vient de voir que le spectre est réel, il s’agit maintenant de

montrer que pour tout α > 0, λ = m − α /∈ σ(T ) (on montre de même, ou
en remplaçant T par −T , que M + α /∈ σ(T )). Or, pour ∥x∥ = 1 :

(Tx− λx, x) = (Tx, x)− λ∥x∥2 ≥ m− λ = α;

Comme |(Tx− λx, x)| ≤ ∥Tx− λx∥ ∥x∥ = ∥Tx− λx∥, on obtient ∥Tx−
λx∥ ≥ α. Par homothécie, on a

∥Tx− λx∥ ≥ α∥x∥ ∀x ∈ H;

ce qui donne le résultat, au vu de la proposition 4.3.1.

Théorème 4.3.2. Soit T un opérateur sur un espace de Hilbert H. Alors les
valeurs m = inf∥x∥=1(Tx, x) et M = sup∥x∥=1(Tx, x) sont dans le spectre de
T .

Preuve. Il suffit de montrer que M ∈ σ(T ) (la preuve de m ∈ σ(T ) étant
analogue ; de façon alternative, on peut aussi remplacer T par −T ).

La forme a(u, v) = (Mu− Tu, v) est bilinéaire, symétrique et
a(v, v) ≥ 0 ∀v ∈ H.
Appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz à la forme a(u, v) il vient

|(Mu− Tu, v)| ≤ (Mu− Tu, u)1/2(Mv − Tv, v)1/2 ∀u, v ∈ H.

D’où il résulte en particulier que :

|Mu− Tu| ≤ c(Mu− Tu, u)1/2 ∀u ∈ H.

Soit (un)n : ∥un∥ = 1 et (tun, un) −→M , grâce à (4.3.1) on voit que
|Mun − Tun| −→ 0, et M ∈ σ(T ) (car si M ∈ ρ(T ), alors
un = (MI − T )−1(Mun − Tun) −→ 0.

Corollaire 4.3.1. Le spectre d’un opérateur auto-adjoint sur un Hilbert n’est
jamais vide.

Corollaire 4.3.2. Pour tout opérateur T auto-adjoint sur un Hilbert, son
rayon spectral est égal à sa norme : r(T ) = ∥T∥.
Corollaire 4.3.3. Soit T ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint tel que σ(T ) =
0. Alors T ≡ 0.
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4.3.2 Décomposition spectrales des opérateurs
auto-adjoints compacts

Proposition 4.3.2. Tout opérateur auto-adjoint compact sur un espace de
Hilbert non réduit à {0}, possède au moins une valeur propre.

Remarque 4.3.1. Si T est auto-adjoint, son spectre n’est pas vide, mais sous
l’hypothèse de compacité on ne peut affirmer l’existence de valeur propre. En
effet, l’opérateur :

T : L2([0, 1]) −→ L2([0, 1]) défini par Tf(x) = xf(x) est auto-adjoint
mais n’a pas de valeur propre.

Lemme 4.3.1. Soit T un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert.
1- Les sous-espace propres de T correspondant à des valeurs propres dis-

tincts sont orthogonaux.
2- Si F est un sous-espace invariant par T , alors, F⊥ est aussi invariant

par T et σ(T ) = σ(T|F ) ∪ σ(T|F⊥ ).

Preuve. 1/ Si λ1 et λ2 sont 2 valeurs propres distincts de T , et x et x′ deux
vecteurs propres associés, [rappelons λi ∈ R].

On a : λ(x, x′) = (λ1x, x
′) = (Tx, x′) = (x, Tx′) = (x, λ2x

′) = λ2(x, x
′) ⇒

(λ1 − λ2)(x, x
′) = 0.

Donc (x, x′) = 0.
2/ Soit y ∈ F⊥. Pour tout x ∈ F , on a (Ty, x) = 0 puisque Tx ∈ F ;⇒

Ty ∈ F⊥.
Il est clair que T|F et T|

F⊥ sont aussi auto-adjoints (sur F et F⊥ respec-
tivement).

Si λ ∈ σ(T|F ), on a par la proposition 4.3.1 :

inf
x∈H:∥x∥=1

∥T − λIH∥ ≤ inf
x∈F ∥x∥=1

∥T − λIF∥;

donc
inf

∥x∥=1 x∈H
∥T − λIH∥ = 0

et λ ∈ σ(T ). De même σ(T )F⊥ ⊆ σ(T ).
Soit maintenant λ /∈ σ(T|F ) ∪ σ(T|

F⊥ ). Il existe alors, toujours par la
proposition 4.3.1 une constante c > 0 telle que ∥Ty − λy∥ ≥ c∥y∥ pour tout
y ∈ F et ∥Tz − λz∥ ≥ c∥z∥.
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Pour tout z ∈ F⊥, or tout x ∈ H s’écrit x = y + z y ∈ F, z ∈ F⊥.
Comme Ty − λy ∈ F et Tz − λz ∈ F⊥ sont orthogonaux, on obtient :

∥Tx− λx∥2 = ∥Ty − λy + Tz − λz∥2 = ∥Ty − λy∥2 + ∥Tz − λz∥2

≥ c2∥y∥2 + c2∥z∥2 = c2∥x∥2,

Ce qui prouve que λ /∈ σ(T ).

Théorème 4.3.3. Soit T un opérateur auto-adjoint et compact sur un espace
de Hilbert séparable H non réduit à {0}. Alors il existe une base hilbertienne
B = {ei i ≥ 1} de H fermée de vecteurs propres de T et l’on a , pour tout
x ∈ H :

Tx =
∑∞

n=1 λn(x, en)en où les λn est le vecteur propre associé à en.

Preuve. Soit (λn)n≥1 la suite des valeurs propres distinctes de T , excepté 0 ;
on note λ0 = 0. On pose E0 = ker(T ) et En = ker(T −λnI) ; rappelons que :
0 ≤ dim E0 ≤ ∞ et que 0 < dim En < +∞.

Montrons d’abord que H est somme hilbertienne des (En)n≥0 :
Comme les (En)n≥0 sont deux à deux orthogonaux.
Soit F l’espace vectoriel engendré par les (En)n≥0. Vérifions que F est

dense dans H.
Il est clair que T (E) ⊂ F . Il s’en suit T (F⊥) ⊂ F⊥ : L’opérateur T0 = T|

F⊥

est auto-adjoint compact. D’autre part σ(T0) = {0} ; en effet si :
λ ∈ σ(T0)\{0} alors λ ∈ V P (To),
et donc il existe µ ∈ F⊥, µ /∈ 0 tel que Toµ = λµ. Par conséquent λ est

l’une des valeurs propres (λn) de T et µ ∈ F⊥ ∩ En. Donc µ = 0 ce qui est
absurde.

Il résulte du corollaire 4.3.3 que T0 = 0 ; par suite F⊥ ⊂ ker(T ) ⊂ F et
F⊥ = {0} ⇒ F = H. donc F est dense dans H.

Enfin on choisit dans chaque En une base Hilbertienne. La réunion de ces
bases est une base Hilbertienne de H formée de vecteurs propres de T .

Pour finir, notons en n ≥ 1, les éléments de la base B, et λn la valeur
propre associé à en. Comme |λn| ≤ r(T ) = ∥T∥ pour tout n ≥ 1, l’opéra-
teur U : H −→ H défini par U(x) =

∑∞
n=1 λn(x, en)en est bien défini (car∑∞

n=1 |(x, en)|2 < +∞).
entraîne

∑∞
n=1 |λn|2 |(x, en)|2 ≤ ∥T∥2

∑∞
n=1 |x, en)|2 = ∥T∥2∥x∥2.

Comme U(en) = λnen = T (en) pour tout n ≥ 1, on U = T .
Projets

1-Espaces compacts.
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2-Opérateurs de Fredholm.
3-Opérateurs de Hilbert-Smidt.
4-Aplications.

Série N o4

EX1(Compact non vide arbitraire 0 comme spectre)
1/Soit (cn)n≥1 une suite bornée de nombres complexes, et T : ℓ2 −→ ℓ2

l’opérateur définie par T (x) = (cnxn)n≥1, pour tout x = (xn)n≥1 ∈ ℓ2.
a- Montrer que chaque cn, n ≥ 1 est une valeur propre de T .
b- Montrer que si λ /∈ {cn, n ≥ 1}, alors λ /∈ σ(T ).
c- En déduire le spectre (σ(T )) de T .
2/ Soit K une partie compacte non vide de C. Montrer qu’il existe un

opérateur T ∈ L(ℓ2) tel que σ(T ) = k.

EX2 Soit E un espace de Banach, Tn ∈ K(E) une d’opérateurs compacts
convergeant vers T ∈ K(E) dans l’espace de Banach L(E) et λn ∈ σ(Tn).
Montrer que toute valeur d’adhérence de la suite (λn) appartient au spectre
de T .

EX3 Soit k : [0, 1]×[0, 1] −→ R une fonction continue. Pour f ∈ C([0, 1]),
on définit :

(Tf)(x) =

∫ x

0

k(x, t) f(t) dt,

1/ Montrer que , pour tous x, x′ ∈ [0, 1] ; on a :

|(Tf)(x)− Tf(x′)| ≤ (∥k∥∞|x− x′|+ sup
0≤t≤1

|k(x′, t)− k(x′, t)|) ∥f∥∞;

En déduire que Tf ∈ C([0, 1]), puis que T : C([0, 1]) −→ C([0, 1]) est un
opérateur compact,(utiliser le Th d’Ascoli).

2/ Montrer que |(T nf)(x)| ≤ ∥f∥ ∥k∥n∞ xn

n!
pour tout x ∈ [0, 1] et en

déduire le rayon spectral de T . [On pourra utiliser que n! ≥ kn−k ∀n ≥ k

pour montrer que (n!)
1
n
n→+∞−→ +∞].
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3/ En déduire le spectre de T .

EX4 Montrer que tout opérateur compact T : E −→ F , avec F = 1 ≤
p <∞, ou F = C0, est limite d’opérateur de rang fini. [Sachant que (en)n≥1

la base canonique de F : en = δn,k où :]

δn,k

{
1 si n = k,
0 si k ̸= n.

EX5 Soit un espace de Banach et T ∈ L(E),
1/ Montrer que l’application λ ∈ φ(T ) 7−→ R(λ, T ) ∈ L(E) est continue.
2/ Soit Tn ∈ L(E) une suite d’opérateur convergeant vers T ∈ L(E)

dans l’espace de Banach L(E). Montrer que pour tout compact k ⊂ φ(T ), il
existe un n0 ∈ N∗ tel que k ⊂ φ(Tn) ∀n ≥ n0, et que la suite de fonctions
R(.;Tn) : k −→ L(E) n ≥ n0. converge uniformément vers k(.;T ).

EX6 Soit E,F deux espaces de Banach, et T : E −→ F une application
linéaire.

1/ Si T est compact, montrer que, pour toute suite (xn) de E faiblement
convergente vers 0, la suite (Txn) converge fortement vers 0.

[Aide :1- En utilisant le Th.B.Steinhauss. Montrer que : si (xn) ⊂ E (Banach) :
xn

w−→ x donc (xn) bornée et on a ∥x∥ ≤ lim infn ∥xn∥.
On définit :

xn : E∗ −→ K
φ 7−→ x̃n(φ) = φ(xn)

on a
x̃n(φ) = φ(xn) −→ φ(x) = x̃(φ),

et
∥x̃n∥ = ∥xn∥, ∥x̃∥ = ∥x∥

2- E réflexif ⇔ BE = B(0, 1) = {x ∈ E : ∥x∥ ≤ 1} est faiblement
compact (compact pour σ(E,E ′)). La boule BE = {f ∈ E ′ ∥f∥ ≤ 1} est
∗ − σ(E ′, E) compact.]

2/ Montrer que la réciproque est vraie si E est réflexif.

EX7 On considère un espace de Hilbert E admettant une base hilber-
tienne dénombrable {en; n ≥ 0}, un espace de Banach F et une application
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linéaire continue : T : E −→ F tels que la série
∑∞

n=0 ∥Ten∥ soit convergente.
Montrer alors que T est un opérateur compact [utiliser l’exercice précédent :
si (xj) est une suite de E convergent faiblement vers 0, on pourra écrire pour
p ∈ N.

Txj =
n∑
n=0

(xj, en)ten +
∞∑

n=p+1

(xj, en)Ten

et majorer le dernier terme grâce à l’inégalité de Cauchy-schwartz.]

EX8 Soient 1 ≤ p, q, r ≤ +∞ tels que 1/r = 1/p+ 1/q, y ∈ ℓq(N,K) et :
T : ℓp(N,K) −→ ℓp(N,K),

L’application linéaire continue x 7−→ xy. montrer que T est un op com-
pact, ssi limn→+∞yn = 0 (condition vérifiée si q est fini).

[Pour démontrer la condition nécessaire lorsque q = +∞, utiliser l’alter-
native de Fredholm ; pour la condition suffisante vérifier que T est la limite
d’une suite d’opérateurs de rang fini.

EX9(shift and Back-word shift) : On considère l’espace ℓ2 |C et B et
S deux opérateurs ℓ2 −→ ℓ2 définis par

B(x1, x2, ...) = (x2, x3, ...) appelé le back word shift (décalage à gauche)
S(x1, x2, ...) = (0, x2, ...) appelé shift (décalage à droite)
1o a- Montrer que tout λ ∈ C tel que |λ| < 1 est valeur propre de B.
b- Déterminer σ(B) on pourra remarquer que ∥B∥ = 1.
2o Montrer que S ne possède aucune valeur propre (on pourra distinguer

les cas λ = 0 et λ ̸= 0).
3o Soit H un espace de Hilbert. Montrer que pour tout opérateur
T : H −→ H, on a σ(T ∗) = σ(T ), T ∗ étant l’adjoint de T , et
Ã = {z; z ∈ A} pour A ⊆ C
4o Montrer que le spectre de S est le disque unité fermé.
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Université Larbi Ben M’hidi- Oum El Boughi
Faculté des SE et des SNV

Département de MI 3−imeAnneLicence
Module ITOL Le 21/05/2017 (1h30m)

Contrôle TD S6

EX 1 : Soit H un espace de Hilbert sur le corps C, et Tn;n ≥ 1 des appli-
cations linéaires sur H vérifient :

∀x ∈ H on a ⟨Tnx, x⟩ ≥ 0.

(i)- Montrer Tn, n ≥ 1 est bornée sur la boule unité.
(ii)- Soit Tx = limn→ Tnx. Montrer que T est continue et qu’il existe c >
0 : que ∥T∥ ≤ c (utiliser le Th de Banach-Stienhauss).
(ii)- Soit T ∗ l’adjoint de T . Montrer que T est auto-adjoint.
Aide : Poser f(x, y) = ⟨Tx, y⟩, et montrer :
a- f hermétienne si et seulement si (ssi) T = T ∗.
b-⟨Tx, x⟩ ≥ 0 implique f hermétienne.

EX 2 : Soint E,F deux espaces de Banach et soient T ∈ L(E,F ) et T ∗

son adjoint.
(i)- Montrer que T (E) est dense dans F ssi T ∗ injective.
(ii)-Si T ∗ est injective a-t-on T surjective ?
(ii)-Montrer que si E ou F est de dimension finie alors T est injective (T ∗

injective) ssi T ∗ surjective (T surjective).

EX 3 : Soit H un espace de Hilbert sur le coprs R. Soient T ∈ L(H) et
T ∗ son adjoint. 1/ Montrer que les assertions suivantes sont equivalentes.
(i)-T est unitaire (i’) T ∗ unitiare. (ii)-T et T ∗ sont isométries.
2/-Si une seulement T (ou T ∗) est isométrie a-t-on T est unitaire ?
3/-Montrer que T est isométrie et surjective ssi T est unitaire.

Bonne Chance.
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Université Larbi Ben M’hidi- Oum El Boughi
Faculté des SE et des SNV

Département de MI 3−imeAnneLicence
Module ITOL Le 31/05/2017 (1h30m)

Contrôle S 6

EX 1(7pts) : Soit Ei : i = 1.3 des espaces de Banach, et T : E1 ×E2 → E3

une application bilinéaire.
1- Montrer T est continue si et seulement si (ssi) il existe une constante
C > 0 : ∥T (x, y)∥ ≤ C∥x∥∥y∥ ∀(x, y) ∈ E1 × E2.
2- On suppose que T est séparément continue, i.e : ∀x ∈ E1, l’application
Tx : y ∈ E2 7→ Tx(y) = T (x, y) est continue, et ∀y ∈ E2, l’application
Ty : x ∈ E1 7→ Ty(x) = T (x, y) est continue.
(a)-Montrer que T est continue en utilisant le Th de Banach Steinhauss.
(b)-Montrer que la famille d’applications linéaires continues

(
ψ(Tx)

)
ψ,x

pour
ψ ∈ E∗

3 : ∥ψ∥ ≤ 1, x ∈ E1 : ∥x∥ ≤ 1 est uniformément bornées. En déduire
que T est continue (utiliser un corollaire de Th de Hahn-Banach).

EX 2 (7pts) : Soint E,F deux espaces de Hilbert et soit T ∈ L(E,F ).
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.
(1)-T est unitaire.
(2)-Il existe une base hilbertiènne (ei : i ∈ I) de E telle que (Tei : i ∈ I) de
F .
(3)-T est surjective et isométrie.
(4)-T est surjective et T ∗T = IdE où T ∗ est l’adjoint de T .

EX 3(6pts) :1- Soit x ∈ ℓ1, et soit Tx :
(
ℓ∞, ∥.∥∞

)
→ K : y 7→ Tx(y) =∑∞

i=1 xiyi. Montrer que Tx est une forme linéaire sur ℓ∞ teq : ∥Tx∥ = ∥x∥ℓ1 .
2- On note Tx la restriction de Tx à C0 et considérons l’application suivante :
T :

(
ℓ1, ∥.∥1

)
→

(
C∗
0 , ∥.∥

)
: x 7→ Tx. Montrer que T est une isomorphisme

isométrique de ℓ1 sur C∗
0 .

(3)-Montrer l’existence d’une 0 ̸= f0 ∈ (ℓ∞)∗ : f |C0≡0. En déduire que ℓ1
n’est pas réflexif.
EX Bonus 2pts : SointE,F deux espaces de Hilbert et soitB ∈ K(E,F ).Montrer
que R(B) est fermé ssi B est de rang fini.

Bonne Chance.
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Université Larbi Ben M’hidi- Oum El Boughi
Faculté des SE et des SNV

Département de MI 3−imeAnneLicence
Module ITOL Le 21/06/2017 (1h30m)

Contrôle de rattrapage S6

EX1 (12 pts) : Soint E = L2(R) sur le corps R, et soit A : E −→ E un
opérateur linéaire vérifie : ∫

R
Af(t).f(t)dt ≥ 0.

1-Montrer que A est continu.
2-Soit ψ : A ∈ L(E) 7→ A∗, où A∗ est l’adjoint de A. Montrer que ψ est une
isométrie.
3-Montrer que : sup∥x∥≤1 sup∥y∥≤1

∫
RAx(t).y(t)dt = sup∥y∥≤1 sup∥x∥≤1

∫
RAx(t).y(t)dt.

4-Montrer que : ∥A∥ = sup∥x∥≤1

∫
RAx(t).x(t)dt.

5-Montrer que : A est auto-adjoint.
6-On suppose que A ∈ K(E), montrer que :
(a)-Les valeures propres sont positives ou nulles.
(b)-0 ne peut pas être une valeure régulière.

EX2 (4.5pts) : Soint E,F deux espaces de Hilbert et soit T ∈ L(E,F ).
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.
(1)-T ∗ est unitaire.
(2)-Il existe une base hilbertiènne (ei)I de E telle que (Tei)I une base de F .
(3)-T est une isométrie et il existe c > 0 : ∥T ∗x∥ ≥ c∥x∥.

EX3 (3.5 pts) :Soint E,F deux espaces de Hilbert et soit f ∈ L(E,F )
où f ∗ son adjoint.
1-Montrer que Im(f)⊥ = {0} ssi Ker(f ∗) = {0} où Im(f) est l’image de f .
2-Si Ker(f ∗) = 0 a-t-on Im(f) = F ? (ℓ1 → ℓ2).
3-Montrer que si f ∈ L(E,R2), alors Ker(f ∗) = {0} ssi Im(f) = R2.

N.B : ssi signifie si et seulement si.
Presque toutes les questions ne demandent que des définitions.

Bonne Chance.
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