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Introduction

Ces cours sont considérés comme un manuel pour un premier cour en
théorie des opérateurs linéaires au niveau de la derniére année du premier
cycle (L3) ou premiére année de deuxiéme cycle (Masterl). Vue I'importance
des opérateurs linéaires dans plusieurs diciplines ; ces cours s’adressent soient
aux étudiants en mathématiques (pures, appliquées ou statistiques) soient
aux étudiants en sciences et génie. Dans ce but, nous avons illustré le texte
avec des exemples variés. De plus nous avons préféré 'approche classique
pour qu’'un étudiant ayant déja une bonne maitrise de ’analyse réelle, de
la topologie et de 'algébre linéaire puisse facilement suivre ces cours. C’est
pourquoi nous ne donnons pas de références.

A la fin des chapitres, le lecteur trouve des exercices dont le but est de
vérifier si I’étudiant a bien compris et assimilé le contenu du texte. Ce sont
donc des exemples ou des applications directes de la matiére qu’on a vue
dans le chapitre et qui sont faciles a résoudre.

111



v



Table des matiéres

1 Opérateurs linéaires 3

1.1 Opérateurs linéaires sur un espace normé . . . . . . . .. . .. 3

1.1.1 Propriétés des opérateurs linéaires . . . . . . . . . . .. 4

1.1.2 L’espace L(X,Y,|[.) - - - -« oo oo oo 7

Prolongement par continuité . . . . . . . . .. ... .. 8

Convergence dans lespace L(X)Y) . . . . ... .. ... 9

1.2 Principe de la borne uniforme (théoréme de Banach Steinhauss) 13

1.2.1  Théoréme de Banach Steinhauss . . . . . . . ... ... 13

Application . . . . . ..o 15

1.3 Opérateurs inversibles, théoréme du graphe fermé . . . . . . . 16

Théoréme l'application ouverte . . . . . . . ... ... 16

Théoréme du graphe fermé . . . . . . . . ... ... .. 17

Propriétés de 'ensemble L, (X). . . . ... ... .. .. 19

2 Théoréme de Hahn-Banach et espace dual 27

2.1 Notion de Formes linéaires . . . . . . . ... ... ... .... 27

2.1.1 Formes linéaires algébriques . . . . . .. .. ... ... 27

2.1.2  Formes linéaires topologiques (continues) . . . . . . . . 29

Sur un espace vectoriel normé . . . . .. ... ... .. 29

Sur un espace de Hilbert . . . . . ... ... ... ... 30

2.2 Théoréeme de Hahn-Banach et ses conséquences . . . . .. .. 32

2.2.1  Forme Analytique . . . . . .. .. ... ... ... 32
2.2.2  Quelques conséquences de la forme analytique du théo-

reme de Hahn-Banach . . . . . .. ... ... ... .. 35

2.2.3 Formes géométriques . . . . . . ... 37

2.3 Espace dual d’'un espace normé . . . . ... ... ... .... 41

2.3.1 Espaces duaux de quelques espaces importants . . . . . 41

Le dual de I’espace Co(X) . . . . .. ... ... ... 41



Le dual de ’espace LP . . . . .. ... ... .....
2.3.2 Espace bidual d’un espace normé réflexifs . . . . . . . .
2.3.3 Convergence dans 'espace X* . . . . .. ... .. ...

3 Opérateurs non-bornés et adjoints
3.1 Deéfinitions et proriétés générales . . . . . . . . ... ... .
3.2 Relation d’orthogonalite . . . . . ... .. .. ... ... ...
3.3  Opérateurs adjoints sur les espaces de Banach . . . . . . . ..
3.3.1 Adjoints des opérateurs linéaires non-bornés . . . . . .
3.3.2 Opérateurs a image fermée, opérateurs surjectifs . . . .
3.3.3 Caractérisation de opérateurs bornés . . . . . . . . ..
3.4 Opérateurs adjoints sur un Hilbert . . . . .. . .. ... ...

4 Opérateurs compacts et théorie spectrale
4.1 Définitions et propriétés générales . . . . . . . . .. ... ...
4.2 Analyse spectrale des opérateurs compacts dans un Banach . .
4.3 Analyse spectrale des opérateurs auto-
adjoints dans un Hilbert . . . . . . . . . ... ... ... ...
4.3.1 Spectre des opérateurs auto-adjoints . . . . . . . . ..
4.3.2 Décomposition spectrales des opérateurs
auto-adjoints compacts . . . . . ... ...

59
59
60
62
62
64
66
68



TABLE DES MATIERES



Chapitre 1

Opérateurs linéaires

Dans I’analyse fonctionnelle, la notion d’opérateur linéaire est une notion
fondamentale puisque, en grande partie, 'analyse fonctionnelle s’est déve-
loppée en étudiant des opérateurs linéaires donnés par certaines équations
intégrales. Nous donnons ici les définitions et les propriétés de base des opé-
rateurs linéaires sur un espace vectoriel linéaire.

1.1 Opérateurs linéaires sur un espace normé

Définition 1.1.1. Soient X et Y deux espaces linéaires sur le méme corps
K. Une application T : X — 'Y est additive si :

T(x, +x9) =Ty + Twy V(21,25) € X3
est homogeéne si :
T(A\x) = Tz, Vie K, Ve € X.

Une application : T : X — Y est linéaire si elle est additive et homogene.
Dans le cas particulier : Y =K. T est dite fonctionnelle (forme) linéaire.

Exemple 1.1.1.
1. Soit T : (E,B) :— (F,B') : dimE = n, dimF = p, sur le méme
corps : C =K.

T est représenté par une matrice M (T, B, B') = (a;j) € Myxp :
I<i<n, 1<j<p
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2. T : C([a,b]) sur C et soit k une fonction intégrable sur le quaré [a, b)%.
et a valeurs en C. tq :

b
IO = [ ktn)f@) do, 1€ ol Ve o]
est un opérateur linéaire. k est dite le noyau de T'.

3. T:CX(R) — C*(R) : définies par :

(TN = % (6),

est un opérateur linéaire.

1.1.1 Propriétés des opérateurs linéaires
On considére dans toute la suite les notions suivantes
Notations 1.1.1. — (X, []-][1) et (Y, ]|.]|l2) sont deuzx espaces normés sur

le méme corps.

— L (X,Y) est l’espace des opérateurs linéaires T définis de X dans 'Y
muni seulement d’une structures algébrique.
— Lo(X,Y) est le sous-espace de L,(X,Y") dont le rang est fini.

— T un opérateur linéaire de L,(X,Y).

Théoréme 1.1.1. Soient X, et Y deux espaces linéaires et T : X — Y un
opérateur linéaire. Alors :

i) TO = 0.

ii) ImT = TX es tun sous espace linéaire de Y .

iii) kerT est un sous espace linéaire de X .

i) T est injective si et seulement si (ssi) : kerT = {0}.

Définition 1.1.2. L’opérateur T est continu a xq € X ssi :
Ve>0,36>0: |z —xl1 <= ||[Tx —Taolla < e (1.1)
Définition 1.1.3. L’opérateur T est borné ssi :

M > 0: telle que | Tx|||s < M|z : Vo € X (1.2)
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Remarque 1.1.1. Comme tout espace normé admet le 1°°" aziome de dé-
nombrabilité ; alors T est continu si et seulement si T' est séquentiellement
continu i.e.

V(zp)n C X 1 six, X, z9 = T, r, Txo.

Théoréme 1.1.2. L'opérateur T € L,(X,Y) est continu sur X si et seule-
ment s’il est borné.

Preuve. (1.2) = (1.1) :

Soit g € X : (1.1) = ||Tx — Txo|| < M||z — x0||. Donc il suffit de choisir

0 < 475

Ve> 0,36 < % | Tx — Tao| < M|z — 20| < &

(1.1) = (1.2). Utilisons la contraposé et supposons donc que 7" n’est pas
borné alors,

Ax,) C Xt 2y —> 2o, ||20]] =1, et ||Txy|l2 > nl|an]i =nVn e N

Donc la suite y, = < X5 0, mais puisque || Tyn|| > /7 donc (Ty,), ne
converge pas vers 170 = 0. ce qui veut dire que T n’est pas continu.

Exemple 1.1.2. Soit T € L,(L'(R), CI(R)) ; (C2(R), |I.llr) défini par :

(T)(t) = /Re_itzf(x)dx, Vf e L'(dt) surR.

il est clair que [|Tf|loo < || fllerw) T est donc un opérateur continu.
Exemple 1.1.3. Soit T € L,(Cy°(R; Cs°(R)), défini par :

df ~
(T1)() = (0, Yf € (CG% [|-llo0)-
Alors nous avons : 3(f,(t)) = sin nt € C° 1 ||fulloo = 1 €t ||Tfulloc =
In cos nt|| = n.
Donc T n’est pas borné donc n'est pas continu sur Cp°(R).
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e Notons par L(X,Y) C L,(X,Y) l'ensemble des opérateurs linéaires
continus de X dans Y.

Théoréme 1.1.3. Soit T € L,(X,Y). Alors les énoncés suivantes sont équi-
valentes :

i) T est continu sur X.

ii) T est uniformément continu sur X .

ii1) T est continu a [’origine.

iv) St A est un ensemble borné dans X, alors T(A) CY est un ensemble
borné dans'Y .

Preuve.

Nous allons montrer les implications suivantes :

(1) = (i) = (4i1) = (i) et (11) = (1v) = (i07).

1 = 12 : Nous avons, d’aprés 1’équivalence entre bornéture et continuité
de T,3IM > 0||T(x — y)||2 < M||z — y|1Vz,y € X. (Donc Ve > 0, il suffit de
prendre § < 7).

1 = 114 : Il suffit de prendre y = 0.

191 < 1 T est continu a l'origine i.e.

Ve > 0,30 > 0Vz : ||z <5 = ||Tx| <,

soient € = 1et 0 # z € X. Soit y— 5” 7 alors IM = | Tz|| < M||z||,z € X.
d’apres le théoréeme 1.1.2 T" est continu sur X.

it = v : On montre par 'absurde : soit A = {x,, }nen borné dans (X, ||.]|1)-

On considére x,, — 9. Comme T est continu = Tx,, — Txy = Tx,, est
borné dans (Y, ||.||2), contradiction, donc T'A est borné.

v = iii : (ii1) = (i) :

Soit T" est discontinu a l'origine, I{z,, }nen C X\{0} telle que : x, Ui
et limnﬁmonstrationinftyTxn # T0=0.

Alors H{x,, = yr;k € N} C {z, :n € N} : Typ # 0 et limTy, = yo €
Y\{0}.

Posons z, =

o ©S(0,1) or [zefly = 1 et [Tzl > ”y m — +too.

A = {z,} borné, mais TA n’est pas borné c.a.d i = v & v = 7.

Théoréme 1.1.4. Tout opérateur linéaire sur un espace normé de dimension
algébrique finie est continu.
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1.1.2 L’espace L(X,Y,|.||)

Soit (X, [|.[1) et (Y;].]|2) deux espaces normés sur le méme corps K.
L(X,Y) signifie 'ensemble des opérateurs linéaires continus de X dans
Y, qui est un sous-espace linéaire de l'espace L,(X,Y).

Théoréme 1.1.5. L’application : ||.|| : L(X,Y) — R*, données par :
1T = sup{[[ Tl -2 € X et [xfy <1},
est une norme pour L(X,Y).

Preuve. Pour tout 7' € L(X,Y),0 < ||T|| < oo et
*Si||T|| =0, alors Tx = 0,Vx € X. En effet pour = # 0,
Tz||2 = |z ||| T 755l =0= Tz =0sur X et T'=0.

(B3N]

*yAeK || = |A |7, car :
AT = sup{[|(AT)z||2; [|z[ly < 1}
= sup{|A[ [|Tz|]> : [|z([x <1} = [A[{T]].

Enfin, Vo € X : ||z]; <1,ona:
[(Th + To)x|l = [Ty + Toxly < ||Thx|ls + [ Toxll2 < [|Th] + || T2]]-

Remarque 1.1.2. Soit T € L(X,Y), on a :

< inf{M : |Tz|s < M||z|,Vx € X}

Exemple 1.1.4. Soit T : L'(dt) — (Co(R), ||.|[s0), telleque :
(Tf)(x) = fj;o e "t f(t) dt. Montrer que ||T|| = 1.

En effet :

On a:||Tflloe = supser | [1 €™ f(8) di] < [Z3 |1 f]| dt = || f 1

1Al _

17| = sup <1
[malpn
D’autre part : pour f >0 f € L', on a :
+oo
1T flloc = (T'£)(0) = f)dt =1fl,

donc ||T|| = 1.
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Théoréme 1.1.6. Soient (X, |.||1) un espace normé et (Y, ||.||2) un espace
de Banach. Alors L(X,Y) est un espace de Banach.

Preuve. On sait déja que L(X,Y) est un espace normé. Il nous reste & mon-
trer que L(X,Y') est complet.

Soit {7}, }nen une suite de Cauchy. Alors :
Ve > 0,3Ny(e) > 0:Vn,m > No(e) = |1, — Tl < e.

Pour z € X fixé, l'inégalité | T,z — Tuxlle < ||T — Tonl|
|z||1 < €||z|l;. Montrons que :
{T,z, n € N} CY est une suite de Cauchy dans (Y, |.||2) qui est complet
donc T, x est convergente, i.e lim, ., Thx Vre X.
Définissons 'application : T : X — Y par Tx = lim, oo Tnx, Vo € X.

Montrons que T' € L(X,Y)

* T est linéaire (claire).

* D’autre part, Nous avons ||T,x|2 < M||z|; Vz € X, qui entraine,
pour n — +00, que

|Tx|l2 < M||x||1, et donec T' € L(X,Y).

Enfin, montrons que T, Ml T.

Nous avons || T,z — Thxlle < [|[Tm — Tl ||2])1 < €llz||1, si n,m > Ny(e) et
pour tout x € X.

En fixons t,,, nous obtenons pour

m — +oo ||[Tx — Thzlls < ||T — T, ||z|li < ellz]1, si n > No(e), et donc

IT =T, < esin> No(e) c-a-d T, 2 7.

Corollaire 1.1.1. Soit (X, |.||1) un espace normé. Alors l’espace dual Topo-
logique X* = L(X,K) est un espace de Banach.

Exemple 1.1.5. Considérons l’espace de Banach X =Y = (R",||.||). Pour
T € L(R™,R™), nous avons :
|1Tzlloe < T Nzl et ITI] = Mazi<icm 3 Sy laixl, 0t (@ir)mxn =

M(T; B), donc M, est un Banach.

Prolongement par continuité

Rappel 1.1.1. Complété d’un espace métrique Nous avons vu en to-
pologie que tout espace métrique peut-étre plongé dans un espace métrique
complet.
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Théoréme 1.1.7. Soit (
pace métrique complet (X,d) et une application isométrique f : X — X
d’image dense .

X, d) un espace métrique métrique. Il existe un es-

Théoréme 1.1.8. Soit T' € L(X,Y) ou (X, |.|[1) et (Y,].]]1) sont deuz es-
paces normés sur le méme corps K. Soient (X, |.||;) et (Y,|.|l,) les deux

espaces de Banach complétés correspondants auz (X, |.[[1) et (Y, ||.|[2) res-
pectivement. Alors, il existe T : X — Y tqT € L(X,Y) : |T|| = |IT].

Preuve. On sait que les éléments de X sont les classes des suites de Cauchy
de X équivalentes, i.e ayant la méme limite. _
Soit donc {z,;n € N} C X une suite de Cauchy. Pour = € X telleque
{zn,n € N} € T, nous posons 1% = limy, i ooTx,. Alors T est bien définie
et T € Lo(X,Y). En effet,

Tz, —Txpll2 < ||T|| |2n — Zmllz2 — 0 n,m — +oo, donc {Tx,, n €
N} C Y est une suite de Cauchy. Il existe alors un seul élément y € Y tel
que : N _ N
{Tx,; neN} CY: Tz=y,doncT est bien définie.

T(afl + BT2) = limpsioo(T(aZ1, + BTo,) = oT7, + BTs, pour tout
T, 72 € X, (a, ) € K2,

de plus T |x= T, puisque z € X, alors on prend la suite de Cauchy
{z;x;2;...} C X et T7 = limy, i ooTx = Tax.
Montrons que_ 1T = |IT].

Puisque: T |x=T = |T|| > ||T||. D’autre part, ||Tm2|| = [ limy— oo T2y || <
T it ozl = 71 7], done | < T alors : 17| = |T]|.

Convergence dans ’espace L(X,Y)

Dans ce paragraphe, nous étudions trois genres de convergence des suite
d’opérateurs linéaires et deux genres de convergence des suites dans un espace
norme.

Soit (X, ||.|[1) et (Y, ]|.]|2) deux espaces normés et L(X,Y") 'espace normé
des opérateurs linéaires et continus de X dans Y.

Définition 1.1.4. Soit {T,,},en C L(X,Y) et T € L(X,Y).
a- La suite {T,;; n € N} converge en norme, vers T si



10 Opérateurs linéaires

limy—100|| T — T|| = 0 et nous écrivons T, ”—H> T.

b-La suite {T,;; n € N} converge uniformément, vers T si

iy oo || Tz — T||2 = 0 et nous écrivons T, —= T.

c- La suite {T,,; n € N} converge ponctuellement (simplement) vers T si
limp—oThr = Tz, Yx € X et nous écrivons T,, — T.

d- La suite {T,; n € N} converge faiblement vers T si

f(Thzx) — f(Tx),Vo € X, f € Y = {l’ensemble des formes linéaires continus de
Y — K}

et nous écrivons T, — T ou T, — T.

Rappel 1.1.2. (Topologie faible)
Soit X un espace normé.

Définition 1.1.5. La topologie faible de X est la topologie la moins fine
(moins d’ouverts) pour laquelle toutes les formes linéaires continues ¢ €
X*(X') restent continue.

On la note o(X, X*) (0(X,X")) ou plus simplement w.

Proposition 1.1.1. Une base de voisinages pour la topologie faible de xo € X
est donnée par les parties.

e (0) = {r € X 1 |pj(x —x)| < &,Vj =T1,n} avece >0, n>1
et ;i =1,n € X* arbitraires.

Proposition 1.1.2. La suite (x,,)n,>1 converge vers x pour la topologie faible
si et seulement si :

n—-+00
plzn) — p(z) Ve X7,
et on écrit :
w
Tp —>n—>+oo x,
ou
T, =,
ou

o(X,X*) li .
Tp —> T O0UW— My 0Ty = T.

Proposition 1.1.3. Soit X un espace de Banach muni de la topologie faible,
X est un espace vectoriel topologique, localement conveze et séparé.
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Bxemple 1.1.6. EX1 : Soient X ~ L(0.1) et ¥ = ({011, |-
Soient k,(t,x) et k(t,z) des fonctions continues sur le carré [0,1]?, et

| knllo1x0) < 1, n € N.

C’onsidemns les applications T, T:L'— C'([O 1] .]l0) par

fo ) dx et Tf(t) fo x) dx
Alors T et T sont des opemteurs linéaires contmues Nous avons
-1
T == T si supyepoy | fo (k f(x) = k(t,2) f(x)) de| < e[| f[l1,pour

n > ng(e), et pour tout f € L . C’ est le cas lorsque k, — k uniformément
sur [0,1]2;
T, = T 80 it syoo fy knlt, 2) f(2) do = [ k(t f( ) da Vf € L1 -
w L. 1 1
T, — T silimn i [y ([, kn(t,z)f(z) dz) d,u fo fo ) dx du(t).
pour tout f € L' et pour toute mesure pi sur la o-algébre de Borel sur
[0,1] .
e Maintenant nous montrons quelques relation entre ces types de conver-
gence .

Théoréme 1.1.9. Sur la boule d’unité on a une équivalence entre la conver-

. . Il
gence en norme et la convergence uniforme i.e. on a1, — T = T,x — Tx

uniformément sur {x : ||z|; <1} C X.

Preuve. "= " Supposons que T, A, T, donc pour = € B(0,1) on a
supsepo) T =Tl < |1, =T [[z]ly < Tw=Tn — 0, sin — +ooc.
Ce qui entraine la convergence uniforme de {T,,n € N} sur B(0,1).
"<" Supposons que {T,,x, n € N} uniformément vers Tz sur B(0,1).

Puisque |T,, — T|| = sup,{||T, — T)zl|l2; ||z|l1 < 1}, la suite converge en

norme vers 1.

Théoréme 1.1.10. Soit T,,, T € L(X,Y).

a- St'T, M)T entraine que T, —)T

b- Si T, == T entraine que T, — T .

Preuve. a- Nous avons pour tout v € X :
|\ Twx — Tzl = (T, — Txlls < | T — T ||z|s — 0, si n — +o0.
b- Nous avons pour tout f € Y* et pour tout x € X fixé :
|f (L) = f(To)| = [f(Tn = Tz < || flly+ 1 Thz — Tlls — 0 n — +o0.

Y*

Remarque 1.1.3. T,, = T n’entraine pas T, M> T, et T, = T n'entraine

pas T, == T.
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Exemple 1.1.7. 1/ Considérons X =Y = (2 = {x = (xp)nen - |23 =
220:1 ’an < +OO}7

et soit T, € L(X,Y) la projection orthogonale de X sur < e, 1,€ni2,... >
i.e

Tn({L’l, T, ) = (O, ceey 0, Tn+1y Tn+2, )

nfois

Alors nous avons pour tout r € X,

1T — 0)z]|7: = D5,y [2k]* — 0 sin — 400,

et donc T,, = T. Mais d’autre part,

1Tl = sup, {|Twzlle : [|z]lee = 1} = | Tnensalle =1+ 0

ca-d T, W =0

2/ Considérons X =Y =02 et {T,, = (T,)"; n € N} € L(X) ou
T, : 0> — (* lopérateur de déplacement € L(X) défini par
Ts(z) = Ts(x1,...) = (0,21, T2, ...).
Thx =T,((z1,29,...)) = (0,0,...,0, 21, 2o, ...).

———

nfois

Considérons f € X* = (? représenté par f = (f1, fa,...) € (. Alors

(L] = 1Toz, )] = 1) fran-til

= Qa2 I 0
k=1 k=n+1
o
= llalle( D 1fel)2 =500
k=n+1
Done T,, = T = 0.
D’autre part nous avons pour tout x € X ||T,x|le = ||z|e et donc

S
T, »T.
e (Cas ot la convergence en norme et faible sont équivalentes.

Théoréme 1.1.11. Si la dimension algébrique de espace (X, ||.||) est fini
alors la convergence en norme est équivalente a la convergence faible.

Preuve. Soit ey, ..., e,, une base algébrique de X et supposons que T, — ,

\ m m
oU Ty, = Zj:l Enjej €t = Zj:l §5¢5-
considérons les formes linéaires o, € X, 1< j < m qui satisfait a :
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vli(e;) = 0y, 1<, <m.

En effet : pour tout v € X, on ax =377, §e; , sia" € Lo(X,K) on a

'(x) = 20 G ().

donc 2’ est déterminée de fagon unique par les nombres x'(e;) j = 1,m.

Montrons qu’on peut construire les formes linéaires x; € L.(X,K), telles
que Ti(er) = 0 1< j,k <m.

[En effet , nous définissons y(x) = 25307 &eex) =& = 1,m.

évidement x; sont des formes linéaires et de plus indépendantes, donc
dimL,(X,K) > m.

D’autre part si ' € L,(X,K), alors on a pour tout v € X,

PS5 Geen) = Sy €' (ex) = Sy Ed = Sy Aea(z) done

=37 ) c-a-d dim Lo (X, K) = m. Puisque chaque espace linéaire
sur le corps K, de dimension algébrique m, est isomorphe a l’espace linéaire
K™, toute forme linéaire x’ € L,(X,K) est déterminé dans une base donnée
pour L,(X,K) par un m-uplet (A1, ..., A\n) € K™, ou \; = 2'(e;) j =1, m].

Alors nous avons pour
. . . / /
I<j<m lzmn—ﬂ)ognj = lzmn—%&-ooxj(xn) - I](I) = §j7

et Uégalité ||zn — x| = | 2272 (6n; = E)ei) Il < 22500 16n, — & llesll, ce qui

Il
montre que x,, — .

1.2 Principe de la borne uniforme (théoréme
de Banach Steinhauss)

1.2.1 Théoréme de Banach Steinhauss

Théoréme 1.2.1. Soient E, F deux espaces de Banach Soit (T})ie; : I une
famille (mon nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires et continues
de E dans F. On suppose que :

sup | Tiz||r < +ooVx € E. (1.3)
iel

Alors
sup || || (e, r) < 400 : (1.4)

el
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Autrement dit : Si {T; € 1} C L(E, F) telles qu’il existe pour tout x € F
un nombre M (x) tel que pour tout i € I, on ait ||T;z||p < M(x).
Alors il existe un 0 < k+ oo tel que : ||Ti||pxy)y <k 1€l

Preuve. Pour chaque entier n > 1 on pose
={zx e E;Vi e I||Tiz| <n}

de sorte que x, est fermé est grace a (1.3) on a : Up>X, = E
Il résulte du théoreme de Baire que IntX,o # @ pour un certain ng > 0.
Soient xy € E et r > 0 tels que B(zo,7) C Xy, on a

|Ti(xo+r2)|| <ng i€l,Vze B(0,1).
Par conséquent il vient pour tout z € B(0,1)
| T5(r2)[| < | Tizoll + | Ti(wo + r2)[| = rl|Tiz||r < 1o + | Tizol| -

done || Ti| L(m.ry < (52 +Supz | Leczelly,

supjsj<i | Tizllr = | Tl per < 22 + sup, | Tiao||r)-

Corollaire 1.2.1. Soient E et F' deux espaces de Banach. Soit (T,) une
suite d’opérateurs linéaires et continues de E dans F' tels que :
Vo € Elimy, . Tox =Tx. Alors
(@) sup, [|Talloie,r) < 400,
(by TelL(EF),
(©) Tllomry < limg inf | Tl isr-

Preuve. (a) T,x — Tax Vx € E = ||T,z|| < M(z) Ve € E d’aprés le
th.B.Stei on a

sup,, ||Tn||L(E,F) < cC.

(b) On a (a) = Jec>0: ||Thx||lr <c|z||lg Yn >0,V e E.

Par passage a la limite (n — 400) on obtient : || Tz||r < c||z|| Vo € E,
donc T € L(E, F).

(c) Enfin on a : |Tyx|lp < [|Thlloerplz|| Vo € B e lim% <
inf | Talloee.r)

1T .y < limins yoo 0 | T L 1) -

Corollaire 1.2.2. Soit G un espace de Banach et soit B un sous-ensemble
de G. On suppose que :

Pour tout f € G* l'ensemble f(B) = Uyep{< f,z >}, est borné (dans
R). Alors B est borné.
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Preuve. On applique le théoréme de B.Stei, avec E = G*, F =R, et I = B.
Pour chaque b € B on pose : Ty(f) = f(b), f € E = G*.
de sorte que : supyeg |Tp(f) < 400 € E.

Grice au th.B.Stei il eziste une Cte ¢ > 0 tq : |f(D)] < c||fllg=, Vf €
G*,Vb € B.

Par conséquent on a : ||b]|p < ¢ Vb€ B < B est borné.

ch2

— Nz e B z|lp=supiep < | < frow > = Mazsepp<ilf(2)]].

Remarque 1.2.1. Ce corollaire signifie que pour vérifier qu’un ensemble est
borné. 1l suffit de le "regarder” a travers toutes les formes linéaires continues.
C.a.d Faiblement borné = fortement borné.

Corollaire 1.2.3. (I’énoncé dual du Corollaire 1.2.2)
Soit G un espace de Banach et soit B’ un sous-ensemble de G*. On sup-
pose que :

Pour tout © € G l'ensemble < B',x >= Uscp < f,x > est borné (dans
R). Alors

B’ est borné.

Preuve. On applique le th de B.Stei avec E = G, FF =R et I = B'. Pour
chaque f € B" on pose Tf(z) =< f,x > (r€G=1FE)

et on conclut qu’il existe une cte ¢ > 0 telle que :

| < fix>|<c|z| VfeB Vred.

[fll =supy<i | < frz>[<c  Vfe&B estborné.

Application

Soit E un espace de Banach et F' un espace normé. Il existe une autre
version du th de B.Stei qui est la suivante :

Pour toute famille d’opérateurs T; € L(E,F),i € I, on a alternative
sutvante :

(i) Soit il existe M < +o0 tel que : ||T;|| < M Viel.

(1) Soit il existe une partie dense G de E (qui est une intersection dénom-
brable d’ouverts denses) dont tout élément x vérifie sup;c; | Tix||r = +00.

Par exemple : Il existe un ensemble de fonctions L*(0,1) dont la série de
Fourrier ne converge pas pour la norme de L0, 1).



16 Opérateurs linéaires

1.3 Opérateurs inversibles, théoréme du graphe
fermé

Définition 1.3.1. Soient X et Y deux espaces normés. Un opérteur T €
L(X,Y) est invesible (réqulier), si (1) T est surjectif, (2) T' existe sury et
T-1 € L(Y, X). Cet ensemble est noté par L.(X,Y).

Evidement, si f~! existe et est continue surY; elle est ouverte. En parti-
culier un opérateur régulier est ouvert.

Théoréme 1’application ouverte

Définition 1.3.2. Soient X et Y deux espaces normés (ou métriques) une
application f € F(X,Y) est une application ouverte si l'image de tout en-
semble ouvert de X est un ensemble ouvert de Y.

Evidement, si f~! existe et est continue sur'Y; elle est ouverte. En parti-
culier un opérateur régulier est ouvert.

Théoréme 1.3.1. (de l’application ouverte) Soient X et Y deux espaces
de Banach. Si T € L(X,Y) et Y = TX (surjective) T est un opérateur
ouvert.

Preuve. Puisque X, Y sont des espaces normés et T' est linéaire, il suffit de
montrer que 30 > 0 : By (0,0) C T(Bx(0,1)) i.e 30 > 0, tq : Vy : |ly]| < =
y=Tz: |z| <1

Notons d’abord que X = U,ennBx (0,1) et montrons que Y = UpennT Bx (0, 1).

En effet pour y € Y, il existe v € X : y = Tx (T est surjectif). Si
|lz||x < k € Nyy € T(kBx(0,1) = kT(Bx(0,1)). Y est un Banach =Y =
Ues1kT(Bx(0,1)) (Y # @ = 3ng € N: BT (Bx(0,1) # & Baire).

D’aprées le théoréeme de Baire Ing € N T (ngBx(0,1)) = n¢T(Bx(0,1)
contient un ouvert non vide U.

Puisque T est linéaire TBx(0,1) et TBx(0,1) sont convezes et —U C
noI'Bx(0,1) (siy = Tx € TBx(0,1) = —Tx = —y € TB(0,1)) implique
que.

Uy = tu+ 3(—u) C ngT'Bx(0,1). Notons que Uy est ouvert contient 0
Porigine, c-a-d Uy est un voisinage de 0 = 36’ > 0 tq By(0,0") C U; C
noT'Bx(0,1) et en posant
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0 = g—;, nous obtenons By (0,01) C TBx(0,1), ce qui équivaut pour

e
E

)= a

+

2

By (0,8) € TBx(0,1/2) (1.5)

Il nous reste a montrer que TBx(0,1/2) C TBx(0,1), et Th est établi.

Fizons y € TBx(0,1/2) = 3z : x| < 1/2: [Tz —y|| < /2,

(d’aprés (2.19) Ve > 0,3z € E: |z|lg < 1/2 et ||y — Tz|| <€)

donc yy = —Tx1+y € By(0,0/2) C TBx(0,1/2?).

D’apres le méme argument, il existe un o, ||x2|| < 1/4, tel que

T2y — yul_= Ty + Ty —yll < 2725 et yo = Ty — Ty +y €
By(o, 2_2(5) C TBX (0, 273).

Nous continuons de cette fagon et nous obtenons une suite {x,,n € N}
telle que

(@) lznll <277 (B) 1T (Xofmy k) —yll <2776

Posons S, = Y ,_, xi;n € N. Puisque {S,; n € N} est une suite de
Cauchy et X un espace de Banach, la suite {S,;n € N} converge vers un
élément - ||z]] < oo, 27" = 1.

Puisque T est continu, nous obtenons de (b) ci-haut que Tx = y.

Théoréme 1.3.2. Théoréme de Banach Soient E et F' deux espaces de
Banach et T : E — F une application linéaire continue et bijective. Alors
T~ est automatiquement continue.

Preuve. D’aprés le Théoréme précédent : T est ouvert < Jc > 0 : Bp(0,¢) C
TBx(0,1).

c-a-d T~*(Br(0,¢)) C Bg(0,1).

Soit [yl < c= Tyl <1

Par conséquent, par homogénéitie :||y|| < 1 = || T y|| < 1/2 = [T 1y|| <
eyl vy € F.

Corollaire 1.3.1. Soit E un e.v muni de 2 normes telles que E soit complet
pour chacune d’elles. Supposons de plus que ces deur normes sont compa-
rables. Alors elles sont équivalentes.

Théoréme du graphe fermé

Définition 1.3.3. Soient X et Y deuz espaces normés et T € L,(X,Y).
Alors T est un opérateur linéaire avec un graphe fermé si pour tout (x,,),xo €



18 Opérateurs linéaires

, St

T, M> roetlz, M Yo = Yo = T'xg. (1.6)

Observons que T € L,(X,X) est un opérateur linéaire avec un graphe
fermé ssi si son graphe G = I'(T){(x,Tz) : © € X} C X XY est un ensemble
fermé dans X x Y. En effet (1.6) entraine que tout point d’adhérence de G

appartient a G. inversement si G est un ensemble fermé de X XY et si

2n A 2o, alors Tz, 13 Yo, alors (zo,y0) € G, donc (z0,y0) € G i.e

Yo = Txo.
Cette propriété caractérise les opérateurs linéaires continus dans les es-
paces de Banach.

Théoréme 1.3.3. (Théoréme du graphe fermé (1929)) Soit E et F
deux espaces de Banach et

T : E — F une application linéaire, si le graphe de T est fermé dans
E x F, alors T est continue.

Preuve. Munissons E d’une second norme ||.|r définie par
|||z = ||z||g + |Tz||r Vz € E.

Elle est plus fine que ||.|g et la condition disant que le graphe G fermé
entraine que (E,|.||7) est un espace complet (car Gr fermés dans l’espace
complet E x F'), donc est lui-méme complet). Ces deux normes sont équiva-
lentes i.e 3¢ > 0

|lz|lr < ¢cllz||lg Ve € E = ||Tz||lr < (c = D||z||lg Vz € E i.eT est
continue.

Remarque 1.3.1. On voit que ce théoréme rend la vérification de la conti-
nuité plus facile.

Remarque 1.3.2. [l y a des opérateurs linéaires avec un graphe fermé qui
ne sont pas continus.

Exemple 1.3.1. Soit X =Y [’espace des polynomes sur R(C) muni de la
norme ||.||zj<1, €videmment X et'Y ne sont pas des espaces de Banach.

Définissons T € Lo(X) par :

T(Xjogarz™) = 3oy karz 1.

Supposons que {P, € X;n € N} converge en norme vers p € X et que
{TP,; n € N} converge en norme vers q € X. Alors ¢ = TP. D’autre part
T n’est pas continue. En effet

3P,(2) = 2" : ||| = 1 mais |[Tz"] = n "=2° 0 (||P,]| — 1 mais
|TP,|| =n — +00).
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Propriétés de ’ensemble L, (X).

Théoréme 1.3.4. Soient Ty, Ty € L.(X), alors ThoTy € L.(X) et \T} €
L,.(X) pour tout A € K\ {0}.

Théoréme 1.3.5. Soit T' € L.(X) ou (X, ||.]|) est un espace de Banach. Si
IT|| <1, alors —T € L.(X) et (I -T)"' =57 T*.

Preuve. On sait que la série Y -, 2% converge localement uniformément et
absolument dans |z| < 1. De plus > ;o 2" = -

1—2~
Parce que |T|| < 1, la série > -, T*, ou T = I est convergente en norme.
Posons U = Y52, ITH < S I = by < +o0. (T < D).
Ce qui entraine que U € L(X). Montrons que U = (I — T)™! et donc
I-TelL.(X).
Soit U, = >, T*. Alors nous avons

Uno(I —T) = (I — T)oU, = I — T"*".
Puisque U, L g ep prer g (en norme), nous obtenons : Uo(I —T') =
(I =T)oU =1 et donc I —T € L.(X).

Exemple 1.3.2. Considérons X = R* muni de la norme euclidienne ||.||2
et la transformation T de X sur X qui se compose d’un contraction d’un
facteur r 0 <r <1 et d’une rotation autour de l’origine avec l’angle ¢. La
matrice A qui représente T par rapport a la base (1,0)(0,1) est :

A Teose T sy
—7 SINY T COSP

Puisque 2T préserve la norme, nous avons ||T|| =r < 1. Donc I —T est
wnversible et posséde la représentation :

|y (1—T0039 —rsm@)

r sind 1 — 17 cosf

Nous allons vérifier si (I — A)~t =>"2, A*
En effet : calcul direct donne :

(1-A)"

B 1 1 — 1 cosf r sinb
1 —2rcosh +1r2\ —rsinf® 1—r cost



20 Opérateurs linéaires

D’autre part :

An — r" cosny 1" sinne
—r" sinny 1" cos ne

et nous obtenons : en posons z = re'?
ZAn: Y Rezt > Imz"
—> Im2z" > Rez"

n>0
B Re 1% Im 112
\—=Im Re -1

1—=z 1—2z

1 Re (1-%2) Im(1-2)
1= 22 (—Im (1-2) Re(1 —Z))

=N

1 1 —r cosf r sinf
1—2rcos @+7r2\ —rsinfd 1—r cosd

) =(I-A)""

Théoréme 1.3.6. Soient Ty, Ty € L(X) et T € L.(X). Si [Ty —Ts|| < ﬁ
1
Alors Ty € L, (X).
De plus
Ty =T+ T7 ) (T = Ty)oTy .. (1.7)

k=1

Preuve. En effet nous avons
11 = TooTT | = (Th = To)oTy || < | Th = Tof| | 7571)| < L.

d’ou ToyoT; ' € L, et on a (TooTy H)oTy =Ty € L(X).

De plus (TooTy") = Dol — TroI7 ')k = > io(Ty — Tr)oT )k =
T0Ty

etona: (T =T oY 00 (Th — To)oTy )k (1)

Corollaire 1.3.2. L’ensemble L.(X) est ouvert par rapport a la topologie
induite par la norme sur L(X).

Théoréme 1.3.7. L'opération T — T~! est une opération continue dans
L.(X).



1.3. OPERATEURS INVERSIBLES, THEOREME DU GRAPHE FERME21

Preuve. Soit Ty € L,.(X) et Ty € L. (X) tels que : ||T1 — T3|| < ﬁ,
d’apres (1.7)

175" =17 < T AT = Tl 177D
k=1

_ HTl _TQH ‘|Tf1’| HT—lH
1= Ty =T 1777

Opérateurs inversibles a droite (a gauche) et supplé-
mentaire topologique

Définition 1.3.4. Soit G € E un sou-espace fermé d’un espace de Banach
E. On dit qu’un sous-espace L de E est supplémentaire topologique de G si :

(i) L est fermé.

(i) GNL={0} et G+ L =E.

Dans ce cas tout z € E s’écrit de fagon unique z = x +y avec x € G et
ye L.

Corollaire 1.3.3. du Th de Banach Si E est un espace de Banach et si
Ey et Ey sont deuzx supplémentaires algébriques (i.e E; e.v fermés de E tel
que : By N Ey = {0} et By + Ey = E). Alors : Ey et Ey sont supplémentaires
topologiques (i.e les projections associes-continues).

Preuve. Munissons le produit Ey X Ey de la norme ||(x1,22)| = ||lz1]|e +
|x2||g. Comme E;y et Ey sont fermé, donc complets, Ey X Ey est complet, et
donc est un Banach pour cette norme or ['application linéaire

T IEl X E2 — F
(r129) — x1 + 29

est bijective (car Ey, Ey sont en somme directe algébrique) et continue (||x +
yll < llzll + ||yl la définition de la norme sur Ey x Es). Par le th des iso-
morphes de Banach, il existe ¢ tel que : ||z + x3|| > c(||x1||g + ||z2]|£); donc
lx1 + x2|| > c||lx1|| et ||z1 4+ x2|| > cl|z2l|, ce qui est bien la continuité des
projections.
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Exemple 1.3.3. 1) Tout sous espace G de dimension finie admet un supplé-
mentaire topologique. En effet soit B = {e;, i = 1,n} une base de G on écrit
r =Y xie; et on définit p;(x) = x;, on prolonge chaque @; en une forme
linéaire continue @; sur E (voir Ch II) on plus précisément (un corollaire)
on vérifie aisément que : L = N, (@;)"*(0) est supplémentaire topologique
de G.

2) Tout sous-espace fermé G de codimension finie admet un supplémen-
taire topologique. En effet il suffit de choisir n’importe quel supplémentaire
algébrique (il est automatiquement fermépuisque de dimension finie).
voici un exemple. Soit M C E* un sous espace de dimension p. Alors

M+ ={z € B;(f,x) = f(x) =0 Vf € M}

est fermé et de codimension finie.
En effet soit { fi; i = 1.p} une base de M, alors il exist {e;; i =1p} C E
tels que
<fi7€j> = 52]7 Vi, j = Tpa

considérons 'application ? : E — RP définie par

?(fﬂ) = ( <f17 :U>7 <f2,.’ll'>, T <fp7 [I§'> )7 VZ,] = 1_]7)
L’application ? est surjective -sinon par le théoreme de Hahn Banach (deuziéme
forme géométrique voir CH 2) on pourait trouver o = (a1,2 e ,cvp,) #0
tel que

TP (x) = <Z a;fi, ) =0, Vo € E,
i=1

ce qui est absurde-.
On vérifie aisement que que les (ei)izﬁ sont linéairement indépendantes et
que l’espace engendré par (ei)i:fp est un supplémentaire de G.

3) Dans un espace de Hilbert tout sous espace fermé G admet un supplé-
mentaire topologique.

Remarque 1.3.3. Méme dans les espaces réflexifs on peut construire des
sous-espaces fermés qui ne possedent aucun supplémentaire topologique.

Théoréme 1.3.8. Soit T un opérateur linéaire continu et surjectif de E dans
F. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) T admet un inverse a droite (S).

i) kerT = T=(0) admet un supplémentaire topologique dans E.
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Preuve. i) = ii) On vérifie aisément que Im(S) = S(F') est un supplémen-
taire de kerT'.

i1) = i) Soit L un supplé-topo de kerT. On désigne par Py la projection
de E dans L (P est un opérateur linéaire continu). Etant donné f € F, on
désigne par x l'une des solutions de l’équation Tx = f et on pose Sf = Ppx ;
on notera que S est indépendant du choix de x. On vérifie aisément que S
est opérateur linéaire continue tel que ToS = Idp.

Théoréme 1.3.9. Soit T' un opérateur linéaire continu et injectif de E dans
F'. Les propriétés suivantes sont équivalentes .

i) T admet un inverse a gauche (S).

it) R(T) = T(F) est fermé et admet un supplémentaire topologique dans
F.

Preuve. i) = ii) Il est facile de vérifie que R(T) est fermé et ker(S) est
supplé-topo de R(T).

i1) = i) Soit Pr un projection de F sur R(T) (continu). Soit f € F ;
comme Prf € R(T) il existe un x € E unique (T injectif) tel que Tx = Prf,
on définit Sf = z.

Il est clair que SoT = Idg d’autre part S est continue grace au Th de
Banach.

Projets
1-Espaces fontionnels.
-Topologies de différent types de convergence.
-Théoremes d’Ascoli.

-Théoréme de Stone-Weierstrass.
*

Série 1- Opérateurs linéaires sur les EVN-

EX 1 : Sotent E et F' deux EVN sur le coprs R, et f une application de
E dans F vérifie (i) et (i) :
(i)-¥(x,y) € E* on a f(x +y) = f(z) + f(y)
(i1)- f est bornée sur la boule unité.
Montrer que f € L(E, F).

EX 2 : Soit E un espace normé.Montrer qu’il n’existe pas deux applica-
tions f et g linéaire continues telles ques :
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fog—gof=Idg.

EX 3 : Soit E =C([0,1],R) mum' de la norme de convergence uniforme
(I - lloc)- On pose F = {f € E: [ f(t)dt = 0}.
1-Montrer que toute f € F' admet une primitive Ty dans F'.
2-Montrer que T : E — E: f— Ty est dans L(E).
3-Calculer ||T|.

EX 4 : Soit E = C(]0,1],R) muni de la norme de convergence uniforme.
Soit :
T,: E—R: fHTnf:%folﬁhhgf(a:)da:
1-Montrer que T), € E* = L(E,R).
2-Montrer que pour toute f € E on alimy,_,o Ty f = f(0).

EX 5 : Soit dy : C([0,1],R) — R la forme linéaire définie par : oo f = f(0).

Montrer qu’elle est continue pour la || - || mais pas pour la || - || . (aide)
l—nt, si 0>t<1>0,
f”(t)_{o si L1>t<1

EX 6 : Soit (2, 1) un espace mesuré et on suppose que i est o-finie (pour
appliquer le Th de Fubini).On fixe un noyau K sur ), c.a.d une fonctinnelle
sur §2 x ) vérifie le test de Schur i.e.

Soit p,q € [1,00] : % + % = 1. On suppose qu’il existe
W . Q — R strictement positive, mésurable et une constante C > 0 telles
que les deux propriétés suivantes soient vérifieés :

(a)-f | K (2, ) W7 (y)du(y) CW s (x), Y € Qp.p.

(b)-Joy | K (2, )W (2)dp(y >cwl< ), vye Qpp
Montrer que Tk : f— Txf(x) = [, K (y)du(y) € L(LP, L9).

EX 7 : Montrer qu’un espace de Banach de dimension infinie n’admet
pas de base algébrique dénombrable.( raisoner par l'absurde : si (en>1 est une
base algébrique. (utilser le théoréeme de Baire avec F,, = [e;,i = 1,2,...n]).

EX 8 : Soit E = C'([0,1],R) espace des fonctions dérivables sur [0, 1]
muni de la norme de convergence uniforme. Soit :
D:E—C([0,1],R): f— Df(t) = f(t).
1-Montrer que le graphe de D est fermé.
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2-Montrer D n’est pas continu. (soint (fn)n : fu(z) =2"(1 —x).
3-Pourquoi cela ne contredit-il pas le théoreme du graphe fermé ¢

EX 9 : Soit E un espace Banach et soit'T' : — E — E*, un opérateur tel
que : (Tx,z) > 0Vx € E.
Montrer que T est continu en utilisant le théoreme du graphe fermé.

EX 10 : Soient XY, Z trois espaces de Banach et B : X XY — Z
application bilinéaire.
1-Montrer que B est continu ssi IM > 0 : ||B(z,y)|| < M|z|/|yll, (z,y) €
X xY.
2-On suppose que B est séparement continue, c.a.d ¥(z,y) € X x Y, les
applications linéaires : B, : y — By(y) = B(z,y) € Z et B, : y — By(zv) =
B(z,y) € Z sont continues. Montrer que B est continue (Utiliser le th de
Banach-Steinhauss).

EX 11 : Soient Ei, Ey et F' des EVN. Montrer que L(El X EQ,F) et
L(El, L(Es, F)) sont isomorphes.

EX 12 : Soint E, F deux espaces de Banach et soit (T,,)neny € L(E, F).
On suppose que Vx € E on a lim,_ ., T,x = Tx.
1-Montrer que T est continu.
2-Montrer que T,,x, — Tz dans F.

EX 13 : Soint (Hy, (,)1) et,(Hs,(,)2) deux espaces de Hilbert. T : Hy —
Hy une application linéaire, on suppose qu’il existe une autre application li-
néaire S : Hy — Hy teq : (x,Sy)1 = (Tx,y)o¥(x,y) € Hy x Hs.

Montrer que T et S sont continues.
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Chapitre 2

Théoréme de Hahn-Banach et
espace dual

2.1 Notion de Formes linéaires

2.1.1 Formes linéaires algébriques

Définition 2.1.1. Soit X un e.v linéaire, une application linéaire f : X —
K est dite forme linéaire.

L (X, K) = X' :={l’ensemble des formes linéaires sur X} est l'espace
dual de X .

L.(X,K) : s’appelle le dual algébrique.

L,(L.(X,K),K) : s’appelle le bidual.

Théoréme 2.1.1. Si f € L,(X,K), alors ou bien f =0 ou bien f(X) =K.

Preuve. Si f # 0, alors il existe xg € X : f(x0) # 0.
posons x| = f(xo done f(x1) =1, et pour A € K on a :

z0)’
fAz1) = Af(z1) = A c.fd

Corollaire 2.1.1. Pour tout f € L,(X,K), on a ou bien f(x) =0 ou bien
f@)=1.
Théoréme 2.1.2. Si f € L,(X,K), f #0, alors son noyau :

kerf={x e X : f(z) =0}.

est une sous espace vectoriel linéaire mazrimal.

27
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Preuve. Soit xqg € X\kerf. (Montrons que kerf est un s.espace linéaire
mazimal, i.e codimkerf =1).

Soit xy € X\kerf, donc f(xo) # 0.(l’existence d’un tel xy est assuré par
f#0). et soit y € X arbitraire. Posons x =y — %xo. Alors,

donc x € kerf. En d’autre mots , nous avons pour tout y € X, la représen-
tation

()
v f (o)

donc, X = kerf @ [xo], et kerf N[z = {0}, c-a-d X = kerf @ [x¢]. Puisque
1 = dim[xg] = codimker f, Uespace kerf est un s.e.mazimal de X.
Le résultat réciproque est donnée par :

f(zo), oux € kerf,

Théoréme 2.1.3. Soit zo € X\ Xy, un élément fizé. Alors tout vecteur x €
X s’écrit de fagon unique sous la forme x =y+ Axg ouy € Xy et A € K, i.e

L’application : f : X — K définie par : f(z) = f(y + Axg) = X est une
forme linéaire sur X de plus ker f = Xj.

Théoréme 2.1.4. Soit Xy un s.e linéaire mazximal de [’espace X. Alors il
existe une forme linéaire f € L,(X,K), telle que ker f = X.

Théoréme 2.1.5. Soit fl et f2 € La(X, K), f1 7é 0 et f2 7é O,
st ker fi = kerfa, alors : fo = Mfi, A € K.

Preuve. Supposons que kerf, = kerfy # 0, et choisissons o € X\kerf.
Alors, x € X posséde une décomposition unique x = y + Axg, y € kerfi,
A e K.

Les égalités : fi(z) = Afi(wo), fo(w) = Mfa(20),

entrainent pour tout v € X :

J1(o)

f2($) = f2(x0)

Si(w) = A fi(z),
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2.1.2 Formes linéaires topologiques (continues)
Sur un espace vectoriel normé

L’existence d’une norme sur [’espace X nous permet de trouver des pro-
priétés intéressantes pour les formes linéaires continues.

Définition 2.1.2. Soit (X, |.||) un e.v.n , et soit f € Lo(X,||.||), on dit f
est borné, s’il existe un M > 0 tel que :

[f(@)] < Mllz]| vz e X,
Théoréme 2.1.6. L’ensemble X* est un E.V sur K normé par la norme :

A" = suppey<a | F (@),

Définition 2.1.3. On appelle l’espace X* muni de la norme définie ci-dessus
l’espace dual Topologique de X. De plus ’espace dual topologique de X* est
X** s’appelle 'espace bidual topologique.

Théoréme 2.1.7. Soit (X, ||.||) un espace de Banach, et soit f une forme
une forme linéaire sur X. Les quatres énoncés suivants sont équivalents :

i) f est bornée.
ii) f est uniformément continue sur X.
iii) f est continue a l'origine.

iv) kerf est fermé.

Preuve. ii) = iv), soit xy € kerf. Alors il existe une suite

{z, :n € N} C kerf et x, A, xo. Puisque f(x,) =0, et [ est unifor-

mément continue sur X, on a f(xg) =0, d’ot xg € kerf[|f(xo) — f(z,)| <
[f[lllzn = zoll = f(xo) = 0 i.exq € kerf].
iv) = iii) : Montrons iii) = iv) : soit f discontinue a ['origine, donc

H(z,) : n € N} € X\{0}, telle que : z, L e lim f(x,) # f(z1) # 0.
Alors 3{(zn,) = yr : R € N} C {(z,,) : n € N}, telle que f(yR)”?é 0 et

limf(yg) = a € R\{0} (C\{0}). Posons : z, = s Alors z, — 0 et

f(zr) =1, ¥Yn € N. Donc f(zr — 2z1) =0, d’ot zp — z1 € kerf, VR € N.
Montrons : limp_, oo (2r — 21) = —21 & kerf, donc kerf n’est pas fermé.
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Exemple 2.1.1. Soit X [l’ensemble des fonctions sur [—1,1] qui sont des
restrictions des fonctions holomorphes dans {z : |z| < 1}. En d’autres termes
f € X peut étre développée dans une série de Taylor a lorigine dont le rayon
de convergence est au moins égal ¢ un. Nous munissons X de la norme ||f|| =
SUD)| <1 |f(x)]. On vérifie aisément (principe d’identité ) que (X, |.||) est un
espace normé mais pas complet, considérons maintenant la forme linéaire ¢
définie par o(f) = f"(0). Alors nous avons :

sup ‘@(f)‘ > sup \go(cos na:)| = sup n2 = +00.
IFII<1 neN neN

Donc o n’est pas bornée. D’autre part f, = %cos nT converge en norme vers
f =0, mais ¢(f,) = n ne converge pas vers p(0) = 0. Donc ¢ n'est pas
continue a [’origine.

Pour vérifier que ¢ n’est pas continue a aucune g € X, il suffit de consi-
dérer f, =g+ %cos nx. Finalement, vérifions que keryp n’est pas fermé. En
effet, gn(x) = [cos(x) — 5] € kery, mais lim, o gn ¢ kere.

Sur un espace de Hilbert

Théoréme 2.1.8. (Théoréme de représentation de Riesz pour un Hilbert)
Si H est un espace de Hilbert sur le corps K et si f € H*, alors, il existe
un et un seul élément y € H, tel que :

(1) f(z) = (z,y), pour tout x € H,
et de plus

) A=l

Réciproquement, pour tout élément y € H, la formule (1) définit une
forme linéaire continue f sur H, et on a l’égalité (2).

Preuve.

a) Montrons d’abord [’existence de y, soit f € H*. Si f = 0, prenons
y = 0. Soit donc f # 0, on sait que kerf est un s.e.maximal et

fermé de H. Alors, (kerf)* # {0}, choisissons un z € (ker f)*\{0}

et posons y = %z

De plus soit P la projection orthogonale de H sur le sous espace kerf.
Alors pour tout x € H, on a :

T,z I—P+ P)x,z I—P)x,z
T )= e = e

(z,y) =
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Mais (I — P)z € (ker f)* et dim(ker f)* =1 entraine que

(I — Pz =Mz
Nous avons donc
(5.0) = L) = M) (2.)

D’autre part :

f() = F((I = P)x + Px) = f((I = P)a) = f(A2) = Af(2).

Ce qui montre que f(z) = (z,vy).

b) Montrons maintenant ['unicité de y. Soit f(z) = (x,y) = (z,y1), pour
tout v € H. Alors :

(.9 —y1) =0 sur H,

et pour x =y — y; nous obtenons y = y;.
¢) De plus |(,y)| < lzlllly] on a IIfII* < Iy, et f(y) = llyll* entraine
que || fI* > |lyll, donc l’égalité (2) est vérifiée.

d) Réciproquement f(x) = (x,y) pour un y € H fixé est une forme
linéaire, la continuité s’ensuit de |f(x)| = |(z,y)| < ||z||||y|| et de c
nous avons ||fI|* = Iyl

Corollaire 2.1.2. Considérons l’espace de Hilbert L*(du) sur X avec le pro-
duit scalaire

(f,9) = /X fgdu,

Alors si ¢ € (L*dt)* il existe une fonction g € L*(du) telle que ¢(f) =
fX fgdt, pour tout f € L*(du). De plus g est u-presque partout unique.

Théoréme 2.1.9. Si X est un espace normé de dimension finie, alors toute
forme linéaire sur X est continue, i.e. L,(X,K) = X*.

Preuve. Soient B = {e;,i = 1,n} une base algébrique pour X, et v € X :
T=y " T
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Soit f € L,(X,K), alors
F@I =13 sl < (O (Y fe)

= ]l D Nlell D 1f(en)l) < lalloeBM
i=1 i=1

ou M =3 " |f(e)l  B=23 0 llell/fle) = 325 Ainel-
Remarque 2.1.1. Si dimX = m = dimL,(X,K) =m, en effet
Ve e X, onax =31 xie;, sif€ Ly(X K)

ona: f(x)=>"" x:f(e;). Donc [ est déterminée de facon unique pour

les nombres f(e;) i = i,m. Montrons qu’on peut construire des formes li-
néaires f; € L,(X,K) telles que :

fz(ekz) = (Si,k 1<,k <m.
En effet, on définit fi(x) = f;(O 0, xxer) =z Vi=1i,m.

Evidement f; sont des formes linéaires et de plus indépendantes donc
dimL,(X,K) > m.
D’autre part si f € Lo(X,K), alors on a pour tout z € X,

f(Z Tie;) = Z zif(ei) = Z i

donc f=>""  Nfi  c-a-d dimL,(X,K) =m.

2.2 Théoréme de Hahn-Banach et ses consé-
quences

2.2.1 Forme Analytique

La forme analytique du théoréme de Hahn-Banach est un théoréme per-
mettant de prolonger des formes linéaires définies sur un sous espace vecto-
riel, en gardant un contréle sur le prolongement quand il y en avait un sur
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la forme de départ; en particulier si ’espace est normé et la forme linéaire
est continue, on peut la prolonger en une forme linéaire continue sur tout
I’espace, et en gardant la norme.

Définition 2.2.1. Soient E un espace vectoriel sur le coprsR etp: E — R
une application vérifiant

p(z+y) =p(r) +ply), Ve,y € £ (2.2)

et
p(Ax) = Ap(z),Yx € E, et A>0. (2.3)

p est dite une sous-norme.

Théoréme 2.2.1. (Hahn-Banach, forme analytique) Soit E un espace
vectoriel sur K =R ou C, et soit p une semi-norme sur E. Soit G un sous-
espace vectoriel de E et o : E — K une forme linéaire telles que :

lpo(2)| < p(x), Vo e€G.

Alors il existe une forme linéaire ¢ = ¢y : E — K prolongent oo et telle
que :
lp(z)] < p(z), VockE.

Théoréme 2.2.2. ( Hahn-Banach, forme analytique forte) Soit E un
espace vectoriel réel et p une sous-norme sur E. Soit G un sous-espace vecto-
riel de E et ¢o : G — R une forme linéaire vérifiant po(z) < p(x), Vo € G.
Alors il existe une forme linéaire ¢ = pg : E — R prolongeant gy et véri-
fiant encore : p(x) < p(x),Vx € E.

Nous avons besoin aux résultats suivants :
Proposition 2.2.1. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. L’application

T:Ei=L(E,C)— Ej =L(E,R)
f— Reof

est R-linéaire, bijective et isométrique. L application inverse T—' est définie
par : pour tout g € Ex, on a T~(g)(x) = g(x) —ig(ix), pour tout x € E.
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Preuve. Il est claire que T' est R-linéaire. Vérifions que T est isométrique.
Soit x € E tel que [z]| < 1. On a [T(f(x))] = [Re(f(2))] < |f(z)| <
Izl < ||f]]- Donc on a : [|T(f)]| < ||f|l. Par ailleurs, il existe 6 € R, tel
que f(z) = €?|f(z)|, dott on a f(e ®x) = |f(z)], et donc (Tf)(e "z) =
(Reof)(e ®x) = | f(z)]. Comme on a : |[e=?z|| = |e~?|||z| = ||=|| < 1, alors
IT()I| = | f(x)]. Par conséquent, on a [IT(A)]| = [I£]l, dou [T(H)] = ]|
On en déduit que T est injective. Soit g € Ef, pour tout z € E, on pose
f(z) = g(x) —ig(iz), alors f € Ef et on a T(f) = g, donc T est surjective,
par conséquent, 1" est bijective.

Lemme 2.2.1. (Lemme de Zorn) Tout ensemble ordonné, inductif, non vide,
admet un élément mazimal. On dit que P est inductif si tout sous ensemble
totalement ordonné de P admet un majorant.

Preuve.(du Théoréme 2.2.2)

1" cas (cas réel)

Soit B = {h : H = D;, — R, h linéaire, H sous espace vectoriel de E etG C
H,h\G = ¢g et h(z) < p(z), Yo € H}, on muni B de la relation d’ordre
définie par : hy < hy < Dy, < Dy, et hy prolonge hy. Alors,

(a) B# @ car ¢p € B

(b) B est inductif f car si () est une partie totalement ordonnée de B, on
pose : Hy, = Upeg D), et hy () = h(z) sih € Q et x € Dy,

Comme () est totalement ordonnée, H,, est un sous espace vectoriel de
E'; de plus, h,, : H,, — R est bien définie et est une forme linéaire sur H,,,
visiblement, h,, est un majorant de (). Soit alors, ¢ un élément maximal de
B.

Il reste a voir que D = D,, est égal a E tout entier. Supposons que non :
D # E. On peut alors choisir un oy ¢ D. On va chercher o € R de sorte que,
si 'on pose : H =D + Rux.

U(z + trg) = p(z) +ta, x € D, t € R. Alors ¥ € B. Cet élément ¥
serait un majorant de @, avec W # ¢ (puisque Dy = H contient xg qui n’est
pas dans D = D,,) : cela contredirait la maximalité de ¢. Cette contradiction
montre que D = E et donc le théoreme 2.

Pour obtenir cet «, remarquant que W € B ssi :

o(x) +ta < p(x +tz), Vo DVt e R

Mais, pour avoir cela, il suffit de 'avoir pour t =1 et t = —1
o(x) —a < p(x — xg), et
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o@)+a<plx+z) VreD
En effet, on aura alors :

]
p(r) +ta = tlp(FF) —a] < (—t)p(FE — xo) = p(x + txy), sit <0

etsit=0: ¢(x) <p(z) car p € B.
11 suffit donc de pouvoir choisir « tel que :

sup{p(z) — p(z — mo)} < o < inf {p(y + o) — ¢ (y)}
zeD yeD
Ce qui est possible car :

() +o(y) = p(r+y) <plx+y) <plz—x1) +ply + 71),

pour tout x,y € D.
Le théoréme 2 est donc prouvé.

2i¢me cas (cas complexe)

D’aprés la proposition 2.2.1 toute forme linéaire v s’écrite sous la forme :
v(x) = p(r) —iu(iz) ot u= Rev:Egr — R. (2.4)

Appliquons alors le théoréme 2.2.1 & Ex pour obtenir i : Fg — R prolongeant
Reypy et telle que |p(z)| < p(z), pour tout x € E. La forme linéaire complexe
v associée prolonge alors g, grace a la formule 4.3.1. De plus, si 6§ =60, € R
est tel que |v(x)| = e *%y(z), on a :

[o(@)] = e o(x) = vle ) = u(e a),

car v(e~®z) € R, et donc :

[v(@)] = ule™z) < ple™x) = p(x).

2.2.2 Quelques conséquences de la forme analytique du
théoréme de Hahn-Banach
Nous allons donner une série de conséquences du théoréme de Hahn-

Banach, toutes trés importantes. Dans ce qui suit, £ sera désormais un espace
normeé.
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Théoréme 2.2.3. Toute forme linéaire continue sur un sous-espace G de E
se prolonge en une forme linéaire continue sur E entier avec la méme norme.

Preuve. Soit g9 € G* et C = ||po|lg+ - 1l suffit d’appliquer le théoréme de
Hahn-Banach avec la semi-norme p(z) = C||z||g.

Théoréme 2.2.4. Pour tout x € E non nul, il existe p € E* telle que
loll =1 et p(z) = |||

Preuve. Il suffit de prendre la norme pour p, G = Kz et po(Ax) = M|z,
donc [l = [l¢oll = 1.

Corollaire 2.2.1. Pour A C E, on pose :
At ={pc B* < p,x >=0,Vr € A}.
Alors A+ = E* si et seulement si A= {0}.
Corollaire 2.2.2. Pour tout e.v.n E, le dual E* sépare les points de E.

Preuve. Si x1 # x9, alors © = x1 — x5 # 0, il existe alors ¢ € E* telle que
o(x) = ||z]| # 0, donc @(x1) # @(2).

Corollaire 2.2.3. On a :

[zl = sup |p(z)]
lell g <1

C’est une conséquence immédiate du théoreme 2.2.2. Notons que la borne
supérieure est atteinte. C’est a comparer avec l’égalité :

5 = sup |p(z)] (2.5)

[l=]I<1

]

Qui est une définition, et dans la quelle la borne supérieure n’est pas atteinte
en général.

Remarque 2.2.1. Le sup dans (2.5) est atteint si E est un Banach réflexif.
Un théoréme affirme que si le sup dans (2.5) est atteint (E Banach) alors,
E est réflexif.

Corollaire 2.2.4. L’application canonique © : £ — E** T —> T
(@) = p(z),Yo € E*, est une isométrie. Cette application i est donc en
particulier injective. Par contre, elle n’est pas surjective en général; nous
verrons un peu plus loin (quand elle est ).
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Preuve.

~ déf Coro(2.2.3)
2] =

Exx = SUD|y||pe<1 ()]

]]-

Théoréme 2.2.5. Si F' est un sous-espace vectoriel fermé de E et x ¢ F, il
existe p € E* telle que p(x) =1 et p(x) =0,Vz € F (c-a-d F C ker).

Preuve. Prenons G = F + Kz et définissons une forme linéaire

vo : G — K par go(x + A\xg) = A, pour tout x € F et A € K, on a
¢(x) = 0 pour tout x € F. Comme F est fermé, on a § = dis(zg, F) > 0;
donc :

1. 1
lo(z + Azo)| = |A] = Sdzst()\:po,F) < 5||/\a:0 + z|| == p(x),

de sort que I'on peut prolonger ¢y en ¢ € E*.

Corollaire 2.2.5. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors xo € F si et
seulement st pour toute ¢ € E*, on a :

o(z) =0,Vo € F = ¢(zy) =0,
En particulier, F' est dense dans E si et seulement si, pour toute p € E* :

o) =0sur FF'= p=0.

2.2.3 Formes géométriques

Il est y a plusieurs énoncés géométriques, avec différentes hypothéses.
Bien que certains aient des versions "complexes” (pour les e.v complexes).
C’est essentiellement un théoréme "réel”. Il permet de séparer des convexes
(compacts, fermés, ouverts,...) disjoints par des hyperplans affines fermés.
Commengons par quelques préliminaires sur les hyperplans. Dans toute la
suite F désigne un e.v.normeé .

Définition 2.2.2. Un hyperplan (affine) est un ensemble de la forme :
H={z€E, f(z) =al},

Ou f est une forme linéaire (pas nécessairement continue) sur E, non iden-
tiquement nulle et o € R.
On dit que H est un hyperplan d’équation [f = a.
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Proposition 2.2.2. L’hyperplan d’équation [f = «] est fermé si et seulement
f est continue.

Preuve. Il est clair que si f est continue alors, H est fermé. Réciproquement,
supposons que H est fermé. Le complémentaire CH de H est ouvert et non
vide.

(Puisque f # 0). Soit x € C'H et supposons (pour fixer les idées) que
f(zo) < a.Soit r > 0 tel que B(zg,r) C CH ou

B(xg,r)={z € E: ||z — x| <7}

f(x) <a Vxe B(xg,r) (2.6)

En effet supposons que xy € B(xo,7) : f(z1) > a. Le segment

{zy = (1 —t)xo+txo;t € [0,1]} est contenu dans B(xg,r) et donc f(x;) #
0Vt € [0,1]; par ailleurs f(z;) = a pour t = %, ce qui absurde avec
(2.6) et (2.6) est démontré.

Il résulte de (2.6) que f(zo+17z) < aVz e B(0,1).
Par conséquent [ est continue et || f]| < (o — f(w)).

Définition 2.2.3. Soient A C E et B C E. On dit que ’hyperplan H
d’équation [F' = | sépare A et B au sous large si l'on a :

flz)<a VzeA e f(x)>a VreB.

On ait que H sépare A et B au sens strict s’il existe ¢ > 0 tel que
flz)<a—e¢ Ve A et f(x)>a+e VreB.

Géométriqguement la séparation exprime que A et B se situent, de part et
d’autre de H.

Théoréme 2.2.6. (Premicre forme géométrique) Soient A C E et B C E
deux ensemble convexes, non vides et disjoints. On suppose que A est ouvert.
Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large.

La démonstration du ce théoréeme est basée sur les deux lemmes suivants.
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Lemme 2.2.2. (Jauge d’un conveze)
Soit C C E un convexe ouvert avec 0 € C'. Pour tout x € E on pose :

p(z) =inf{a > 0;a 'z € C}.
On dit que p est la jauge de C. Alors p est une sous-norme
p(z+y) <plz) +ply), Vr,ye EpAr) < Ap(z)Vr e E, VA>0] (2.7)
et vérifie : il existe M > 0 tel que :
0<p(z) < M|z|Vr e E (2.8)
C={rxeFE:px) <1} (2.9)

Preuve. Soit r > 0 tel que B(0,7) C C'; il est claire que : p(z) < 1||z||,Va €
E, d’ou ( 8). | En effet Vo € FE : H‘ L =7 = II?H € B(0,r) C C, soit
al= mdoncVr e B p(z) <a= - HxH]

Supposons d’abord que z € C'; Comme C' est ouvert, (14 ¢)x € C' pour
e > 0 assez petit. Donc p(z) < = < 1, inversement si p(z) < 1 il existe

0 <a<1tel que a” :EEC’etdoncx—a(oz 2) + (1 — a)0 € C d’ou d’on
(2.9).
Soient x,y € E et soit € > 0. D’aprés d’ott (2.8) et d’out (2.9) on sait que

s € Cet b= € C. Donc 5 )+€ + (% )ﬁ)r‘z € C'Vt € [0,1]. En porticulier
pour t = m on obtient m € C. On en déduit grace a (2.3)
et (2.9) que :

p(x+y) <plx)+ply) +2 Ve>0.
D’ou (2.7).

Lemme 2.2.3. Soit C' € E un conveze non vide et soit xo € E avec xo ¢ C.
Alors il existe f € E' tel que f(x) < f(xo) Vx € C. En particulier ’hyperplan
d’équation [f = f(xg)] sépare {xo} et C' au sens large.

Preuve. Par translation on peut toujours supposer que 0 € C' et introduire
la jauge de C. (lemme 2.2.2) noté p. On considére G = Rz, et la forme
linéaire g définie sur G par :

g(tzg) =t, teR.
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Il est clair que g(z) < p(x) Vo € G | prendre z = tzg et distinguer les cas
t <0ett>0]. Grace au théoréme de Hahn-Banach, f analytique, il existe
une forme linéaire f sur F, qui prolonge g, et telle que :

f(z) <plx) z€kE.

En particulier f(xg) = g(xg) = 1, et f est continue grace a (2.8). D’autre
part on déduit de (2.9) que :

flz) <1 VzeC.

Preuve.(du théoréme 2.2.6)

On pose C'= A — B de sorte que C est convexe (A et B convexes), C' au
y est (noter que C' = Uyep(A—1y)) et 0 ¢ C car AN B = @. D’aprés lemme
précédent il existe f € E’ tel que :

f(2) <0 Vzed,

c-a-d
flx) < fly) Vxe A VyeB.

On fixe o € R avec :

et donc 'hyperplan d’équation [f = a] sépare aux sens large A et B.

Théoréme 2.2.7. (Deuziéme forme géométrique). Soit A C E et B C E
deuzx ensembles convexes, non vides, disjoints. On suppose que A est fermé
et que B est compact. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B
au sens strict.

Preuve.

Pour € > 0, on pose A. = A+ B(0,¢) et B. = B + B(0,¢) de sorte que
A, et B. sont convexes, ouverts, et non vides. De plus pour ¢ assez petit A,
et B, sont disjoints. Car A est fermé et B compact tels que AN B = &, alors
d(A,B) =r >0, dou [(A+ B(0,7/3)) N (B + B(0,r/3)) = 2].

D’aprés le théoréme 2.2.6, il existe un hyperplan fermé d’équation [f = o]
qui sépare A, et B. au sens large. On a donc :

flzx+ez)<a< fly+ez) Vee A, VYyeB, VzeB(0,1).
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Il en résulte que :
f@)+elfl <a<fly)—clfl, VeeA Vyeb.

On conclut que A et B séparés au sens strict par '’hyperplan [f = «| car

LFII 7 0.

Corollaire 2.2.6. Soit F C E un s.e.v de E tel que F # E. Alors il existe
une forme linéaire 0 # f € E* telle que

(f,x) =0 VzekF. (2.10)

Preuve. Soit 7y € £, xg ¢ F. On applique le théoréme précédent, avec
A = F et B = {x}, il existe donc F' € E*, I' # 0 tel que 'hyperplan
d’équation [f = a] sépare au sens strict F' et {zp}. On a

< firx><a<< fixg> VxekF.

D’ou il résulte que < f,x >=0 Vz € F, puisque A < f,x >< « pour tout
AeR.

Remarque 2.2.2. On applique souvent ce corollaire pour montrer qu’un
sous-espace vectoriel F C E est dense. On considére une forme linéaire est
continue [ sur E telle que f = 0 sur F' et on prouve que F est identiquement
nulle sur E.

2.3 Espace dual d’un espace normé

2.3.1 Espaces duaux de quelques espaces importants
Le dual de I’espace Cy(X)

Théoréme 2.3.1. Soit X un espace localement compact. Pour toute forme
linéaire ¢ de Co(X) réelle (resp complexe), il existe une unique mesure réelle
(resp compleze) p sur (X, B.(X)), réguliere (c.a.d. une mesure de Radon),
telle que :

(1)6(f) = [¢ fdu.¥f € Co(X). De plus
(2) llol = mul.
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En d’autre termes, si Mp(X) est l'ensemble de mesure de Radon sur X :
[Co(X)]" est isométrique a Mp(X).
La preuve est basée sur le théoreme de représentation de Riesz suivant

Théoréme 2.3.2. (Théoréme de représentation de Riesz pour C.(dp)) Soit
X un espace séparé localement compact et soit A une forme linéaire positive
sur Co(X) (espace des fonctions continues a support compact) Il existe une
o—algebre M sur X, laquelle contient tous les boréliens de X et il existe une
unique mesure positive jn sur M qui représente A en ce sens que

(a)A(f) = [x fdp,Vf € Co(X).

En outre cette mesure possede les propriétés supplémentaires
(b) W(K) < oo pour tout compact K C X.
(¢) Pour tout E € M, on a
p(E) =inf p(V) : E C V;V ouvert,
(d) La relation
w(E) =sup p(K): K C E; K compact

a lieu pour tout E ouvert et pour tout E € M tel que u(FE) < oo.
(e) SiEe M, ACEFE et u(E) =0, alors A € M.

Pour la démonstration qui est un peu longue voir [9].

Preuve.(Preuve du Théoréme 2.3.1) En effet il est clair que toute p € M(X)
définit une forme linéaire continue ¢, sur Cy(X) en posant

bulf) = /X Fdu Y € Co(X), et que [|gy]| = [lmul.

On notera que la régularité ne sert que pour assurer I'unicité. On peut mon-
trer que si X est métrisable et dénombrable & I'infini , alors toute mesure de
Borel est réguliere. Dans ce cas, [Co(X)]* est isomorphe a M(X). C'est en
particulier le cas siX = K est un compact métrique, et si X = R"( ou plus
généralement si X est un ouvert de R".
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[label=arabic*.Unicité. soit y© € M(X) telle que :

/ fdp = 0,9 € Cy(X) = 0.
X

soit p1 = h.|u| la décomposition polaire de p. Comme |h| = 1|u| — p.p.,
onah € L>®(|u|) € L'(Ju|). Par densité de C.(X) dans L'(|u|) ,il
existe f, € C.(X) telles que :

/ |h — fold|pt] =m0 0.
X

Mais, comme [, f,dp =0, on a, puisque |h| = 1;

() = / hPdly) = / Thd| = / dy
X X X
=/ |E—fn\du=/ |E—fn\hdm|s/ o= fuldll:
X X X

on a donc |u|(X) =0, donc p = 0.

proof Existence. Soit ¢ € [Co(X)]*. On peut supposer ||¢| = 1.
On admet le lemme suivant pout l'instant. Pour toute forme linéaire
constinue ¢ € [Co(X)|*, il existe une forme linéaire positive A €
[C.(X)]* (réelle ou complexe) telle que :

[o(N] < ASD) < Ml flloos Y € Ce(X).

Le théoréme de Riesz donne une mesure de Borel positive v, on a :

v(X) =sup{A(f); feC(X) et 0< f<1}
< sup{|| flloo; f € Ce(X) et 0 < f <1} <1,

la mesure v est bornée; elle set donc réguliére, d’aprés le théoréme de
représentation de Riesz.
D’autre part, le lemme 2.3.1 :

6(F)] < Adlf]) = /X Fldy = 1|, Vf € Co(X):

donc ¢ est une forme linéaire sur C.(X), continue pour la norme L*(v).
Par densité de C.(X) dans L'(v) elle s’étend en une forme linéaire
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continue gE sur L'(v) tout entier, avec la mémme norme. On peut
donc trouver g € L®(v) , avec ||g|loo = ||¢]| = 1; telle que :

() = [ fadv.¥r € '),
be
Par restriction a Co(X)(C L'(v) car v est bornée), on obtient :

o(f) = /X Fadv, Vf € Co(X). (2.11)

Cela prouve la premiére partie du théoréme avec pu = g.v.
De plus, puisque ||¢]| =1, (2.11) donne :

1= 6]l = sup{lé(f); £ € ColX), |l <1} <1< /X lgldv.

Comme v(X) < let|g] <1, ona [,|g|ldv <v(X)<1, et I'inégalite
précédente entraine [, |g|dv = 1. Alors :

il = 1(X)] = /X dyi = /X d(|gl.) = /X gldv =1= |4

Ce qui achéve la peuve du théoréme.
(Preuve du lemme

A(f+g) = A(f) +Ag),Vf g € CI(X).

Fixons pour cela f, g € CH(X).

e Pour tout € > 0 il existe hy, hy € C.(X) telles que |hy| < f, |ha| < g et

A(f) < lo(h) + € Ag) < |p(ha) + e

Soit ay, asC, tels que |ay| = |az| =1 et

Alors

io(hy) = lo(hy)l, 7=1,2.

A(f) +Alg) < |p(h1)| + |p(h2)| + 2€ = ¢(1h1 +2 ha) + 2¢
S A(‘lhl +2 hQ‘)+2€§A(|h1|+|h2’)+2€
< A(f+g)+2¢
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d'ot A(f) + Alg) < A(f +9).

e Soit V = {z; f(z) + g(z) > 0}.
Pour tout h € C.(X) telle que |h| < f + g, posons :

_ f@he) , g@h)
m) = e Y = Ty el
hi(z) = ho(z) =0, siz & V.

,six eV

Les fonctions hq, he sont alors continues sur X. C’est clair en tout point de
l'ouvert V. Pour zg notinV, on a h;(z) = 0. La continuité de h et 'inégalité
|hj(x)| < |h(x)|,Vz € X, entrainent la continuité de h; en ;. Cette inégalité
entraine aussi que supp(h;) C supp(h); donc h; € C.(X).

maintenant, puisque hy + hy = h et |hy| < f,|ho] < g;ona:

0(h)| = [@(h1) + ¢(h2)| < [d(h1)] + [¢(ha)| < A(f) + Alg).

Prenant la borne supérieure pour toutes les h possibles, on obtient :
A(f+9) < Af) +Alg).

2) pour f € C.(X) réelle, on a :

£* = 5011+ ) € Cox)
F- =5~ ) € ),

et on pose :
A(f) = A7) = A(F7).

Pour F' complexe, on pose A(f) = A(Ref) +iA(Imf).
On vérifie sans difficulté que Lambda est bien une forme linéaire (réelle ou
complexe, selon les cas) positive sur C.(X), et cela acheve la preuve du Lemme
2.3.1.

Le dual d’espace des suites
Notations

[Alph*.
AP = {ZE = (xlf" vxn) € R": ||$||gp - (Zz?il|$i|p)1/p 1 < p < OO}’ s1

p =00 — ||7]|eo = sup;{(x;) i = 1,00}
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-Cy = Cp(N) ={s.e.des suites — 0}C ¢,

-Cp(N) ={le s.e.des suites de scalaires bornées en module}.

-C.={le s-e C Cj formé des suites dont tous les éléments sont nuls sauf
un nombre fini}.

Théoréme 2.3.3. L’espace dual topologique de l’ensemble des suites conver-
gentes (C) est isomorphe a (*.i.e. Pour chaque f € (C)*, il existe un a =
(aq,...,..) € £ uniquement déterminé tel que pour x = (£1,&,,...) € C,lim, o0 &, =
&, on ait :

1. f(z) = apo + D pey -
2. IF1F = llelly = D202 el

Preuve.
(a) Soit a € ¢*. Alors nous avons d’aprés (1) :

@) < Neelloo- D lewl,
k=0

Ce qui entraine que f € C*, et |[f||* < ||a|l;. Pour montrer I’égalité de la
derniére inégalité, considérons :

Tp = (Bl,BQ, ...,Bn,Bo,Bo, ) S Oo.

0  Siay=0,
By = { =k siay # 0. (2.12)

lag]?

Nous avons |f(zn)] = | D1 lar] + 2oy arBo| < || fII*. et puisque a € ¢*,
nous obtenons in passant a la limite Y o Jag| < || f|*.

(b) Nous montrons maintenant 'existence d’un élément unique a € (%,
pour un f € (Cp)* donné qui satisfait (1). Considérons I'ensemble d’éléments
{en;n € N}, et e = (1,1,1,...), qui est un sous-ensemble de C. Alors chaque
x admet la présentation :

$:50€+Z(fn—fo)€n /l': (617"'75?17"') :Zfzez (213)
n=1 i=1

Ot la somme converge en norme ||. ||oc-
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Posons maintenant :
a= f(e)et a, = f(e,), n €N, (2.14)

par la linéarité de f et de (2.13); nous obtenons :

f@) =&a+ > [& — lan. (2.15)
n=1

Il nous faut montrer que >~ | |a,| < co. En effet, pour x,, = (B, B, ..., B, 0,0, ...)
les By étant définis dans (2.12), nous avons :

n

f(z,) = Z lag| < ||fIIF < 400 pour tout n € N.
k=1

Posons maintenant ag = o — Y~ | @y, €t (2.15) devient :

f(x) = Z .-
=0

(c) Il nous reste a montrer I'unicité de la représentation. Supposons que nous
avons pour tout x € Cj :

fl@) =) ol =) Bi&.
k=0 k=0

Alors nous avons pour x, = e,,n € N f(z,) = a, = By, et le théoréme est
établir.

Le dual de ’espace L?
Théoréme 2.3.4. (Théoréme de représentation de Riesz pour LP(du))

Soit (X, M) un espace mesuré et i une mesure o-finie et positive. Alors
on a pour 1 < p < 400, Uespace (LP(du)* isomorphe a Li(du) : % + é =1,

c-a-d, il existe pour chaque ¢ € (LP(du))* une fonction g € LI(du) qui est
uniquement déterminée p-p.p telle que pour tout f € LP(du), on a :

o(f) = /ngdm (2.16)

et
= |9/l za- (2.17)
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Preuve. (a) Si g € LI(du), alors ¢(f) = [, f-gdp est une forme lincaire et
continue. ([o(f)] < [[fllzollgllze et [lell = (gl a-

(b) Montrons maintenant 'unicité. S’il existe deux fonctions g¢i,¢> €
L9(dp) qui satisfont le théoréme, nous avons a = ¢(f — f) = [ f(g1 — g2)dp
pour tout f € LP. Particuliérement, nous ’avons pour f = x4, A € M, u(A) <
~+00, donc g1 = go p-p-p-

(c) Il nous reste a montrer l'existence de g et I'égalité (2.16). Si p(f) =0,
nous prenons g = 0, et le théoréme est satisfait.

Soit donc ||¢]« > 0.

¢1) Nous considérons d’abord le cas ot p est une mesure positive et finie
1.2u(X) < 400. Soit donc A € M, alors x4 € LP(du) pour tout p € [1, 00].
Nous définissons une mesure A sur M par :

AA) =p(xa); AeM X2)=0.

Si Ay et Ay € M, et A; N Ay = &, alors M(A; U Ay) = M(Ay) + A(Ag) et A
est donc additive. De plus si {A;;7 € N} € M, ou les A; sont disjoints, nous
posons X,, = NI, A,. et nous avons :

Ixwa; = xx, llp = (U AD)P — 0 sin — +oo.

Parce que ¢ est continue, nous obtenons que A(X,) — A(A4), ou A =
UnenAn, ce qui montre que A est o-additive. Si {A;;7 € N} C M est une
partition de X, nous avons :

S IAA)] = 3 lela)

Ce qui montre que la variation totale de A est finie et que A est une mesure
complexe. Soit A € M, tel que u(A) = 0. Alors, nous avons :

A < (IFI(u(A)) 7 = 0,

< [lell (X)) P < oo,

Donc A est absolument continue par rapport & p. D’apres le théoreme de
Radon-Nikodyme, il existe une fonction g € L'(du) telle que :

f(xa) / gdp = / Xag dp,  pour tout A € M. (2.18)
A X

En utilisant la linéarité de f, la relation (2.18) est satisfaite pour les fonc-
tions simples, parce que chaque fonction p € L™ (du) peut étre uniformément
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approchée par une suite {¢,;n € N} de fonction simples, la formule (2.18)
est aussi vraie pour L*>(du). Puisque les fonctions simples {¢,, n € N}
convergent aussi en (L?, ||.||,) vers ¢ on a f(p,) — f(p).

Nous montrons maintenant que g € L9(du) et que (2.17) est vrai.

Si g satisfait (2.16), I'inégalité de Holder nous donne :

LA™ < llgllzo-

Pour p = 1, nous avons pour tout A € M :

£ = | / g dp| < LI (A).

Ce qui entraine que |g(¢)| < ||f||* p-p-p, et donc ||f||* = ||g||cc- En effet,
soit A = ¢g7'(|z — a| < p), I'image réciproque d'un disque qui est dans
C\{|z| < |If]I*}- Il nous faut montrer que p(A) = 0. Si non, nous avons :

: 1
=< e [adu—al == [ g=a) i

< —— | |lg—aldu<p<lal—| [l
M(A)/A| r ol — 11

ce qui est impossible.
Sil<p<+oosoit A, ={t; |g(t)| < n}. Posons :

0 si g(t)=0
o(t) = S g(t)|gl**xa, (t); si g(t) #0

Alors nous avons ¢ € L*®(du) et donc ¢ € LP(du). De plus
lp(t) [P = |g(t)| VP = |g(t)|9, pour tout ¢ € A,.

La relation (2.18) nous donne :

flo) = / g dyt = / 1917 d < £ lelly = 171 / 1917 dyn)”,

donc nous avons :

/ 9%, dit < IIfII"
X
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Parce que g € L'(dp), Upend, = X\N, avec u(N) = ¢, ce qui entraine
d’aprés le théoréme de la convergence monotone de Lebesgue que :

lgllg < LA™ et done|lglly = [1/]I"-

Parce que L*>(du) est dense dans LP(du), 1 < p < +oco par rapport a la
norme LP, et parce que la relation (2.18) est satisfaite pour L*>(du), nous
avons, en utilisant la continuité de f.

f(p) = / ¢g dp pour tout € LP(dp),

et le théoréme est montré pour le cas p(r) < +00. (i est finie).

¢2) Supposons maintenant que p est o-finie. Alors il existe des A; € M, i €
N qui sont disjoints et tels que X = U;enA4; et pu(A;) < 400, pour tout i € N.
Notons que : ||oxa,ll, < |l¢llp- Alors il existe des fonctions g; sur A; telles

que [, |g:|" dp < +oo et f(oxa,) = [, ©gi dp pour tout € LP(dp); i € N.
Posons :

gi(t) pour te€ A
hl(t) =<0 pour t & X\Al ;1€ N.

Evidement h; € L?(dy) et nous avons :
floxa,) = / ph; dp,
be

Alors :

floxa) = [ (X hdu B, = UL A,
X =1
et donc : .
1Y " hilly < IFI7, neN.
i=1

En appliquant le lemme de Fatou, nous obtenons donc :

lglly < IA1* - donelgllq = I FII*-

De plus la continuité de f nous donne

£(9) = [ o9 du.pous wout 1 € Lr(dp).
X

et le théoréme est démontré.
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Le dual de I’espace ?

Corollaire 2.3.1. L’espace dual topologique de (P 1 < p < 400 est iso-
morphe a lespace (1 ou 1/p+1/q = 1.

1®r*méthode : d’apres le théoréme précédent : en effet 1 = > ken Ok est
o-finie positive.

2iémeméthode :

e p = 1 voir un exercice du TD.

e 1 < p < oo woir la proposition suivante

Proposition 2.3.1. Soient p,q €]1,+o0 tels que 1/p+1/q = 1.
1* Soit (x) = (Tn)n>0 € P. Lapplication :

Te - (]l — K

+o0
Yy = (yn>n20 — Tz(y) - Zl’nyn
n=0

est une forme linéaire continue sur {9, de norme égale a ||x||,.
2% Soit :
(1) — (e 11D
x— T,

Alors T est un isomorphisme isométrique de ¢ sur le dual topologique de (9.

Preuve.
1* Par I'inégalité de Holder, pour tout N € N, on a :

N N N
1S gl < (O a2 [l
n=0 n=0 n=0
On fait tendre N — 400. on obtient :
> Jaallyal < lllpllylly,
n=0

donc T, est bien définie. Et on a

T ()] < N[z llpllyll,
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Il est clair que 7T est linéaire, donc T} est continue et on a ||| < ||z||,.

Montrons que [|T,| = ||z]|,- On peut supposer x # 0. Pour tout n > 0, il
existe 6, € [0,27[ tels que x, = |z,]e?. Pour tout n, soit y, = e~ |$H7;||I|'fiq’
alors on a |lyll, = 1 et Tu(y) = ||z|lp, dou || T;|| > ||z|/,, par conséquent

1Tl = NIl

2*- L’application T est isométrique et linéaire. Il reste & montrer que T’
est surjective. Soit f € (¢9)* et pour tout n > 0; soit x,, = f(e,). Pour tout
n >0, il existe 6, € [0,27] tel que z,, = |z,|e?". Pour tout N > 0, soit :

N
Xy = Z |In|p_16_i9"6n = (|x0|p_le_"9°7 e |xN|p_le_i9N, 0,..,0) € 7.
n=0

Alors on a :

N
Y lwal” = FXN) < IFIIXN g
n=0

et
N N
IXnllg = O laa| @MY= (3 faa 7)1,
n=0 n=0

On en déduit que pour tout N >0, on a :

N

D leal?) 7 < 111l

n=0

On fait tendre N — 400, on trouve que :
Tr = (l’n)nzo - €p7

et que l'on a :
[zl < WAL,

onal, =f.

2.3.2 Espace bidual d’un espace normé réflexifs

Définition 2.3.1. Soit (E,||.||) un K-espace normé. Le dual topologique de
l’espace de Banach E* s’appelle le bidual topologique de E et se note E**.
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Proposition 2.3.2. Soit (E,||.||) un espace normé. Alors on a :
1- Pour tout x € E, application :
J(z) :E* — K
fr— f(=)
est linéaire continue. (J(x) € E**).
2- L’application :
J:E — E™
x+— J(z)

est linéaire et isométrique, appelée l’application canonique de E dans son
bidual E**. Ainsi, on identifie E a un s.e. normé de E**.

Preuve. 1/ 1l est clair que J(z) est linéaire. Pour tout f € E* on a :

(@) (N = 1F @) < £l

Donc J(z) est continue et on a ||J(z)|| < ||z
2/ Pour tous z,y € F et A € K, et pour tout f € E* on a :

J(x+ ) (f) = e+ y) = flz) + M (y)
= J(@)(f) + M) (f) = (J(2) + AT () (f)-

D’oti on a :
J(x 4+ My) = J(x) + A (y).
Ainsi, J est une application linéaire. Soit x € E tel que x # 0 par le théoréme

2.2.4 conséquences du Théoreme Hahn-Banach; Il existe f € E* tel que
Ifll =1et f(x) =|x|. Alors on a :

[zl = [f (@) = [T@) (N < T @A = 11T @) < ],
d’ott on a ||J(z)|| = ||z||. Donc J est isométrique.

Remarque 2.3.1. (Autre construction du complété d’un espace normé).

Soient (E, ||.]|) un espace normé, et E** son bidual topologique, on vient
de voir que Uapplication J : E — E** est linéaire isométrique. Ainsi on
identifie (E,||.||) & son image J(E) qui est s.e.v de E** (Banach,). Posons E =
J(E) Uadhérence de J(E) dans E**, alors E est de Banach. Donc (E, |.|)
est un s.e.v dense dans E. On obtient ainsi une destription du complété de
[’espace normé E.
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Définition 2.3.2. Un espace de Banach E est dit réflexif si application
canonique J : E — E**  :x+—— J(x) est bijective.

Exemple 2.3.1. 1- Les espaces normés de dimension finies sont réflexifs.
2- Pour tout p €]1,00[: (P, LP sont réflexifs.
3-Tout espace de Hilbert est réflexif.

Corollaire 2.3.2. Soit (E,|.||) un espace de Banach réflexifs. Alors pour
tout f € E*, il existe un x € E tel que : ||z|| =1 et || f|| = |f(z)].

2.3.3 Convergence dans ’espace X*

Dans ce paragraphe, nous étudions trois genres de convergence des suite
de formes (d’opérateurs) linéaires et deux types de convergence des suites
dans un espace normé.

Rappel 2.3.1. (Topologie faible-x)

Définition 2.3.3. On appelle topologie faible-x, ou topologie weak-star, sur
X* la topologie la moins fine rendant continues toutes les formes linéaire
1ssues de X* :

r: X" —K

o — T(p) = p(x), VYrelX.

On la note o(X*, X), ou plus simplement w*. On dit aussi que c’est la
topologie pré-faible sur X*.

On a donc trois topologies sur X* .
-La topologie de sa norme, ||.|

X*.
-La topologie faible o(X*, X**) = w.
-La topologie faible-x w* = o(X*, X). ona X DX.

D’apres la définition, w* est moins fine que la topologie faible w (qui est
elle méme est moins fine que la topologie de la norme).
Comme pour la topologie faible, on a :

Définition 2.3.4. Une base de voisinage de vy € X* est donnée par :
Waran(p) = {p € X* : [o(2;) = po(z;)] <&, 1 <j <n} pour

e>0n>lz;e X:j=1n.
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Proposition 2.3.3. (C’est une topologie d’espace vectoriel topologique loca-
lement convexe et séparé

Proposition 2.3.4. Une suite (f,) C X* converge vers f pour la topologie
faible-x ssi
folz) — f(z) VYx € X, et on écrit :

fo = f ou f, g(&)X) f, ouw*—limf, = f.

La topologie faible-x coincide avec la topologie faible ssi les formes li-
néaires T, pour x € X, composent l’ensemble des formes linéaires continues
(en norme au pour la topologie faible) sur X*, en d’autre terme ssi X est

réflexif.

Proposition 2.3.5. Dans le cas particulier des fonctionnelles (formes) li-
néaires

X'(X*) := L(X,K), nous avons :

a) x, L} x', st limp_eol|z), — 2’| = 0.

b) xl = 2’ silim,_ 0ot (x) = 2'(x), Vo € X (Cette convergence s’ap-
pelle la convergence faible-x et notée par w*). Alors
R S ey

c) xl, ==, si2"(x)) — 2"(2), Va" € X**, le bidual de X.

Si X est réflezif i.e X ~ X** on a2/, — v & 1!, —> 1.

Projets
1-Topologies faible et faible-*.
2-Relation entre les différents types de convergences.
3-Théoréme de Radon-Nikodym et ses applications.
4-Applications.

Série 2 Théoréme de Hahn-Banach et espace dual

EX 01 Soient E, F' deux espaces normés. M un s.e.v de F.

1- Soit T': M — F une application linéaire continue telle que dim(Tx) <
+00. Monter qu’il existe S € L(F, F) prolonge T telle que S(E) = T(M).
2- On suppose que M est un s.e.v fermé de E tel que 'espace E/M soit de
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dimension finie.

a- Monter que M admet un supplémentaire topologique.

b- Soit T" une application : M — F' continue. En déduire qu’il existe une
application linéaire continue : S : E — F prolonge T

EX 02 1/ Soit E un espace normé. A une partie de F et f: A — K une
fonction. Monter qu’il existe une forme ¢ continue 7' € E* telle que T'/4 = f
et | T|| < ¢ si et seulement si :

D Nif(@) el D Nl Vn>1,Vr € A, €K i=Tn  (219)

i=1 =1

2/ Etant donné une famille (2;);c; C E et une famille (a;);c; € K, on déduire
qu’il existe T' € E* telle que Tx; = a; Vi € [ et ||T]| < ¢ ssi

1> Nl <D |

ieJ ieJ

pour toute partie finie J C I et \; € K.

EX 03 Soient (£, ||.||) un R e.v.n et A, B deux sous-ensembles convexes
disjoints non vides de F.
1/Montrer que si A et B sont ouverts, il peuvent-étre séparés strictement par
un hyperplan affine fermé.
/2 On suppose que A # @. Monter que A et B peuvent étre séparés largement
par un hyperplan affine fermé. [on admet que : A convexe — A convexe et
A=A

EX 04 Soit ¢ un convexe compact de R", é # @&. Monter que ¢ est
homéomorphe a la boule unité B de R™. [ on peut supposer ¢ est un voisinage
de 0, et considérer Iapplication f : R" — R™ définie par, f(0) = 0 et
flz) = Jc(x)ﬁ, siz # 0, ou J. la jauge de c. vérifier sa continuité et monter
qu’elle induit un homéomorphe de ¢ sur B|.

EX 05 1/ Soit z = (x,), € . Soit T, : ((},|l.]) — K : T,(y) =
> om0 Tnln-
Montrer que T, € (£*)* de norme égale & ||z]|o. 2/ Soit T : (€, ||.||c) —
()", 1) : 2 — T,
Monter que T est isomorphisme de £°° sur (£1)*. [c.a.d (£1)* =~ £>].

EX 06 1/ Soit (x,) € ¢!, soit Papplication Tz : (£, ].]|o) — K:y —
Tx(y) =D 050 Tnln-
Montrer que Tz est une f./. continue sur £> de norme égale a ||z|;.
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2/ On note Tz la restriction de Tz & fy, et considérons l'application

suivante :
T: () — @, L) - 2 — Tz

Montrer que T' est un isomorphisme isométrique de (¢') sur le dual topolo-
gique de (Co, ||.[|oo) (i.e &' = Cf). 3/ Montrer I'existence d’un élément non
nul f € (*°)* tel que f/Cy est nulle. En déduire que f ne provient pas d’une
élément de £1, et que £* n’est pas réflexif.

EX 07 1/ Montrer qu'il n’existe aucun (f.¢.c) T € L(¢?, (') surjective. 2/
Montrer qu’il n’existe pas d’application bijective de L(Cy, £*).

EX 08 Soit £ un espace localement convexe séparé de dimension infinie.
Montrer que E* est de dimension infinie [considerer un espace F' C E de
dimension n et utiliser le Th de Hahn-Banach].

EX 09Soient T} : i = 1.n,T des formes linéaires sur un espace vectoriel
telles que Tix = Tox = --- = T,x = 0 implique que Tz = 0, alors T" est une
combinaison linéaire des formes T} : i = 1.n.
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Chapitre 3

Opérateurs non-bornés et adjoints

3.1 Définitions et proriétés générales

Définition 3.1.1. Soient F et F' deux espaces de Banach. On appelle opé-
rateur linéaire non-borné de E dans F' toute application linéaire :

T :D(T) C E — F définie sur un sous-espace vectoriel D(T) C E, a
valeurs dans F, D(T) est le domaine de T.

On dit que T est borné s’il existe une constante C' > 0 telle que :

[Tx|| < Clll, V2 € D(T).

Définition 3.1.2. Le graphe I'(T) de l'opérateur T est le sous-ensemble de
E x F défini par :
I(T) ={(z,Tx); xB8D(T).

Remarque 3.1.1. En pratique, la plupart des opérateurs non-bornés que [’on
rencontrera sont fermés (fermables) et a domaine dense dans E.

Définition 3.1.3. On dit qu’un opérateur Ty est une extension d’un opéra-
teur T si : I'(T) C I'(11). On écrit alors T C Tj.

Définition 3.1.4. Un opérateur T est fermable s’il posséde une extension
fermée. Si c’est le cas, il posséde une plus petite extensz'ogfermée (au sens
de linclusion des graphes) appeléefermuture de t et nptée T .

Remarque 3.1.2. [l peut se produire que la fermuture de I'(T) ne soit pas le
graphe d’un opérateur linéaire, et dans ce cas T n’est fermable. ona en effet
le résultat sutvant :

59
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Proposition 3.1.1. T est fermable si et seulement si I'(T) est le graphe

d’un opérateur linéaire, et on a alors I'(T") = I'(T).

Preuve. ['(T) étant un espace vectoriel , c’est le graphe d’une application

linéaire si et seulement si : (0,v) € I'(T) = ¢ = 0.
Si I'(T) est un graphe , soit R 'opérateur de domaine D(R) = {¢, I, (¢, ) €
I'(T)}, et défini par R(¢) = ¢ (¢ € D(R) étant donné, il existe exactement

un ¥ tel que (¢,v) € I'(T).

Le graphe de Popérateur R est clairement I'(T) et (R, D(R)) est donc une
extension fermée de T'. Si S est une extension fermée de 7', alors I'(S) est
unfermé contenant I'(T), donc aussi I'(T). Il résulte que R =T.

Si T est fermable, soit S une extension fermée. Puisque I'(T)) C I'(5), la

caractérisation prouvée au début de la démonstration montre que I'(T') est
un graphe.

3.2 Relation d’orthogonalité

Notations 3.2.1. Soit X un espace de Banach. St M C X est un s.e.v on
pose :
M*={feX*":<fx>=0 Vaxec M},

est orthogonal de M est un s.e.v fermé de X*. Si N C X* est un sous
espace.v on pose :

Nt={zeX:<fax>=0 VfecN}
est l'orthogonale de N est un s.e.v de X.
Proposition 3.2.1. Soit M C X un s.e.v. Alors on a :
(M*)*" =M.
Soit N C X* un s.e.v. Alors on a :
N c (Nh)*

Preuve. 1l est clair que M C (M*)* et comme (M*)+ est fermé, on a
M C (M*)* inversement montrons que (M*+)+ C M.
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Raisonnons par I'absurde et supposons qu'il existe zy € (M4)L tel que
xog ¢ M. On sépare alors {zo} et M au sens strict par un hyperplan fermé.
Donc il existe f € X* et a € R tels que :

< fix><a<< fixg> VreM. (3.1)

Comme M est un s.e.v, il en résulte que < f,z >= 0 Vz € M. Donc
f € M* et par suite < f, 20 >= 0 ce qui contredit (3.1), donc M = (M~+)*.
Il est clair que N C (N+)*.

Remarque 3.2.1. Dans le cas général N # (N1Y)*, mais si X est réflexif
(NH)t =N.

Supposons X est réflexif mais N # (N*)* c-a-d fy € (N2)* et fo ¢ N.
Alors 3 hyperplan fermé dans X** sépare {fy} et N auz sens strict. Donc
Jp € X* et a € R tels que :

p(f) <a<e(fo),VfeN (3.2)

Onap(f)=0 VfEN=3mg€ X =X":0(f)=<fa0>=0 VfEN
(= xo eN' c Nt et o € Nt = o(fy) =< fo, 20 >=0)
= fo €N,
contradiction avec (3.2), donc N = (N+)*.

Proposition 3.2.2. Soient G et L deux s.e.fermés de X, on a :
(1) GNL = (G*++ LY)*.
(2) (GN L) > (G++ LY.
(3) (GENLY)=(G+L)*.
(4) (GtN LYYt = (G+ L).

Théoréme 3.2.1. Soient G et L deux s.e.fermés de X. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(a) G+ L est fermé dans X.

(b) G+ + L+ est fermé dans X*.

(¢c) G+ L= (G-NLH)*L.

(d) G+ + Lt = (GNL)*.

Pour la démonstration voir H.Brézis.
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3.3 Opérateurs adjoints sur les espaces de Ba-
nach

3.3.1 Adjoints des opérateurs linéaires non-bornés

Définition 3.3.1. Deux opérateurs (S, D(S5)) et (T, D(T)) sont dits adjoints
st :
Y(u,v) € D(S) x D(T), (Su,v) = (u, Tv).

sans conditions suplémentaires sur l'opérateur T', celui-ci posséde en général
plusieurs adjoints. St par contre le domaine de T est dense, il existe pour T’
un unique adjoint mazimal (au sens que c’est une extension de tout autre
adjont), qui est défini de la fagon suivante :

Définition 3.3.2. (L’adjoint A*) Soit A : D(A) C E — F un opé-
rateur non-borné a domaine dense. On va définir un opérateur non-borné
A*: D(A*) C E* — E* comme suit : on pose :

D(A*) ={v € F*;3c¢ > 0 tel que | <v, Az > | < c||z|| Vo € D(A)}.

D(A*) est s.e.v de F*. On va définir A*v pour v € D(A*). Etant donné
v € D(A*) et considére g : D(A) — R définie par : g(x) =< v, Az >, x €
D(A), on alg(z)| < c|lz|| Vx € D(A).

Grace auw Th de Hahn-Banach (forme analytique) il existe f € E* prolonge
g et |f(x)] < clz] Vo € E.

Par suite f € E*. Ce prolongement est unique car f est continue sur E
et D(A) = E. On pose :

A*v = f [Vx € D(A),Yv € D(A"), A*(v)z = v(Ax)].

Il est clair que A* est linéaire. L’opérateur A* : D(A*) C F* — E* est
appelé 'adjoint de A.
On a par conséquent la relation fondamentale suivante qui lié A et A* :

<v,Ax >pp=< A"v,x >p-p Vx € D(A), Yv € D(A"). (3.3)

Si T est a domaine dense, son adjoint 7™ est bien défini, mais son domaine
n’est pas forcément dense (il peut méme étre réduit a 0) voir Ex 2 TD).

Proposition 3.3.1. Soit A : D(A) C E — F un opérateur non-borné a
domaine dense. Alors A* est fermé. i.e G(A*) est fermé dans F* x E*.
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Preuve. Soit v,, € D(A*) tel que v, — v dans F* et A*v,, — f dans E*.
Il s’agit de prouver que :

veE DAY et A'v=f

Or on a :
< Upy, Ax >=< A'vy,x > Vo € D(A).

D’ou & la limite il vient :
<v, Az >=< f,x > Vaz e D(A).
Par conséquent v € D(A*) et A*v = f.

Remarque 3.3.1. Les graphes de A et A* sont liés par une relation d’or-
thogonalité tres simple. J(G(A*)) = G(A)* ou J est définie comme suit :

JiF*x E*— E*x F*: J([v, f]) = [~ f.v].

En effet : on a

v, fl € G(A") & < fyu>=<wv,Au > Yu € D(A)
& — < fiu>pp+ <v,Ar >p.p=0Vu € D(A),
& [—f,x] € G(A)™*.

Si T* est aussi & domaine dense, on peut définir 7** = (T*)* on a alors la
proposition.

Proposition 3.3.2. T est fermable si et seulement si T est a domaine
dense, et dans ce cas on a l'identité :

Preuve. Suppossons D(T*) non dense. Il existe alors v # 0, v € D(T*)*.
Il en résulte que (—v,0) € I'(T*)*, et donc que (0,v)J(T*)*. D’apres la re-
marque 3.3.1 I'(T') n’est pas un graphe d’application linéaire, et ¢ est non
fermable d’aprés la proposition 3.1.1.

Supposons réciproquement que D(T*) soit dense. Alors (T%)* existe , et

d’aprés la remarque 3.3.1
D) = J(I(r*)*: = 1(T),

I'(T) est donc un graphe, celui de T**, d’ouil résulte que T" est fermable, et

que T'=T**.
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Proposition 3.3.3. Si T est fermable ¢ domaine dense, (T)* = T*.

Preuve. On a :(T)* = (T*)* =T* = T*.

Il est commode d’introduire I'espace X = E'x F' de sorte que X* = E*xX F™*
et de considérer les sous espaces G = G(A), L = E x {0} dans X.

On peut écrire R(A) N(A),R(A*) et N(A*) en termes de G et L.

(') N(A) x {0} =GN L.

(2) Ex R(A) =G+ L.

(3) {0} x N(A*) =G+ n Lt

(4) R(A*) x F* = G+ + L*.

Corollaire 3.3.1. Soit A: D(A) C E — F un opérateur non-borné, fermé,
avec D(A) = E Alors on a :

(i) N(A) = R(A*)*L.

(ii) N(A*) = R(A)*.

(iii) N(A)* D R(A*).

(iv) N(A*)t = R(A).

Preuve. (i) d’apres (4') et grace a (4) de la proposition 3.2.2; on a :

R(AHt x {0} =(G+*+LHr=GNnL (3.4)
= N(A) x {0} (grace a (1)) (3.5)

(11) d’apres (2') et grace a (2) de la proposition 3.2.2 on a :

{0} x R(A)* =(G+L)* 3
= {0} x N(A*) (grace a (3")). (3.7)

(731) On utilise (7) et appliquer la proposition 3.2.1.
(1v) on utilise (i7) et appliquer la proposition 3.2.1.

3.3.2 Opérateurs a image fermée, opérateurs surjectifs

Théoréme 3.3.1. Soit A: D(A) C E — F un opérateur non-borné, fermé,
avec D(A) = E.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) R(A) est fermé.

(ii) R(A*) est fermé.

(iii) R(A) = N(A*)*.

(iv) R(A*) = N(A)*.
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Preuve. (i) < G + L est fermé dans X (2).

(i1) & G+ + L* est fermé dans X* (4').

(iii) & G+ L= (GEN LY ((2) et (3)).

(iv) & (GNL)* = (G+ + L+) = G+ + L+ grace a la proposition 3.2.2 et
(1) - (1)

On conclut grace a la proposition 3.2.1

Remarque 3.3.2. Soit A: D(A) C E — F opérateur non-borné, fermé,
Alors R(A) est fermé ssi 3¢ > 0 : dist(x, N(A)) < ¢||Az||,Vx € D(A).

Théoréme 3.3.2. Soient E, F' deux Banach et soit A: D(A) C E — F un
opérateur non-borné, fermé, avec m = FE. Les propriétés sutvantes sont
équivalentes :

(a) A est surjectif i.e. R(A) = F.

(b) 1l existe une constante ¢ > 0 telle que : ||z|| < c||A*v]| Vv € D(A*).

(¢c) N(A*) = {0} et R(A*) est fermé.

Preuve.

(a) < (c) C’est une conséquence directe du corollaire 3.3.1 et théoréme
3.3.1.

(b) < (c¢) Soit w,, une suite de Cauchy : (w,) C R(A*) = 3(v,) € D(A¥)
de Cauchy w, = A*v,. car [jv, — vg| < cllw, — wgl|, comme F* est un
Banach = (v,) — v et on a:

< A, >=<v,, Az > V€ D(A),Vv, € D(A")

or
< A, >=<v,, Az > V€ D(A)
et
de > 0] < vy, Az > | < ¢||z||, Vx € D(A), Vv, € D(AY).
Puisque
|A* v, — A*0|| = = SUp|, <1 | < A*vp — A'v, x> | (3.8)
= SUp||y<1 | < vn — v, Az > [,Va € D(A), (3.9)
< cllon — vl sup [|Az| Vu € IBAD)
llz)<1
< cl[on = wll[| Al (3.11)

donc v, — v = A*v,, — Av = R(A*) est fermé.
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(¢) = (b) : Commeona: {0} x N(A*) = LtNG* et R(A*)x F* = L1 +G+
(fermé dans un Banach).

alors, Vz € L+ + G+ décompose de maniére unique : 2 = 2, + 25 : 21 €
LJ‘7 29 € GL.

Soit v € D(A*), alors z = [A*v,0] = 21 + 22 avec z; = [A*v —v] €
G+, 2, =10,v] € {0} x F* = L* donc les projections :m; : L+ +G+ — G+
et my: Lt + Gt — Lt sont continues

= Jc: ||z

pr < cf2llpier = A g,

ce qui preuve (c¢) = (b).

Théoréme 3.3.3. Soient E, F deur Banach et soit A: D(A) C E — F
(deux Banach) un opérateur, fermé avec : D(A) = F, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(a) A* est surjectif i.e. R(A*) = E*.

(b) il existe une constante c telle que || X|| < c||Az| Vz € D(A).

(¢) N(A) = {0} et R(A) est fermé.

Remarque 3.3.3. Si l'on suppose que dimE < 400 ou bien dimF < +oo
alors, on a les équivalentes :

A surjectif < A* injectif.

A* surjectif < A injectif.

En effet R(A) et R(A*) sont alors de dimension finie est donc fermés.

Dans le cas général on a seulement les implications :

A surjectif = A* injectif.

A* surjectif = A injectif.

3.3.3 Caractérisation de opérateurs bornés

Définition 3.3.3. (Simple) Soient E, F' deuz espaces norméset T € L(E, F).
L’application :
F*— FE*
fr—=foTl
est appelée la transposée ou ’adjoint de T et on la note T ou T*.

Exemple 3.3.1. Soit E un espace normé, H un s.ev. de E eti1: H — E
Uingection canonique. Alors i* : E* — H* est lapplication de restriction.
Autrement dit, pour tout f € E*, on ai*(f) = fiu.
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Remarque 3.3.4. Soient (E, ||.||) un espace normé et J : E — E**’application
canonique. Aors Uapplication adjoint J* : E** — E* est surjective.

En effet, notons d’abord que pour tout A € E***, on a J*(A) = Ao J.

Soit g € E*, alors go J™' : J(E) — K est une forme linéaire continue
sur j(E). Par le Th de Hahn-Banach 2.2.3, il existe A € E*** qui prolonge
goJ . DouonaJ(N)=AoJ=g.

Notations 3.3.1. Soient (E, ||.||) un espace normé pour tout x € E et tout
g € E*, on note :

(z,9) = g(x).

L’application

ExEF"—K
(z,9) = (z,9)

est clairement bilinéaire et continue car on a |(z, g)| < ||g||||z|-
soient F, F' deux espaces normés et 7' € L(FE, F'), alors pour tout x € E et
tout f € F*, on a :

(T'(x), f) = (&, T"(f))-

Remarque 3.3.5. Soient (E,||.||), (F,|.|"), deuz espaces norméset T €
L(E, F).soit G un s.e.v.de Ftel que T(FE) C G. Soit S € I(E,Q) tel que
pour tout x € E, on ait S(x) = T(x). Alors on a Im(S*)Im(T*). En effet,
soient f € G* et f € F* tels que ﬁG = f. pour tout x € E, on a S*(f)(z) =

foS(z)= f(x). Donc on a S*(f) = T*(f), d’ow Im(S*) = Im(T*).

Théoréme 3.3.4. Soient E,F et A: D(A) C E — F un opérateur non-
borné, fermé, avec D(A) = E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) D(A) = E.
ii) A est borné.
iii) D(A*) = F™.
iv) A* est borné.

Dans ces conditions on a : ||Al|Le,r) = ||A"|| L B -

Preuve. (i) = (i7) Appliquer le théoréme du graphe fermé (F, F' Banach).
(17) = (iti) : D(A*) ={v e F*:3c>0]| <v, Az > | < c||z|| Vx € E}.
Vv € F*, A borné = | < v, Az > | < ||v||p+||Az||g < c||z|| = D(A*) = F*.
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(7i1) = (iv) Comme D(A*) = F* = G(A*) := le graphe de A* est fermé,
appliquer le théoréme du graphe fermé = A* est borné.

(tv) = (i) Montrons d’abord que D(A*) est fermé. Soit v, € D(A*) :
Un =5 v, 0n a :

|A* (v, — vm)|| < ¢llvn — o] ( E* complet) = 3f € E* A*v, — f :
(A* fermé) = f = A*v. donc v € D(A*) < D(A*) est fermé.

Dans 'espace X = E x F on considére G = G(A) et L = {0} x F de
sorte que : G+ L = D(A) X F et G+ + L+ = E* x D(A*) fermé = G + L
fermé; = D(A) fermé. Comme D(A) = E = D(A) = E.

Montrons ||A||L(E,F) = ||A*||L(F*,E*)?

Ve € E,Vv € F* ona<wv, Ar >=< A*v,x > . Donc :

[Az|| = sup [{v, Az)| = sup | < A",z > | < [|A™[[|[z]],

loll<1 vll<1

et

|A*0|| = sup | < A*v,x > | = sup | < v, Az > | < ||A]|||v]].
[l]| <1 [l=|| <1

Par conséquent :

[Al = sup [[Az]| < [[A"]| et [A%][ = sup [[A™]| < [[A]l = [[A]l = [|A"[]

[lzf|<1 [l=]|<1

Corollaire 3.3.2. L’application ¢ : L(E, F) — L(F*, E*) : T —— T est
une isométrie.

Remarque 3.3.6. Soient E, F' deux espaces normés et T € L(E, F). Alors
pour tout x € E, on a T**(Jg(z) = Jp(T(z)).

Théoréme 3.3.5. Soit E, F deux espaces et T € L(E,F). Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(1) T(E) est fermé dans F.

(2) T*(F*) est fermé dans E*.

3.4 Opérateurs adjoints sur un Hilbert

Définition 3.4.1. Soient E, F deux espaces de Hilbert, et T € L(E, F).
1- T est dit unitaire st Uon a : T*0oT = Idg et TolT™ = Idp.
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2-T est dit normal si l'on a : T*0T = ToT™.

3- T est dit auto-adjoint si l'on a : T = T* (Symétrique si K = R,
hermitien si K = C).

4-T est dit positif s’il est auto-adjoint et siVr € E on a < Tx,x >€ R,.

Exemple 3.4.1. Soient I un ensemble non vide et X\ = (\;)ier € £°(1).
Pour tout € (x;)icr € (2(I), on pose Th(x) = (N\ix;)ier. Alors Ty € L(¢*(1))
et on a les propriétés suivantes :

1- < Tha,y >=< o, T}y >=< 2,2y >= (L) =T5: X = (\N) et
T3] = I Alloc-

2- VX, B € L>*(I),Va,b € K on a Tyxypp = a4+ b1z (T linéaire) et
T\oTp = Ts0Ty . Donc T\oTy = TyoT)y i.e T\ est un opérateur normal.

3-0nTh= (TS A=\a )\ =\Vie )\ ER.

4- T est positif &< Thx,x >>0& (A\)>0ieViel X\ >0.

5- Ty est unitaire < T5oT\ = Idg et Tholy = Idg < M=1s |\ =
1Viel.

Proposition 3.4.1. Soit (E,< . >) un espace pré-hilbertienne et (e;)icr
une famille orthonormale de E. On suppose que (E, < .>) est un espace de
Hilbert, est on a B = {e; i € I}+ = {0} alors B est base hilbertienne de H.

Proposition 3.4.2. Soit E,F deux espaces de Hilbert, et T € L(E, F'). Alors,
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i)- T est unitaire.

(i1)- T est surjective et pour tout v,y € H, on a :< Tz, Ty >=< x,y >.

(11i)- Pour toute base hilbertienne (e;);cr de E, (T'(e;))ier est une base
hilbertienne de F'.

(iv)- Il existe une base hilbertienne (e;);c;r de E telle que (T'(e;); est une
base hilbertienne de F.

(v)- T est surjective et pour tout x € H, on a | Tx| = ||z

(vi)- T est surjective et on a T*oT = Id.

Preuve. (i) = (i1) : Si T est unitaire on a : T*0T = Idg et ToT™ = Id ssi
T(T*(F)) = 1dp(F) = F implique Vy € F =2 € E (x € E* : x = T*y or
E*=F): Tx =y, donc T est surjective et T*0T = Idg implique Vz,y € E
on a< Tz, Ty >=<T*oTz,y >=<z,y >.

(17) = (i11) : est triviale it < T est une bijection.

(1ii) = (iv) B ={e;, i € I} une base E telle que T'(B) = {T'(e;), i € I}
une base de F. Soit B' = {e},, k € I' D I} une famille orthonormée dans £
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alors T'(B') = {T'(e},), k € I'} est une une famille orthonormée dans F'. Soit
x € (Bt alors (z,ef) =0Vk el': o=, ,aue; et 0 # €} = > ) aniey,

donc (2',e;) =0,Vi e I: 2’ =) ., a;0pe; implique 2’ == 0 qui implique

a0ty = 0Vi € I et k € I’ implique que o; = 0Vi € I qui signifie (B')* =
{0}. donc, d’aprés la proposition 3.4.1 B’ est une base de E. Par le méme
argument ; on obtient que T'(B’) est une base de F.

(iv) = (v) B ={e;, i € I} une base E = T(B) = {T(e;), i € I} une
base de F' = F* (T est une bijection) (iv) implique T*(7'(e;)) est une base
E* = F; alors d’aprés égalité de Parseval on a :

ITz|> =) | <Ta,T(e) > P =) | <a,TT(e) > * = .
iel il

(W)= (vi): ||Tz|?* =<Tz, Tz >=< T*Tx,x >:7¥|lr,x > Ve e B =
T*0T = ldg.

(vi) = (1) : Puisque T*0oT = Idg = T est injectif. Comme T est surjective
= T est une bijection. D’aprés le Th de 'application ouverte, il existe 71 €
L(F,E) : T7'oT = Idg et ToT™' = Idp. On a aussi T*0oT = Idg = T* =
T~!, par conséquent, on a :

T*0T = Idp et ToT* = Idp i.e. T est unitaire.

Proposition 3.4.3. Soient (H,< .,. >) un espace de Hilbert et T € L(H).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes (ssi).

(i) Pour tout (z,y) € H* on a : < Tx, Ty >=< T*z, T*y >.

(ii) Pour tout x € H, on a : ||Tz| = ||T*z||.

(i1i) L’opérateur T est normal.

Preuve. (i) < (iii) T est normal ssi T*0T = ToT™*

T 0T =Tol" & <T*oTx,y >=<Tzx,Ty >=
=<Tol"z,y >=< Tz, Ty > .

(i1) < (ii1) Pour tout (z,y) € H?, on pose f(x,y) =< ToT*z,y > et
g(x,y) =< T*oTx,y >. Alors f et g sont hermitiennes sur H. De plus on a
flz,z) =< ToT*x,x >= ||T*z|| > 0 et g(z,z) =< T*oTx,x >= ||Tz| > 0.

L’opérateur T est normal ssi f = g.

D’autre part d’aprés 'identité de polarisation f = g ssi f(z,x) = g(x, z).
Par conséquent, T" est normal < pour tout x € H on a ||Tz| = ||T*z| i.e.
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Proposition 3.4.4. Soit (H,< .,.>) un espace de Hilbert et T € L(H) un
opérateur normal. Alors on a les propriétés suivantes :
1- T(H) est dense dans H si et selement si (ssi) T est injective.
2-T(H) est dense dans H ssi T*(H) est dense dans H.
3- T est bijectif ssi il existe une constante ¢ > 0 telle que :

]l < el|T=]], Vo € H

Preuve.

1) Puisque T est normal, il résulte de la proposition précédente que 'on
a kerT = kerT*, on déduit d’apres (kerT* = R(T)*, kerT = R(T*)*) que
T(H) est dense dans H ssi T est injective.

2) résulte de kertT* = R(T)* et kerT* = kerT.

3) résulte de la proposition 3.3.3 et de 1.

Corollaire 3.4.1. Soit (H,< .,>) un espace de Hilbert et T € L(H) un
opérateur normal, les propriétés sutvantes sont équivalentes :

i) T n'est pas bijectif.

ii) On a inf{||Tx|;x € H et ||| =1} =0.

iii) Il existe une suite (x,)n>0 dans H telle que pour tout n > 0, on ait
|lznl] = 1 et telle que limy—oo||Txy|| = 0.

Preuve.
Soit ¢ = inf{||Tx|;x € H et ||x|| = 1}. Alors Vo € H, on a ||z|| < ¢||[Tz|.
On déduit de la proposition précédente que T n’est bijectif ssi ¢ = 0 donc
i1) < 1ii) est triviale.

Proposition 3.4.5. Soient (H,< .,.>) une espace de Hilbert et T € L(H).
Pour tout x,y € H, on pose f(x,y) =< Tz,y >.

1- S0 T =T*, alors pour tout x € H, on a < Tx,x >€ R.

2- On aT =T% ssi f est une forme hermitienne.

3- Si K =R, alors T* =T ssi f est une forme bilinéaire symétrique.

4-S1 K =C, alors T* =T ssi pour tout x € H, on a < Tx,x >€ R.

5- On suppose que T = T*. Alors T(H) est dense dans H ssi f est non
dégénérée.
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Preuve. 1- Supposons que l'on a 7' = T, alors pour tout x € H, on a
<Tx,x >=<2,Te >=< Tx,x >, dou < Tz, x >€ R.
2- Notons d’abord que f est une forme sesquilinéaire continue sur H.
Supposons d’abord T'= T*. Alors Vx,y € H,on a: f(z,y) =< Tz,y ><
x,Ty >=<Ty,x > = f(y,x), donc f est hermitienne.
Réciproquement, supposons f est hermitienne. Alors pour tout z,y € H,
on a :

<Tzx,y >= (f(z,y) = fly,x) =< Ty,x > =< x,Ty >=<T"z,y >,
d’oti on a :
<(T—-T")x,y >=0Vx,y € H. Par conséquent ona: T =T".

4- est une conséquence de 1 et 2 et f est une forme hermitienne ssi f est
une forme sesquilinéaire, et pour tout x € H, on a f(x,z) € R.

* = est triviale.

% <= Soit V(z,y) = f(z,y)— f(y,x). Alors ¥ est une forme sesquilinéaire,
et Vo W(z,x) = 0 par I'identité de polarisation ¥ = 0 est donc Vx,y € H |
on f(z,y) = f(y,x).

Par conséquent, f est une forme hermitienne .

5- Supposons que T = T*. Alors T(A) est dense dans H ssi f est non
dégénérée.

=7

Supposons T'= T*. Alors on a kerT = R(T*)* = R(T)*, donc R(T) est
dense dans H ssi R(T)* = {0}. Supposons que R(T') est dense dans H. Soit
x € H tel que pour tout y € H, on ait f(x,y) = 0. Alors pour tout y € H,
ona < Tz,y>=0,donc Tax =0, dou z € kerT = R(T)*. Donc on a x = 0
par conséquent f est non dégénérée.

<7

Réciproquement, supposons que f est non dégénérée soit x € R(T)*.
Alors pour tout y € H, on a < Tx,y >=< z,Ty >= 0, d’ou f(x,y) = 0.
Donc on a x = 0 par conséquent R(T)* = {0}. i.e. R(T) est dense dans H.

Proposition 3.4.6. Soit (H,< .,. >) un espace de Hilbert. Pour tout opéra-
teur auto-adjoint T' € L(H), on a ||T| = sup{| < Tz,x > |,z € H, ||z|| = 1}.
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Preuve. Rappellons que pour tout x € H, on a

< >
ol = sup Y= gup <y > |
vz |l lyll<1
=sup | <z,y>|=sup | <x,y>|
llyll<1 llyl=1

Donc on a :
|T|| = sup || Tz|| = sup | sup < T,y > |
=<1 llzll=1lyll=1
= sup |<az,Ty>|
l=ll=llyl|=1
Soit o = sup{|Tz,z > |;x € H, ||z|| = 1}, alors on a a < ||T||.
Pour tout z,y € H, il existe § € R tel que < Tx,y >= | < Tz,y > |, d’'ott
<Te Py y>=|<Trx,y>|€cR, avec |e 2| = ||z|, par conséquent, on
a:
IT|| = sup{Re(< Tx,y >)|;x,y € H |[z]| = [lyl| = 1}

Puisque T = T™, on vérifie facilement que pour tout =,y € H, on a :

Re(<Tz,y >)=1/4<T(x+y),o+y>—<T(x—y),z—y>)

d’ou
|Re(< T,y >) < aflz +yl* + allz — y[* = 2a(]lz]* + [ly]]*).
On a donc
|[Re(< T,y >)| < af2(||z]* + [lylI*) don [ T]] < a,
et par conséquent ||T]| = a.

Proposition 3.4.7. Soient (H,< .,. >) un C-e.de Hilbert et S,T € L(H).
1/ Si pour tout v € H, on a < Tx,x >=0 alors T = 0.
2/ Si pour tout x € H, on a < Sx,x >=<Tx,x >, alors S="T.

Preuve. 1) Vo,y € Hona < T(z+y),x +y >=<Tz,x > + < T,y >
+<Ty,xz>+<Ty,y>=0,

alors < Tx,y > + < Ty,z >= 0(1). En remplagant y par iy on obtient
—1 < Tx,y > +1 < Ty,xr >= 0 en multipliant par ¢, on obtient < Tz, y >
— < Ty, >=0(2), en sommant < Tx,y >=0Vy € H =T =10

2) <Srrx>=<Tr,xz>=><(T-8)z,z>=0=85=T.
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Projets
1-Espace de Hilbert.
2-Opérateurs m-dissipatifs.
3-Applications.

Série N°3 Opérateurs non-bornés et adjoints

EX 01 Soient E, F' deux espaces de Banach et T': E — F un opérateur
linéaire non-borné avec D(T') = E.
1/- Montrer que si N(T*) = R(T)* et N(T) C R(T*)* : T* adjoint de T
2/On suppose que T est fermé, montrer que N(T) = R(T*)*. (On abor-
dera directement ces questions sans chercher a reproduire la démonster-
tion du cours. Pour la question 2 on poura raisoner par ’absurde, consi-
dérer x € R(T*)* tel que [z,0] ¢ G(T) graphe de T et appliquer Hahn-
Banach).

EX 02 Soit f une foctionbmesurable bornée sur R, 1y un élément nonnul
de L?(R), et T l'opérateur défini sur L*(R) par :

D(T) = {u e I* / | (@)u()|dz < oo}

Vu € D(T), Tu = (u, f)ug, ou onnote(u, f) /f(:v)u(x)dx

Prouver que si f € L*(R), T est continuet calculer son adjoint.
Si f n’est pas de carré intégrable, prouver que T est a domaine dense et
calculer son adjoint.

EX 03Soit E un espace de Banach et T': E — E’ un opérateur linéaire
non-borné avec D(T') = E.
1/ On suppose qu’il existe une constante C' telle que

(Tx,z) > —C||Tz||?, Yz € D(T). (3.12)
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Montrer que N(T') C N(T%).
2/ Invesement on suppose que N(T') C N(T*). Montrer que si T et R(T)
sont fermés, alors il existe ¢ > 0 telle que l'on ait (4.3.2).

EX 04Soit £ un espace de Banach de dimension infinie. On fixe un
élément 0 # a € E, ainsi q’une forme linéaire et f : £ — R non continue.
On considére 'opérateur TE — E défini par

Tx =z — f(x)a, Vo € E.

1/Déterminer N(T') et R(T).
2/G(T) est-il fermeé?
3/ Déterminer T* (préciser avecsoin D(T™).
4/Déterminer N(T™) et R(T™).
5/Comparer N(T) et R(T*)* ainsi que N(T*) et R(T)*.
6/Confronter les résultats obtenus avec ceux de 'Ex 1.
EX 05s0it £ = ¢!, de sorte que E' = (. On considére l'opérateur
T :D(T) C E — FE non-borné défini par :

D(T) = {u = (u,) € £*; (nu,) € * etTu = (nu,)

1/Vérifier que D(T') = E et que T est fermé.
2/ Déterminer D(T™), T* et D(T*).

EX 06Soit f une fonction mesurable bornée sur R, 0 # ug € L*(R), et
T un opérateur défini sur L*(R) par :

D(T)={ue LQ,/|f(a:)u(x)\dx < oo}; Yu € D(T), Tu = (u, f)u,

ot on note (u, f) = [ f(x)u(x)dz.
1/Prouver que si f € L*(R), T est continu, et calculer son adjoint.
2/Si f ¢ L*(R), T, prouver que T est & domaine dense et calculer son adjoint.

EX 07 :1/Soit F' une fonction réelle définie sur un espace mesuré (X, du),
mesurable et finie p.p. Prouver que l'opérateur T défini dans L?(X, du) par :

D(T) = {u € L*(X,dp); Fu € L*}; Yu € D(T), Tu = Fu,

est outo-adjoint.(utiliser la suite des fonctions Y, indicatrice de 1’ensemble
{|F| < n} et le théoréme de convergence monotone). 2/soit A le lapla-
cien de R™. prouver que —A est auto-adjoint sur le domaine D = {u €
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L*(X,du); Au € L*}.(Au calculé au sens des distrubutions).
Utiliser la trnsformation de Fourier et la question 1.

EX 08Soit F, F' deux espaces de Banach et T': E — F une application
linéaire continue.

1/a- Montrer que si T(E) est dense dans F' alors 7% (I’adjoint de T) est
injective.

b- Réciproquement, montrer que si T est injective, alors T'(E) est dense
dans F'.

- Utiliser une conséquence du théoréme de Hahn-Banach.
- Supposer que T'(E) n’est pas dense et utiliser le théoréme de Hahn-

Banach (directement).

2/ Donner un exemple dans lequel T* est injective, mais T n’est pas
surjective.

(Prendre par exemple : E = L? F = L'([0,1]). On E = (', et F = (?).

EX 090n pose que f € L%*([0,1]) (fonction reelle) et = € [0,1] :

(T)() = [ 7(0) di

1/ Montrer que T': f —— T f(z) est une application linéaire continue de
L(L*([0,1])).

2/ Calculer 'adjoint 7™ de T.

EX 10 Soit H un espace de Hilbert. Montrer que si T' € L(H), alors les
propriétés suivantes sont (< ).

i-T" est inversible. i’- T est inversible.

ii- 11 existe une constante ¢ > 0 telle que | Tz| > c||z|| et ||T*z| > c||z|
pour tout x € H.

[Pour montrer 7 = i on montrera que R(T) est a la fois fermé et dense
dans H|.

EX 11 1/ Soit H un espace de Hilbert et T' € L(H). On note T* I’adjoint
de T'. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

i- T*T = Ildy.

ii- (Tx,Ty) = (x,y) pour tout =,y € H.

iii- T" est une isométrie.

2/ Soit S : (2 — (2 Dopérateur définie par : S(z1,x9,...) = (0,21, 22, ...).

a- Montrer que S est une isométrie. b- Calculer B = S*.

3/ Si T est une isométrie de 'espace de Hilbert H a -t-on 77" = Idy 7.

Montrer que T' est une isométrie surjective ssi 1’ est unitaire.



Chapitre 4

Opérateurs compacts et théorie
spectrale

4.1 Définitions et propriétés générales

Définition 4.1.1. Soit E un espace de Banach sur K(= R ou C) et soit
T € L(E) (une application linéaire et continue de E dans lui méme. On se
propose d’étudier l'opérateur

T)\:)\IE—T; A e K

-On dit que X est une valeur réguliére si T est un isomorphisme de E sur
E.

-L’ensemble p(T') des valeurs réguliéres est appelé ’ensemble résolvant de
T.

-L’opérateur R(\; T) = (Mg — T)~! s’appelle la résovante si \ est une va-
leur réguliere.

-Le complémentaire o(T) de p(T) s’appele le spectre de T (i.e. T n’est pas
une bijection).

-Si T\ n'est injectif, ondit que X est une valeur propre. Et -KerT\ = {z €
E; x —Tx =0} #0 : le sous-espace propre associe a la valeur propre \.

Remarque 4.1.1. Lorsque E est de dimension finie, toute valeur spectrale
est une valeur propre.(I € L(E) est injectif ssi T est surjectif). Il n’en
nest rien en dimension infinie ; un opérateur injectif n’est pas nécessairement
surjectif.

7
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Exemple 4.1.1. Soit E un espace de Hilbert séparable de dimension infinie
et soit B{e;;i € N} une base hilbertienne de E. On définit T par :

Ty = Z£i€i+1 Tr = Z&ei ot & = (x,e;). (4.1)
i=0 i=0

T € L(E) est injectif car ||Tz| = ||z||, mais n’est pas surjectif car T(E) = ey
C’est a dire 0 est une valeur spectrale mais n’est pas une valeur propre.

Proposition 4.1.1. Soit E un espace de Banach et T € L(FE), l’ensemble
résolvant p(T') est un ouvert de K et le spectre o(T') est compact; en outre
lorsque ce spectre est non vide, le rayon spectral r(T) de T satisfait :

r(T) := sup | <||T]. (4.2)
Aeo(T)

Preuve. L’application ¢ : A € K — T\ € L(FE) est continue et p(T) est
I'image réciproque par ¢ de l’ensemble ouvert L,.(F) (Corollaire 1.3.2), le
spectre est donc fermé. D’autre part, si|A| > ||T]| , on a T\ = A\(Ig — A7'T)
ou |[A7!T| < 1 et le théoréme 1.3.5 montre que Ty € L,, ce qui prouve (4.2)
et la proposition.

Définition 4.1.2. Soit E, F deux espaces de Banach et T : E — F un
opérateur linéaire. On dit que T est compact si l'tmage par T de la boule
unité Bg de E est relativement compacte dans F.

-K(E, F) désigne l’ensemble des opérateurs compacts de E dans F.

Autre définition équivalente

Définition 4.1.3. De toute suite (z,) de la boule unité B(0,1), on peut
extraire une sous-suite (,,) telle que la suite T(x,,) converge.

Exemple 4.1.2. 1/Montrer que si dim T(E) < 400 (on dit que T est de
rang fini), alors T' est compact.

2/ Montrer que si k € L?([0,1]?), Uopérateur Ty, : L*([0,1]) — L*([0,1])
défini par :

(T f) (x) = / k(e,y) () dy.

est compact. (Utiliser le théoréme d’Ascoli).
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Proposition 4.1.2. 1) L’ensemble K(E, F) des opérateurs compacts T :
E — F est un s.e.v fermé de L(E, F).

2) Soit E, F,G des espaces de Banach, S € L(E,F), T € L(F,G), sil'un
des applications S, T est compactes, l'application ToS est compacte.

3) Soit T € K(E,F), E, s.e fermé de E, et F, s.e fermé de F' contenant
T(E,), alors Uapplication T |g,: E, — F, est compacte.

Preuve.

1) Soit B la boule unité de E, si T : E — F est une application
compacte, T'(B) est relativement compact ce qui prouve que l'opérateur
AT est compact ; pour tout scalaire A |(AT)(B) = AT'(B), est relativement
compact. Si S : E — F est une autre application compacte, I'inclusion
(S+T)(B) c S(B)+T(B) montre (S+T)(B) est relativement compact, ce
qui prouve que VS, T € K(E, F), VA, deux scalaires : .S+ ST est compact
ie K(E,F) est un s.e.vde L(E, F).

Montrons que C(E, F) est fermé. Soit (7},) une suite de IC(E, F) converge
dans L(FE, F'), vers une application 7' € L(E, F).

Ve >0,dng € N Vn>ng |T —T,| <e;

T,,(B) est relativement compact, donc pré-compact : Il existe une partie finie
A C F telle que T,,(B) C UyeaB(y,¢€). Il en résulte que T'(B) C UyeaB(y, 2¢)
ce qui prouve que T'(B) est pré-compact, donc relativement compact (F est
complet).
L’opérateur T est donc compact, ce qui prouve la résultat voulu.

2) Se vérifie aisément.

3) Si B est la boule unité de F, B, = BN E, et la boule unité de E,, on
a alors :

(T |g,)(B,) =T(BNE,) CT(B)NT(E, CT(B)NF,CT(B)NF,.
Or K = T(B) est un compact de F.

Le sous-espace F, étant fermé, K N F, est compact ceci prouve que :
(T |g, (B,) est relativement compact.

Définition 4.1.4. Un opérateur T : EE — F' est dit de rang fini si l'image
T(E) est de dimension finie. Tout opérateur (continu) de rang fini est évide-
ment compact.

Toute limite d’opérateurs de rang fini est donc compacte.
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La réciproque est en général dans les Banach est fausse. Toute fois la
réponse est affirmative dans de nombreux cas ; par exemple si F' est un espace
de Hilbert.

Proposition 4.1.3. (Enflo-1972)
Si F' est un espace de Hilbert, le sous espace des opérateurs de rang fini
est dense dans K(E, F).

Preuve. Soit B la boule unité de F et soit € > 0;si T : E — F est un
opérateur compact, T(B) est pré-compact : il existe une partie finie A C F'
telle que :

T(B) C UyeaB(y,¢).

Soit G = [A] est de dimension finie et soit P la projection orthogonale de
F sur G. L'opérateur PoT : E — F' est de rang fini et pour tout z € B il
existey € Atel que ||[y—Tz| <e,doud(Tz,G) <¢,c-a-d|[|[Te—P(Tz)|| < ¢
et ceci prouve que ||T' — PoT|| < e.

Théoréme 4.1.1. (Riesz) Soit E un e.v.n tel que Bg soit compact. Alors
E est de dimension finie.

Preuve. Raisonnons par I'absurde. Si F est de dimension infinie, il existe
une suite (£,,) de sous-espace de dimension finie tels que F,_; ; E,. Grace
au lemme suivant on peut construire une suite (u,,) avec u,, € E, : |ju,|| =1
et dist (up, Epo1) > 3.

En particulier [|u, — u,|| > 1/2 pour tout m < n. Donc la suite (uy,)
n’admet pas une sous-suite convergente. Ce qui est contraire & I’hypothése
"Br compact".

Lemme 4.1.1. (Riesz) Soit E un e.v.n et soit M C E un s.e fermé tel que
M # E. Alors :
Ve >0,3ue E: ||ul| =1, et dist (u, M) >1—¢.

Preuve.
Soit v € E, avec v ¢ M. Comme M est fermé alors d = dis (v, M) > 0.
On choisit mg € M tel que :  d < |lv —mol| < 7&,

Alors u = ”5:28” répond & la question.
En effet sim € M on a : |ju —m|| = || =tmotlo—molm) > 3 _ ¢

[[o—mol|
Puisque mg + ||[v — mg|lm € M.
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Corollaire 4.1.1. Si T € K(E), si E est de dimension infinie, 0 est une
valeur spectrale.

Remarque 4.1.2. Si E est réflexif, alors Bg est faiblement compacte. Si
T : E — F est continue pour les normes, il est aussi continue pour les
topologies faibles ;

donc T'(Bg) est faiblement compact dans F', et par conséquent faiblement
fermé; Il est a fortiori fermé en norme. Dans ce cas, si'T est compact, alors
T(Bg) est compact dans F.

Toutefois, si l'image de la boule Bg par T peut étre fermé, il n’en va pas
de méme pour [tmage de FE tout entier, sauf cas trés particulier :

Théoréme 4.1.2. Soit E, F des espaces de Banach, et T : E — F un
opérateur compact. Alors l'image (R(T')) = T(E) de E par T est fermée si
et seulement si T est de rang fini.

Preuve. Si T(E) est fermé dans F', C’est un espace de Banach. Le théoréme
de I'application ouverte pour 7' : E — R(T') s’applique : il existe un ouvert
u, de R(T), non vide , tel que u C T'(Bp).

Soit B une boule fermé, de rang> 0, de R(T'), continue dans u on a :

B Cu CT(Bg) CT(Bg), qui est compact. Donc R(T) est de dimension
finie par le théoréme de Riesz.

Théoréme 4.1.3. (de Schauder) Soit E,F des espaces de Banach, et T €
L(E,F), alors T est un opérateur compact si et seulement si, T* est un
opérateur compact.

Preuve. Supposons 7' compact et soit (y/,) une suite de la boule unité dans
Foe gl < 1.

Pour montrer que T*(Bf) est relativement compact, il suffit d’extraire de
T*(y!) une sous-suite convergente.

Prenons : X = T'(Bg); c’est un espace métrique complet. Posons :

fon X — K
Y fuly) = W, Y)re F

Alors F = {f.; n > 1} est borné et est équi-continue car :
[ falloe = supyex [(Wh, ¥) = subsep, [, Te)| < [T, et

| fu(yr) = fu(y2)l = Ky v — y2)| < Nlynll lyr — w2l < llyr — wef| Vo> 1.
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Gréce au théoréme d’Ascoli, on peut extraire de F une sous-suite ( fox)r>1
convergente :

k—+o0
| fk = Flloe =70,
Alors, pour tout = € Bg :
= for(Tx) "255° f(Tx).
Pour tout x € Bg,¢¥(z) = limg— oo (T™Y,, ) existe donc;
Y E — K est linéaire et ¢ |p,= foT.

Comme [[¢)(2)[| = limp—oo | T*Ypr () | < T el 2]l < ([T [l
¥ est continue. Donc ¢ C E*. De plus :

HT*y;zk - ¢”E = sup ‘(T*y:m — 1, $>‘

[l]|<1
= sup |fos(T) = F(T2)] < o= o =30

2/ Si T* est compact, alors, d’aprés 1) T** : E** — F** est compact, c-a-d
T**(Bg) est compact, mais puisque

* =T :T(Bg) C T*(Bg) C T*(BY).

|BCc B

et donc aussi compact. Donc T est compact.

4.2 Analyse spectrale des opérateurs compacts
dans un Banach

Soit E un espace de Banach. On note K(E, E) par K(E).
Le théoréme suivant exprime qu’une "petite" perturbation (par un opé-
rateur compact) de l'identité garde en mémoire certaines de ses propriétés :

Théoréme 4.2.1. (Alternative de Fredholm) Soit T € K(E). Alors :
1/ N(I —T) est de dimension finie.
2/ R(I —T) est fermé et plus précisément R(I —T) = N(I —T*)*.
3/N(I-T)={0} = R(I-T)=E.
4/ dim N(I —T) = dim N(I — T*).
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Preuve. 1/ Soit £y = N(I —T). Alors Bg, C T(Bg) et donc Bg, C T1.(Bg)
et donc Bp, est compact d’apres le théoréme de Riesz E; est de dimension
finie.

2/ Soit f, = u, — Tu, — f. 1l faut montrer que f € R(I — T). Posons
d, = dist(u,, N(I = T)).

I existe v, € Ey tel ||v, — u,| < 2d,. (Lorsque d, = 0, alors u, €
ker(I —T) qui est fermé, et v,, = u,, convient).

On va montrer que (d,),>1 est bornée.

Si ce n’étant pas le cas, en la remplagant au besoin pour une sous-suite,

. n——+oo
on aurait, 0 < d,, — 4o00.
Si 'on pose 2z, = “2=%, on a ||z, || < 1. Donc puisque T est compact, on a
n

, en remplagant on besoin (z,),>; par une sous-suite : 7'z, — z € E. Mais
alors : u,, — Tu, — ug,
on aurait :

Z2n = I —=T)|zp| + T2z,
= %(I — T, + Tz, car v, € N(I =T)
"2EC 0+ z,

car d, — 0 et (I — T)u, — up.

La continuité de T' entrainent 7'z, — 2z, on aurait donc, Tz = z i.e
ze N(I-T).

Mais, comme [|*57% — z[| = [[2,, — z[| — 0.

On aurait, pour n assez grand, ||z, —z|| < 1/2, soit : ||up, —v,—2d,2|| < dp,.

Ce qui contredirait la définition de d,,.

Donc ||v,, —uy,|| est bornée. Alors, comme v,, € N(I—=T),ona (I—T)(u,—
vn) — f.

Comme T est compact, il existe une sous-suite () Tup, —y € FE
Alors :

Par continuité de T : Tu,, — T(f + y). Donc T(f +y) = vy, et par
conséquent :

f=f+y—y=Ff+y-T(f+y)=U-T)(f+y) e RU-T).

3/ Supposons que (I —T)(E) = £y + E (I — T n’est pas surjectif).

Posons, pour n > 1

E,=R((I-T)")=({I-T)"(FE), comme E,.; = (I —T)(E,), on obtient
par récurrence, £y C Ey=FE kE,CE, ,C--- CE CE.
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D’autre part, comme I — T est injectif est F; # F, on a par récurrence

Epii # E,.
Tous les E,, sont fermés par le 2), car

(I-T)" = [—i—ZC’ﬁT’“ =1—v, avec veK(E).
k=1
On peut utiliser le lemme de Riesz : il existe x,, € E, : ||x,]| = 1 tel que
dist(xg, E) > 1/2
Alors, pour n > m, on écrit :

Tay —Txpm =2, — T — [(I = T)(xn — )]

on a :
Tp, S En g Em+1
(I =T)(x,) € Epi1 € By
(I =T € Eps

donc ¥, — (I = T)xn + (I = T)xm € Ep + 1, et par conséquent
|Tx, — Tyl > dist(zpy, Epne) > 1/2

On ne peut donc extraire de (7'x,),>1 de sous-suite convergente. Il résulte
que T(Bg) n'est par relativement compacte. Donc R(I —T) = E

Inversement supposons que R(I—T) = E. Alors N(I-T*) = R(I-T)* =
{0}. Puisque T* € K(F), on peut appliquer ce qui préceéde a T* et conclure
que R(I —T*)=E*,or NI —-T)=R(I —-T*)* = {0}.

4/Soit d = dim N(I —T) et d* = dim (I —T*). On va d’abord montrer
que d* < d.

Supposons que d < d*. Comme N (I —T) est de dimension finie il admet
un supplémentaire topologique dans F'; il existe donc un projecteur continu
P:E — N(I-T).Dautre part R(I —T) = N(I —T*)* est de codimension
d* et par conséquent R(I—T") admet (dans F) un supplémentaire topologique,
noté F, de dimension d*.

Comme d < d*, il existe une application linéaire A : N(I —T) — F
injective et non surjective. Posons S = T + AoP; alors S € K(FE), puisque
AoP est de rang fini.

Montrons que N(I—S) = {0} ; En effet si u—Spu = (u—Tu)—(AoP)(u) =
0, alors

w—Tp=0 et AoPu=020,
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iepe N(I—-T)et Ap=0; donc u=0.

Appliquant 3) a l'opérateur .S on voit que R(I —S) = E. Ceci est absurde
puisqu’il existe f € F,f ¢ R(A); I'équation p — Sp = f n’admet pas de
solution (contradiction). Par conséquent on a prouvé que d* < d. Appliquant
ce résultat & T on voit que

dim N(I — T*) < dim N(I — T*) < dim (I — T).
or N(I —T)C N(I —T*") ce qui permet de conclure d = d*.

Corollaire 4.2.1. SiT € K(E), alors :
-Soit léquation x — Tz = 0 a une infinité de solutions.
-Soit pour tout y € E, ’équation x — T'x = y a une solution unique.

Théoréme 4.2.2. (F.Riesz 1918) Soit E un espace de Banach de dimen-
sion infinie, et T' € K(E). Alors :

1-0eoT.

2- Toute valeur spectrale X non nulle de T' est une valeur propre de T :

o(T) = {0} Uop(T’), et le sous-espace propre E) = ker(A —T') associe
a une valeur propre non nulle A est de dimension finie.

3- o(T) est dénombrable, et s’il est infini, on peut indexer les éléments de
a(T)\{0} en une suite (A\,)n>1 tendant vers 0.

Preuve. 1- On a 0 € o(T) car T n’est pas inversible, s’il I’était,

I = T7'0T serait compact, et Bg = I(Bp) serait compact, ce qui impli-
querait dim E < +00.

2- Cela résulte du théoréme précédent en prenant S = %T ,

car A\I — T = —\(I — S) est injectif si A n’est pas une valeur propre, et
est donc inversible.

3- On peut supposer le spectre infini. Il s’agit alors démontrer que pour
tout € > 0, il n’y a qu’un nombre fini de valeurs spectrales \ telles que
|A| > €. En effet, supposons le contraire; il existe un € > 0 et une infinité de
A € 0(T), n > 1, distincts, tels que |\,| > e.

Par le 2, les A, sont en fait des valeurs propres de T. Soit {e,,n > 1} des
vecteurs propres associés, de norme 1. Comme les valeurs propres A\,,n > 1
sont distinctes la famille {e,; n > 1} est libre.

Soit E, les s.e.v engendré par {e;,i = 1,n} ona E,_; C E,, comme E,_;
est de dimension finie, il est fermé, et donc d’aprés le lemme de Riesz il existe
des u,,n > 1 tels que : ||u,|| =1, u, € E,, dist (up, E,—1) > 1/2.
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Mais (S — AI)(E,) C E,—1 (car Se, = A\ep).
donc, Vn > m :

Up, Um 1 1
IIS(A—n)—S(mH—IIAn(Sun Antin) Am(Sum Amtim) + (Un — )|
= [lun — v,

avec v = um+ﬁ(3um—/\mum)—ﬁ(Sun—)\nun) ceE,+FE, 1+E, 1 CFE,
de sorte que :
Unp,

T( = T2 = dist (un, Bur) > 1/2.

Comme |\,| > ¢, la suite u, /A, est bornée ; pourtant on ne peut extraire,
par ce qui précéde, de sous-suite convergente de (7'(uy, /A, )n>1. Cela contredit
la compacité de T" et prouve le théoréme.

Remarque 4.2.1. Etant donnée une suite () qui tend vers 0, on peut
construire un opérateur compact T tel que o(T) = (ay,) U {0}. 1l suffit de
considérer dans E = (? lopérateur : T : u = (up)n — Tu = (yty)n. Noter
que T est compact car il existe une suite (T,,) d’opérateurs de rang finis telle
que [T, — T|| — 0 sur cet exemple on voit aussi que 0 peut appartenir a
VP(T), dans ce cas il peut arriver que l’espace propre associé a 0 (N(T')),
soit de dimension infinie.

4.3 Analyse spectrale des opérateurs auto-
adjoints dans un Hilbert

4.3.1 Spectre des opérateurs auto-adjoints

Soit T': H — H un opérateur sur un espace de Hilbert H, et T son
adjoint.
Il est clair que T™ est inversible ssi T I'est , et qu’alors on a :
(T*>—1 — (Tfl)*
Il en résulte que pour tout opérateur :7': H — H, on a :
a(T) = {X NT)}.
Car T* — M est I'adjoint de T — M.
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Théoréme 4.3.1. Si T est un opérateur auto-adjoint, son spectre o(T) est
contenu dans R. Plus précisément, si [’on pose :

m = inf (Tx,z) et M = sup (Tx,z) alors o(T) C [m,M].

llzll=1 |lz||=1

Pour la démonstration de ce théoreme nous avons besoin a la proposition
sutvante.

Proposition 4.3.1. Un opérateur auto-adjoint T sur un espace de Hilbert
est inversible si et seulement s’il existe une constante ¢ > 0 telle que :

ITz| > cl|lz|| Va € H. (4.3)

Preuve. Il est clair que linversibilité entraine (4.3), avec ¢ = 1/||T7Y.
Inversement notons d’abord que la condition (4.3) entraine 'injectivité de
T. Si 'on montre que T est surjective, cela terminer a la preuve, grace au
théoréme des isomorphismes.

Montrons que T(H) = H, puisque Im(T) = (ker T*)* cela revient & dire
que T* est injectif, et que T" = T™. Il ne reste donc plus qu’a montrer que
I'image de T' est fermée.

Soit y € R(T). Il existe une suite (z,,),>1 C H telle que y = lim, 10Ty
La suite (T'z,) est en particulier de Cauchy. Comme par (4.3)

1
|z = zill < || T2 — Tyl

La suite (z,), est de Cauchy de H qui est complet donc cette suite converge.
Siz = limy, 10y, la continuité de 7' nous donne y = lim,, Tz, =Tz
i.e T(E) est fermée.

Preuve.(du théoréme 4.3.1)

1/ Soit A = a+ i € C et supposons  # 0. On va montrer que :
|7 = A)al| = 18] lal| Ve € H,

ce qui impliquera grace a la proposition 4.3.1, que A n’est pas une valeur
spectrale de T'. Pour tout x € H, on a :

(Tx — Mz, x) — (x, Tz — M\x) = 2%Im[(Tz, z) — \||z||*] = —2i6]|z||*.

Car (T'z,z) € R, puisque T est auto-adjoint. D’autre part
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|(Tx — Az,x) — (2, Tx — Mz)| < |(Tx — Av,z)| + |(z, Tx
=2[(Tz — Az, 2)| <2||Tz — Az|| [|l].
Ce qui donne ||Tz — Az|| > |8] ||z].

2/ Comme on vient de voir que le spectre est réel, il s’agit maintenant de
montrer que pour tout a > 0, A = m — « ¢ o(T) (on montre de méme, ou
en remplacant 7" par =7, que M + « ¢ o(T)). Or, pour |z|| =1

(Tz — v, x) = (Tx,z) — Mz|]|* >m — X = q;

Comme |[(T'z — Az, z)| < ||Tx — Az|| ||z]| = ||T'z — Az||, on obtient ||Tz —

Az|| > a. Par homothécie, on a
Tz — \z|| > o||x|| Vze H;
ce qui donne le résultat, au vu de la proposition 4.3.1.

Théoréme 4.3.2. Soit T un opérateur sur un espace de Hilbert H. Alors les
valeurs m = infy =1 (Tx,x) et M = sup,;(T'z,z) sont dans le spectre de
T.

Preuve. Il suffit de montrer que M € o(T) (la preuve de m € o(7T) étant
analogue ; de fagon alternative, on peut aussi remplacer 1" par —T').

La forme a(u,v) = (Mu — Tu,v) est bilinéaire, symétrique et

a(v,v) >0 Yve H.

Appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwartz a la forme a(u,v) il vient

|(Mu — Tu,v)| < (Mu — Tu,u)"*(Mv — Tv,v)"* Vu,v € H.
D’ou il résulte en particulier que :
|Mu — Tu| < ¢(Mu — Tu,u)"? Yu e H.

Soit (Up)n @ Jun|| =1 et (tun, u,) —> M, grace a (4.3.1) on voit que
|Mu, —Tu,| — 0, et M € o(T) (car si M € p(T), alors
u, = (MI —T) Y (Mu, — Tu,) — 0.

Corollaire 4.3.1. Le spectre d’un opérateur auto-adjoint sur un Hilbert n’est

jamais vide.

Corollaire 4.3.2. Pour tout opérateur T' auto-adjoint sur un Hilbert, son
rayon spectral est égal a sa norme : r(T) = ||T|.

Corollaire 4.3.3. Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint tel que o(T) =
0. Alors T = 0.



4.3. ANALYSE SPECTRALE DES OPERATEURS AUTO-ADJOINTS DANS UN HILBERTS9

4.3.2 Décomposition spectrales des opérateurs
auto-adjoints compacts

Proposition 4.3.2. Tout opérateur auto-adjoint compact sur un espace de
Hilbert non réduit a {0}, posséde au moins une valeur propre.

Remarque 4.3.1. SiT est auto-adjoint, son spectre n’est pas vide, mais sous
U’hypothese de compacité on ne peut affirmer [’existence de valeur propre. En
effet, lopérateur :

T : L*([0,1]) — L3([0,1]) défini par Tf(zx) = zf(x) est auto-adjoint
mais n'a pas de valeur propre.

Lemme 4.3.1. Soit T un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert.

1- Les sous-espace propres de T correspondant a des valeurs propres dis-
tincts sont orthogonauz.

2- Si F' est un sous-espace invariant par T', alors, F* est aussi invariant
par T et o(T) = o(T},) Ua(T]_, ).
Preuve. 1/ Si A\; et Ay sont 2 valeurs propres distincts de 7', et x et 2’ deux
vecteurs propres associés, [rappelons \; € R].

Ona: A(z,2') = (Mzx,2') = (Tz,2") = (x,T2") = (x, \az') = \a(x,2') =
(A1 — Ao)(z,2") = 0.

Donc (z,z") = 0.

2/ Soit y € F+. Pour tout z € F, on a (Ty,z) = 0 puisque Tz € F; =
Ty € F*.

Il est clair que 7}, et T}
tivement).

Si A € o(1},.), on a par la proposition 4.3.1 :

| sont aussi auto-adjoints (sur F' et F* respec-

inf ([T — Ayl < inf T — Alp[|;
z€H:||z||=1 z€F ||z||=1
donc
inf |7 — Myl =0
|z|=1 z€H

et A € o(T'). De méme o(T)pr C o(T).

Soit maintenant A ¢ o(7},) U o(T] ). I existe alors, toujours par la
proposition 4.3.1 une constante ¢ > 0 telle que || Ty — Ay|| > ¢||y|| pour tout
ye Fet|Tz— X z|| > cllz].
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Pour tout z € F*, or tout * € H sécrit x =y +2 y € F, z¢& F*.
Comme Ty — \y € F et Tz — Az € F'* sont orthogonaux, on obtient :

1Tz — Ae||* = Ty — Ay + Tz = Az||* = [Ty — Myll* + [Tz — Az||?

> ly|l? + Elz]* = ||,
Ce qui prouve que A ¢ o(T).

Théoréme 4.3.3. Soit T' un opérateur auto-adjoint et compact sur un espace
de Hilbert séparable H non réduit a {0}. Alors il existe une base hilbertienne
B ={e; i > 1} de H fermée de vecteurs propres de T et l'on a , pour tout
reH:

Te =37 A\(z,en)e, ot les A, est le vecteur propre associé a e,.

Preuve. Soit (\,),>1 la suite des valeurs propres distinctes de T', excepté 0;
on note A\g = 0. On pose Ey = ker(T) et E,, = ker(T — A\, 1) ; rappelons que :
0 < dim Ey < oo et que 0 < dim E,, < 4o0.

Montrons d’abord que H est somme hilbertienne des (E,),>0 :

Comme les (E,),>0 sont deux a deux orthogonaux.

Soit F' 'espace vectoriel engendré par les (E,),>o. Vérifions que F est
dense dans H.

I est clair que T(E) C F. Il s’ensuit T(F+) C F*: L'opérateur Ty = 1]
est auto-adjoint compact. D’autre part o(7p) = {0} ; en effet si :

A € o(Ty)\{0} alors A € VP(T,),

et donc il existe p € F+, u & 0 tel que Tou = Ap. Par conséquent \ est
'une des valeurs propres ()\,) de T et p € F+ N E,. Donc u = 0 ce qui est
absurde.

Il résulte du corollaire 4.3.3 que Ty = 0; par suite F+ C ker(T) C F et
F+={0} = F = H. donc F est dense dans H.

Enfin on choisit dans chaque F,, une base Hilbertienne. La réunion de ces
bases est une base Hilbertienne de H formée de vecteurs propres de T'.

Pour finir, notons e,, n > 1, les éléments de la base B, et )\, la valeur
propre associé a e,. Comme |\,| < r(T) = ||T|| pour tout n > 1, Popéra-
teur U : H — H défini par U(z) = Y7, A\u(z, €,)e, est bien défini (car
% Iz, en) < +o0).

entraine S [N (@ e) P < 712 S50, [, ) = 172l

Comme U (e,) = A\pe, = T'(e,) pour tout n > 1, on U =T.

Projets
1-Espaces compacts.

FL
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2-Opérateurs de Fredholm.
3-Opérateurs de Hilbert-Smidt.
4-Aplications.

Série N°4

EX1(Compact non vide arbitraire 0 comme spectre)

1/Soit (¢,)n>1 une suite bornée de nombres complexes, et T : lo — Uy
l'opérateur définie par T'(z) = (¢,&p)n>1, pour tout & = (x,)p>1 € fa.

a- Montrer que chaque ¢,,,n > 1 est une valeur propre de T.

b- Montrer que si A ¢ {¢,, n > 1}, alors A ¢ o(T).

c- En déduire le spectre (o(7)) de T

2/ Soit K une partie compacte non vide de C. Montrer qu'’il existe un
opérateur T € L({5) tel que o(T) = k.

EX2 Soit E un espace de Banach, T;, € K(E) une d’opérateurs compacts
convergeant vers 1" € KC(FE) dans 'espace de Banach L(E) et A\, € o(T,).
Montrer que toute valeur d’adhérence de la suite ()\,) appartient au spectre
de T

EX3 Soit k : [0,1] x[0,1] — R une fonction continue. Pour f € C([0,1]),
on définit :

(Tf)(x) = / (e, 0) (1) dr,

1/ Montrer que , pour tous z, 2’ € [0,1]; on a :
(Tf)(x) = Tf(@)] < ([klloolz — 2 + Sup k(2 1) = k(2" 1) [1f]loo

En déduire que Tf € C([0,1]), puis que T : C([0,1]) — C([0,1]) est un
opérateur compact,(utiliser le Th d’Ascoli).

2/ Montrer que |[(T"f)(z)] < [[f| |k||%%; pour tout = € [0,1] et en
déduire le rayon spectral de T. [On pourra utiliser que n! > k"% v¥n >k

pour montrer que (n!)w "7 400).
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3/ En déduire le spectre de T

EX4 Montrer que tout opérateur compact T': F — F,avec I'= 1<
p < oo, ou F' = Cj, est limite d’opérateur de rang fini. [Sachant que (e,)n>1
la base canonique de F': e, =0, ol |

5 1sin=k,
"R 0sik # n.

EX5 Soit un espace de Banach et T € L(E),

1/ Montrer que l'application A € (T) — R(\,T) € L(E) est continue.

2/ Soit T,, € L(F) une suite d’opérateur convergeant vers 7' € L(F)
dans Iespace de Banach L(E). Montrer que pour tout compact k C ¢(7T), il
existe un ng € N* tel que k C ¢(T,,) Vn > ng, et que la suite de fonctions
R(;T,) : k — L(E) n > ng. converge uniformément vers k(.; 7).

EXG6 Soit E, F' deux espaces de Banach, et T': E — F' une application
linéaire.

1/ Si T est compact, montrer que, pour toute suite (z,) de E faiblement
convergente vers 0, la suite (T'x,) converge fortement vers 0.

[Aide :1- En utilisant le Th.B.Steinhauss. Montrer que : si (z,,) C E (Banach) :
T, — x donc (x,) bornée et on a ||z| < lim inf, ||z,].
On définit :

X, B — K
P — Tn(p) = p(zn)

on a

Tn(p) = p(zn) — o(z) = T(p),
et
[Znll = llznll, [[2]] = {l]

2- E réflexif & B = B(0,1) = {z € E : ||z|| < 1} est faiblement
compact (compact pour o(E, E’)). La boule B = {f € E' || f]| < 1} est
x — o(E', E') compact.|

2/ Montrer que la réciproque est vraie si E est réflexif.

EX7 On considére un espace de Hilbert £ admettant une base hilber-
tienne dénombrable {e,; n > 0}, un espace de Banach F' et une application



4.3. ANALYSE SPECTRALE DES OPERATEURS AUTO-ADJOINTS DANS UN HILBERT93

linéaire continue : T': E — F tels que la série >~ ||Te,|| soit convergente.

Montrer alors que 7" est un opérateur compact [utiliser I'exercice précédent :
si (x;) est une suite de £ convergent faiblement vers 0, on pourra écrire pour
p € N.

n o0

Tx; = Z(xj,en)ten + Z (xj,en)Tey,

n=0 n=p+1

et majorer le dernier terme grace a l'inégalité de Cauchy-schwartz.]

EX8 Soient 1 < p,q,r < 400 tels que 1/r =1/p+1/q,y € (4(N,K) et :
T :(N,K) — (?(N,K),

L’application linéaire continue x — xy. montrer que 7" est un op com-
pact, ssi lim, 1oy, = 0 (condition vérifiée si g est fini).

[Pour démontrer la condition nécessaire lorsque ¢ = +o00, utiliser 'alter-
native de Fredholm ; pour la condition suffisante vérifier que 7' est la limite
d’une suite d’opérateurs de rang fini.

EX9(shift and Back-word shift) : On considére l'espace (2 |¢ et B et
S deux opérateurs 2 — (? définis par

B(xq,xg,...) = (9,23, ...) appelé le back word shift (décalage a gauche)

S(z1, g, ...) = (0,22, ...) appelé shift (décalage a droite)

1° a- Montrer que tout A € C tel que |A| < 1 est valeur propre de B.

b- Déterminer o(B) on pourra remarquer que || B|| = 1.

2° Montrer que S ne posséde aucune valeur propre (on pourra distinguer
les cas A =0 et A #0).

3 Soit H un espace de Hilbert. Montrer que pour tout opérateur

T:H— H,onao(T*)=0(T), T* étant 'adjoint de T', et

A={z:z€ A} pour ACC

4° Montrer que le spectre de S est le disque unité fermé.
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Université Larbi Ben M’hidi- Oum El Boughi
Faculté des SE et des SNV

Département de MI 37 AnneLicence
Module ITOL Le 21/05/2017 (1h30m)

Controle TD S6

EX 1 : Soit H un espace de Hilbert sur le corps C, et T,,;n > 1 des appli-
cations linéaires sur H vérifient :

Ve € H on a(T,z,x) > 0.

(i)- Montrer 7;,,n > 1 est bornée sur la boule unité.

(ii)- Soit Tx = lim,_, T,,x. Montrer que T est continue et qu’il existe ¢ >
0 : que ||T|| < ¢ (utiliser le Th de Banach-Stienhauss).

(ii)- Soit T* 'adjoint de T'. Montrer que T est auto-adjoint.

Aide : Poser f(z,y) = (T'z,y), et montrer :

a- f hermétienne si et seulement si (ssi) 7' = T*.

b-(Tx,z) > 0 implique f hermétienne.

EX 2 : Soint E, F' deux espaces de Banach et soient T' € L(FE, F) et T*
son adjoint.
(i)- Montrer que T'(E) est dense dans F ssi T* injective.
(ii)-Si T est injective a-t-on T" surjective 7
(ii)-Montrer que si E ou F' est de dimension finie alors T" est injective (7™
injective) ssi T* surjective (T surjective).

EX 3 : Soit H un espace de Hilbert sur le coprs R. Soient T' € L(H) et
T* son adjoint. 1/ Montrer que les assertions suivantes sont equivalentes.
()-T est unitaire (i’) 7™ unitiare. (ii)-7" et 7" sont isométries.
2/-Si une seulement 7" (ou T*) est isométrie a-t-on 7" est unitaire ?
3/-Montrer que T est isométrie et surjective ssi 7' est unitaire.

Bonne Chance.
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Université Larbi Ben M’hidi- Oum El Boughi
Faculté des SE et des SNV

Département de MI 37"me AnneLicence
Module ITOL Le 31/05/2017 (1h30m)

Controle S 6

EX 1(7pts) : Soit E; : i = 1.3 des espaces de Banach, et T : Ey X Ey — E3
une application bilinéaire.

1- Montrer T est continue si et seulement si (ssi) il existe une constante
C>0: Tyl < Cllzlllyll V(z,y) € Ex x Es.

2- On suppose que T' est séparément continue, i.e : Vr € E;, Iapplication
T, :y € By — T,(y) = T(x,y) est continue, et Yy € Es, I'application
T,z € By — T,(x) =T(x,y) est continue.

(a)-Montrer que T" est continue en utilisant le Th de Banach Steinhauss.
(b)-Montrer que la famille d’applications linéaires continues (¢(Tx)) o POU
e B¢ <1,z € By x|l <1 est uniformément bornées. En déduire
que T est continue (utiliser un corollaire de Th de Hahn-Banach).

EX 2 (7pts) : Soint £, F' deux espaces de Hilbert et soit 7' € L(E, F').
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.
(1)-T est unitaire.
2)-11 existe une base hilbertiénne (e; : i € I) de E telle que (Te; : i € I) de

w T

)-T est surjective et isométrie.
4)-T est surjective et T*T = Idg ou T* est I'adjoint de 7.

—~~

EX 3(6pts) :1- Soit = € (!, et soit T;, : (0, ||.||l«c) = K: y = Tu(y) =
Y2, x;y;. Montrer que T, est une forme linéaire sur (% teq : ||T,]| = ||zx.
2- On note T}, la restriction de T}, a Cy et considérons I'application suivante :
T: (M )0h) — (€. )l.l) + @+ T,. Montrer que T est une isomorphisme
isométrique de ¢* sur CJ.
(3)-Montrer l'existence d'une 0 # fo € (£*°)* : flcy=0- En déduire que ¢!
n’est pas réflexif.
EX Bonus 2pts : Soint F, F' deux espaces de Hilbert et soit B € IC(FE, F').Montrer
que R(B) est fermé ssi B est de rang fini.

Bonne Chance.
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Université Larbi Ben M’hidi- Oum El Boughi
Faculté des SE et des SNV

Département de MI 37" AnneLicence
Module ITOL Le 21/06/2017 (1h30m)

Controle de rattrapage S6

EX1 (12 pts) : Soint £ = L*(R) sur le corps R, et soit A: £ — E un
opérateur linéaire vérifie :

/Af(t).f(t)dt > 0.

1-Montrer que A est continu.

2-Soit ¢ : A € L(E) — A*, ou A* est I'adjoint de A. Montrer que 1) est une
isométrie.

3-Montrer que : SUp|, <1 SUP|y <1 Jp AT(t)-y(t)dt = sup |, <1 SUD| <1 Jp Ax(t).y(t)dt.
4-Montrer que : [|All = sup),<; [ Az (t).z(t)dt.

5-Montrer que : A est auto-adjoint.

6-On suppose que A € K(E), montrer que :

(a)-Les valeures propres sont positives ou nulles.

(b)-0 ne peut pas étre une valeure réguliére.

EX2 (4.5pts) : Soint E, F' deux espaces de Hilbert et soit T' € L(E, ).
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.
(1)-T* est unitaire.
(2)-11 existe une base hilbertiénne (e;); de E telle que (Te;); une base de F.
(3)-T est une isométrie et il existe ¢ > 0 : | T*z|| > c||z||.

EX3 (3.5 pts) :Soint E, ' deux espaces de Hilbert et soit f € L(E, F)
ou f* son adjoint.
1-Montrer que Im(f)* = {0} ssi Ker(f*) = {0} ot Im(f) est 'image de f.
2-Si Ker(f*) =0 a-t-on Im(f) = F7? ({* — (?).
3-Montrer que si f € L(E,R?), alors Ker(f*) = {0} ssi Im(f) =R%

N.B : ssi signifie si et seulement si.
Presque toutes les questions ne demandent que des définitions.

Bonne Chance.
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