Mohamed Saadi Université d’Oum E1 Bouaghi Géométrie : 2L MATH

Exercices sur le chapitre 2 : Espaces affines euclidiens

Exercice 01
Soient (- | -) un produit scalaire et || - || la norme associe a (:,-).

Montrer les affirmations suivantes :
1. Pour toutu,v € E : ||u g v||2 = ||u||2 + 2(u|v) + ||v||2.
2. ldentité du parallelogramme : pour tout u, v € E:
Il + vl |+ 1w = vI|* = 2||ul]” + 2|IvI|*.
3. ldentité de polarisation : pour tout u, v € E:
@lv) =3 ([l + vl = || = [1wl]%).

4. Inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tout u, v € E:
|(ulv)] = |lul| x ||v]|.

Solution.

1|+ vl|* = (@ +v)| @ +v))

= (u|(u + v)) + (v|(u + v))
= (ulw) + (ulv) + wlw) + (v,v)
:||u||2 + 2(u|v) + ||v||2.

De méme

||u — v||2 = ((u — v)|(u — v))
= (u|(u—v)) = W|(u —v))
= (ulw) + (w|(-v)) - (v|lw) — (v, —v)
= (ulw) — (ulv) — (wlw) — (v, —v)

= ||u||2 + 2(ulv) + ||v||2.

2. |+ vl P+l = vl * = [ul]® + 2Gulv) + |l
Hlul]® + 2ulv) + |Ivl]’
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= 2|ful|” + 2|IvI|".
3. onallu+vl| = |[ul|” + 2@lv) + ||vI|",
donc 2(ulv) = |lu + vI|” = [[ul|” = [IvI|*, d°ou
@lv) =3 (I + vl = [ld|* = J1wl]%)
4. Pourtousx € Retu,v € E,ona

0 < (Gou + )| CGeu + 1)) = 2?|Jul[* + 2x(ulv) + |Ivl|’

~

2 2 N ,
x2|lul|” + 2x(ulv) + ||v||” est un polyndme en x de degré 2 avec les

coefficients a = |Ju||*,b = 2(u|v) et ¢ = ||v||*, ce polyndme est
positive pour tous x € R, donc on a

w|v)? < |[vl|*|Ivl|", c-a-dire |u, v| < |Jul| X ||v]I.

Exercice 02. (Théoreme de Pythagore)
Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si et seulement si

||u+v||2 = ||u||2 + ||v||2.

Solution.

Supposons u et v orthogonaux, alors

o+ vl|* =[] + 2 @lv) + | vl *=[jul|* + [Iv]]".
=0

Inversement, si ||u + v||2 = ||u||2 + ||v||2, alors

(ulv) =2 (|lw + vl = |lul|* = |Ivl]") = 0, donc uetv sont
orthogonaux.

Exercice 03.
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On munit R, [X] du produit scalaire (p|q) = f_zz p(x)q(x)dx.

Soit po (x) = 3,1(x) = x.
1. Montrer que (py, p1) est une base orthonormé de R, [X] munit
du produit scalaire (-, | -).
2. Soit g(x) = ax + b etr(x) = cx + d deux éléments de
R, [X]. Calculer les composante de g et r dans la base
(Po, 1)
3. En déduire la valeur de fol q()r(x)dx.

Solution.

L 2, po@ps dx = 2 [% xdx =0, [2,(po(x))2dlx =

2 1 2 3 2
f_zzdx =1let [ (p1(x)?dx = Ef—z x?dx = 1, donc (py, p1)

est une base orthonormée

2. On suppose que g (g) etr (D dans la base (py, p1).

Alors, a = [, po(x)q(x)dx =~ [*,(ax + b)dx = 2b.

2 \/§ 2 4\/§
p = f_z po(x)q(x)dx = Tf_zx(ax +b)dx = —-a.
e
3

3. fol q()r(x)dx = (q|r) = ay + fA = 4bd + ?ac.

De méme,y = 2d et 1 = C.

Exercice 04.
1. Déterminer les valeurs de (a,b) € R X R, pour que (1, x)
soit une base orthogonale de R, [X] munit du produit
scalaire défini par

b
Vp,q € Ry [X]: (lg) = [ p(x)q(x)dx.
2. En déduire une base orthonormée de R, [X] pour ce produit
scalaire.
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Solution.
1. (1, x) est une base orthogonale de R, [X] si et seulement si

(1]x) = 0 c-a-dire f; xdx = 0,d’ou a = —b.
2.0na [’ 1%dx =2b et [’ x?dx =2b3.

Une base orthonormée de de IR, [X] pour ce produit scalaire est

(52)

Exercice 05.
Déterminer une base orthonormée de R,[X] pour le produit scalaire

défini par : ¥p, q € Ry[X]: (plg) = [, p(x)q(x)dx.

Solution.

La base canonique de R,[X] est (ug, us,u,) = (1,x,x2%) n’st pas
orthonormée pour ce produit scalaire. On utilise 1’algorithme de
Gram-Schmidt pour construire une base orthonormée de R,[X] a
partir de la base (1, x,x?).

On pose [vy = ug|.

Soitv; = uy + av, alors vy L v, = 0 sietseulement si a =
_ (uoluq)
(Vo|vo)

1 1
(volvo) = (uoluy) = [, 1%dx =% et (uoluy) = J_, xdx = 0.

= 0 car

alors, [v; = uq].

Soitv, = u, + fvy + yv;.
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(p__Galw) _ 1
{172 1L v {(u2|v0) + B(wolve) =0 o J -~ (olve) 3_
v L1y (uz|v1) +y(wy|vy) =0 _ (uz|vy)

T T v T

1
= 2——.
Vy =X 3
La base orthonormée cherchée est
% % 1% \/f \/8 V10
( — 2)=< X, (3x2—1)>.
Hvoll ™ [lvall [lv2]] 22 4

Dans la suite, £ est un espace affine euclidien de dimension 3 muni du
repere orthonorme (O, e, 5, e3).

Exercice 06.
1) Soit P un plan de £ passant par le point A(xy, yo,2y) € & tel
a
que le vecteur u (b> est orthogonal a Dir (P).

Cc
Ecrire une equation de P.

2) Soit Q le plan de € d’équationax + by +cz +d = 0.
a

Montrer que le vecteur u (b) est orthogonal a Dir(Q).

Cc
3) Soit D une droite de £ passant par le point A(xg, yo,2Zg) € E tel

a a’
que les vecteurs u (b) et u' (b’) sont orthogonaux a Dir(D).
Cc C,
Ecrire des équations de D.
Remarque. Soit #un sous espace affine de E.

Si u € E est orthogonal & Dir(F), on dit que u est normale a ¥

Solution.
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1) Si M(x,y,z) € P alors € Dir(P), donc (u|AM) = 0, ainsi pour

a X — Xy
tout M(x,y,z) € P : (b) . (y - YO> = 0, donc une équation de
C Z—Z
Pest:ax + by +cz = axy+ byy + cz.
2) Ona(a,b,c) # (0,0,0). On suppose a # 0.

Ona (—%,o,o),(—‘%b,1,0),(—%,0,1) € 0.

—b/a —c/a

Donc u; = ( 1 ),uz ( 0 ) € Dir(Q), et comme u, et u, ne
0 1

sont pas liés, ils forment une base de Dir(Q).

a

Doc pour monter que u <b> est orthogonal a Dir(Q), il suffit de
Cc
verifier que (u|u,) = (uju,) = 0.

a —b/a a —c/a
Ona(ulul)z(b>.< 1 >=Oet(u|u0)=<b).< 0 >=0.
c 0 C 1

Si M(x,y,z) € D alors € Dir(D), donc (u|AM) = (v'|AM) = 0,

a X — Xp a’ X — Xp
ainsi pour tout M(x,y,z) € P : <b> : (y - 3’0> = (b’) : ()’ - }’o) =
C Z — ZO C, Z — ZO

0, un systemes d’¢quation de (D) est

{ ax + by +cz =axy+ by, + cz,
a'x +b'y +c'z =a'xy+ by, + 'z,

Exercice 07.
Soit P le plan de £ d’équationax + by +cz +d =0etD la

(04
droite de £ passant par ’origine et du vecteur directeur u ([)’ )

14
Soit A(xg, Yo, 29) € E Déterminer d(A,D),d(4, P).

Page 6



Mohamed Saadi Université d’Oum E1 Bouaghi Géométrie : 2L MATH

Solution.
Détermination de d(A, D)
X = at
OnaD:jy = pt, t € R.Oncherche H le projection orthogonale de
z =yt
a at — X
AsurD.OnaH(at, ft,yt) avec (ﬁ) : (,Bt — yo) = 0,alorst =
)/ yt - ZO

axg+ +yz axo+ +yz axg+ +yz axg+ +yz
02 .33;0 Vzo’ donc H(C( 02 .33;0 YZOJB 02 33;0 Yzo’ 02 33;0 Yzo
as+p4+y a“+p4+y as+p4+y as+p4+y

Xy YH Zy

donc d(4,D) = AH =/ (xy — %0)% + Yy — ¥0)? + (zu — 2y).
Détermination de d(A, P)

a
Soitv(b).On aM(x,y,z) €EP & OM.v = —d.
C

Soit H(x, y, z) le projection orthogonale de A sur P. Alors il existe

1 € Rtel que AH = Av, c-a-dire OH = Av + OA, et comme H € P,
ona OH.v = —d, donc (Av + 04).v = —d, alors

. v=—d— 0A.v, Pou A(a? + b? + c2?) = —d — ax, — byo — ¢z

—d—axo—byo—czo

ainsi A =

a?+b2+c?
. . _ |ax0+by0+czo+d| 7 7 7
d(A,P) = AH = |A| x ||v|| = L X Va2 + b2 +c¢
_ |ax0+byo+czo+d|
T T V@b
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Exercice 08.

Soient A(1,2,6), P le plan d’équation 2x —3y+z—-5=0¢e€t D la
x=2t—1

droite de paramétrage {y =—t+5, teR
z=3t—2

1) Déterminer la droite A passant par et orthogonale a P.
2) Déterminer le plan Q passant par A € £ et orthogonal a D.

Solution.
2 2
1) On sait que (—3) est normal a P, donc A est orienté par (—3),
1 1
x=2t+1
doncA:{y =-3t+2,t€eR.
Zz=t+6

2
2) Ona (—1) est normal a Q, donc pour tout M(x,y,z) € Q ona

3

(2 x—1 2

AM. (—1) = 0, donc (y — 2) : (—1) = 0. Une équation de Q
3 z—6 3

est2x —y+3z—18 = 0.

Exercice 09.
Soit £ est un espace affine euclidien de dimension 2 muni du

repére orthonormé (O, ey, e,).

Soit f I’application de € dans lui-méme qui a tout point M (x, y)
associe le point M'(x',y") tels que
x'=ax —ay
{y’ =ax+ay—1
1) Déterminer 1I’ensemble de points fixes de f.
2) Montrer que f est une application affine.
3) Montrer que f est une similitude.

avec a un réel non nul.
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4) Quelles sont les valeurs du réel a pour laquelle f soit une
isométrie ?

5) Monter que f est bijective et que f~1 est aussi une
similitude.

Solution.
X =ax —ay

1) On résout le systeme {y =ax+ay—1

Sia = 1 alors f admet un seule point fixe (1, 0).

a a—1 )
2a2-2a+1’ 2a?-2a+1”7"

Sia # 1 alors f admet un seule point fixe (

2) Pourtous M e Eetu € E,onpose @(u) = f(M)f(M + u).

Siu (Z’() et M(x,u) alors (M+.u)(x + a,y + 3), donc

f(M)(ax —ay,ax +ay — 1)
f(M+u)(ax + aa —ay —af,ax + aa + ay + aff — 1), alors

_ a(a—ﬁ)) ; .. .
p(u) = (a (@+p) L’application ¢ est linéaire donc f est affine et

Lin f = ¢.

3) |ILin f(WI| = v/2a%(a? + B2) = V2|al|u]||. Donc f est une
similitude de rapport v2|al.

4) f est une isométrie si v2|a| = 1, c-a-dire a € {—??}

5) On sait que toute similitude est bijective, donc f est bijective.
L’application réciproque d’une application affine de partie
linéaire v est une application affine de partie linéaire 1 =1, donc

-1 - ST 1 (@ _i(((l‘l‘ﬁ)) .
f~+ est affine de partie linéaire ¢ ('3) =2a\(@—p)) ainsi on
peut montrer que f ! est une similitude de rapport ﬁ
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