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Chapitre 2 : Espaces affines euclidiens

Dans tout ce chapitre E désigne un espace vectoriel sur le corps de
nombres réels R de dimension n.

2.1 Définitions

Définition 2.1.
On dit que la fonction (- |-): E X E — R est un produit scalaire sur E si

(- | -) est une forme bilinéaire symétrique définie positive, autrement dit
la fonction (:,-) vérifie les propriétés suivantes.
1. Linéarité par rapport a la premiere variable : pour tousv € E ,
I’application u —(u|v) est linéaire.
2. Linéarite par rapport a la deuxieme variable : pour tousu € E
I’application v —(u|v) est linéaire.
3. Symétrique : pour tout u, v € R (u|v) = A(v|u),
4. Positivité : pour tout u € E, (u|u) = 0.
5. Définie : (v|v) = 0 si et seulement si v = 0.

Le produit scalaire de x,y € E seranotée (- |-) oux - y.
Exemple.

e Le produit usuel dans R est un produit scalaire sur R.
e L’application définie sur R™ X R" pardans R, x - y =
i=1 Xy pour tous x = (x1, Xz, ., %p), ¥ = (Y1, Y2, » ¥n) €

R™ est un produit scalaire sur R™ appelé le produit scalaire de
R™ canonique.

e Soit R,[X] I’ensemble de polyndome de degré inférieur ou égal a
n a coefficient dans R. Soit a, b € R tels que a < b, alors
I’application définie sur R,[X] pardans R, (f|g) =

f: f(x)g(x)dx pour tous (f, g) € R, [X] x R,[X] estun
produit scalaire sur R, [X].
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e L’application (@|¥) = [[ul| X ||v||cos(d, ) définit un produit
scalire sur E¢y (I’ensemble de vecteurs du plan usuel (7)).

Définition 2.2.
Un espace euclidien est un espace vectoriel réel de dimension finie muni
d’un produit scalaire.

Exemple.
Lorsqu’on munit R™ de son produit scalaire canonique : on parle de
la structure euclidienne canonique de R™.

Remarque 2.3.
e Un espace vectoriel réel de dimension infinie muni d’un produit
scalaire est appelé espace prehilbertien.
e Dans ce cours on ne s’intéresse qu’a des espaces euclidiens.

Proposition 2.2.
Soit (- | -) est un produit scalaire sur E, alors

1. L’application u ~ ||u|| = /(u|w) définie un norme sur E dite la
norme associe au produit scalaire (- |-) , c-a-dire elle vérifie les
propriétés suivantes :

a. pour tout u € E: ||ul|] = 0,
b.pourtousu € Eeta € R: ||au|| = |a|||u||.
c. pour tout w, v € E: [[u — v|| < [lul| + [|v]].

2. La fonction d(u, v) » ||lu — v|| définie une distance sur E dite la
distance associe a la norme || - || , c-a-dire elle vérifie les propriétés
suivantes :

a. pourtoutu,v € E:d(u,v) = 0, et d(u,u) = 0 si et seulement si u =
0.

B.pourtous u,v € E :d(u,v) =d(v,u).

y. pour tout u,v,w € E:d(u,v) < d(u,w) + d(w, v).
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2.2 Orthogonalité
Dans toute la suit E désigne un espace Euclidien muni du produit
scalaire (- | -)

Définition 2.3

Soit u, v € E, on dit que u et v sont ortogonaux et on écrit u L v Si
(u|v) = 0.

Exemple .

1
Dans R3 muni de sa structure euclidien canonique, les vecteurs (—1)
-1

2
et (0) sont orthogonaux.
2

Définition 2.4
Soit (u;),1 < i < N une famille de vecteurs de E.
e On dit que la famille (u;),<;<y €st orthogonale ses les vecteurs u;
sont deux a deux orthogonaux autrement dit (w;|w;) = 0, pour i #
jet1<i,j<N.
e Lafamille (u;);<;<y €st dite orthonormée ou ortho-normale si elle
est orthogonale et ses les vecteurs u; Vérifient [|u;]|| =1, 1 <j <
N.
En particulier, si B = (eq, €5, ..., €,,) est une base de E telle que la
famille (e;);<;<p €St orthogonale (ortho-normale) alors on dit que
la base B est orthogonale (ortho-normale).

Exemipe.

Dans R3 muni de sa structure euclidien canonique, la base

1 0 0
{(O ) , (1) , (0)} est orthonormée.
0 0 1
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Proposition 2.5
e Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
e En particulier, toute famille orthogonale de n vecteurs non nuls de
E est une base de E.

Démonstration.

Soit (u;),<;<y Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E, c-
a-dire (u;|u;) = 0,si i # j et ||u]|| + O pourtout1 <i,j <N.

Soit ay, @y, ..., ay € R tels que YN, a;u; = 0, alors
Pourtoutl <j<N:ona
(L au)|y;) = 0,donc Y-, a;(u;u;) = 0, alors a; ||u]|| =0,

donc a; = O pourtout1 < j < N.

Theoreme 2.6.
Soient B = (eq, ey, ..., €,) Une base orthonormee de E et

X(X1, X9, 0 X)) 5, YY1, V2, o, V) € E alors,
1. x; = (x|e;) pourtout 1 < i <n.

2. (x|y) = Xiu1 %y

3. ||x|| =4 ?:1(xi)2-

Démonstration.
Onax = x,e; + xye, + -+ + x,€,, donc

1. (xle;) = ((x1e1 +xze5 + -+ xpepn)|e;)
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= x1 (e1]e;) + x5 (€2, €) + -+ x; (e, ;) + - + X (€, €;)
— —_—— ~———— —_——
= Xj.
2. (x,y) = ((x1€1 + -+ xpep)|(y1€1 + - + xXp€) )
= (x1e1|(y1€1 + =+ xpen))to. At (xpen|(vier + - + xpe))
= x1y1(e1le1) + xzy2(ez,€2) + -+ xpyn(enlen)
=X1Y1 T XYz + o XpYn.

2
3. ||x|| = (x]|x) = x1x%1 + X205 + -+ XX

= 4 ?:1(351')2-

Remarque 2.7.

Lorsqu’ on fixe une base orthonormée dans E, les régles de calculs sont
les mémes que dans R™ munit de sa structure euclidien canonique et de
sa base canonique.

2.3 Ortho-normalisation de Gram-Schmidt

Nous avons déja vu que I’existence d’une base orthonormée rend les
calculs dans I’espace euclidien semblables a ceux de R™. Dans ce
paragraphe, nous allons voir qu’on peut toujours construire une base
orthonormée a partir d’une base quelconque d’un espace euclidien.

Théoréeme 2.8.
Soit (uy,...,uy) une famille libre de vecteurs de E. Il existe une

famille orthonormée (e, ..., ey) Vérifiant :

pourtout1 < k < N: wvect ((el,...,ek)) = vect ((ul,...,uk) )
En particulier, de toute base de E on peut construire une base
orthonormee de E.
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Démonstration.

1°® étape. Construction d’une famille orthogonale (vy,...,vy)
vérifiant vect ((vl, e, Ug) ) = vect ((ul, ooy Ug) ) et (v, ug) + 0,
pourtoutl <i < N.

On raisonne par récurrence sur N.

Pour N = 2, soit (uq,u,) une famille libre de E.

On pose v; = uy, v, = u, + au, eton cherche la valeur de a qui rend
_ (ugup)
(ug,uq)’

u1) est orthogonale telle que

V1 1 (%) c-a-dire (ul, U, + Olul) = O, d’oua =

(ulluZ)

(ullul)

La famllle (171, vz) = (ul, U, —

(uq,v1) # 0et (vy,uy) # 0.
Soient maintenant N > 3. On suppose que de toute famille libre
(uq,...,uy), on peut construire une famille orthogonale (v4,...,vy)
vérifiant vect ((vl,...,vk)) = vect ((ul,...,uk) ) pour tout 1 <
i < N et on montreque cette propriété reste vrais pour toute fammile
libre de N+1 vecteurs de E.
Soit (uq,...,uy4+q) une famille libre de vecteurs de E. La famille
(uq,...,uy) est une famille libre de N vecteurs de E, d’aprés
I’hypothése de récurrence il existe une famille orthogonale (v, ..., vy)
vérifiant vect ((vl,...,vk)) = vect ((ul,...,uk) ) pour tout 1 <
k < N. On cherche un vecteur vy, sous la forme

Unt1l = V1 AU + -+ ayVy + Uyyq-
La famille (vq,...,vy) est orthogonale, donc pour tout 1 <i < N,

Wiluys1) = & (vilvy) + (uy 1 |vy).

La famille (v4,..., vy, vy+1) €St orthogonale si est seulement si

u Vi .
a; = — a1 gt tout 1 < i < N.
(vilvy
La famille (uq,u,, ..., uy4+1) st libre donc
Uyyq € vect(uq, Uy, ..., U,) = vect(vy, vy, ..., ),

ainsi
(Uun+1lv1) (Uun+11v2) (un+1lvn)
u -, ——=V, ...— ——vy * 0Oy.
N+L o vy 1 (wlvy 2 wnlony N E
Si on pose
v —yu _ (un4alv) o (Un+alv2) _ (wn+1lvw)

alors la famille (v4,..., vy, vy41) est orthogonale.
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(Un+1|v1) L (Un+1]v2) Vo + -+ (Wn+1lvn) vN)’
(v1lvy (v2]vy) (wnlvny
evect(vq,V,...vN)=vect (Uy,Uz,...Un)
donc vy, € vect(uq, Uy, ..., Uy, Uy41) AINSI
vect(Uq, Uy, o, Uy, Uy+q1) = vECt(V1, Uy, vy Uy, Ungt)-
2°re étape Soit (uq,...,uy) une famille libre de vecteurs de E.
D’aprés la premiére étape, il existe une unique famille orthogonale

(vq,...,vy) Verifiantpourtout 1 <k < N :

Onavyy; = Uytr — (

vect ((vy,...,v) ) = vect ((uyg,..., uy) ).
On pose e; = Lvi pourtout 1 < i < N. Alors, la famille cherchee

[lvill
est (e;)1<i<n-

Exemple.
On se place dans R3 munit de sa structure euclidien canonique, on

1 1
cherche une base orthonormée de F = vect | u; = <1>,u2 (0)
0 1
On pose v; = u,4 et on cherche a € R tel que v, = u, + av, et
vy Lu, =0.
v, L uyq sietseulementsi v, - vy = 0 c-a-dir u, - u; + auq -uqy =0,

2
Uqi-Uy

1 5 N
donc = — =—E,d0uu1=

1

Uqi-uq

La base orthonormée cherchée et
v v 1 1 1 1
=1 = 2 = — — | —
(el = Tall” 2 ||vz||> 1 I

2.4 Sous-espaces orthogonaux

Définition 2.9.
Soit F un sous-espace vectoriel de E. On définit I’orthogonal de F par
Ft={u€E:ulvVveEF}
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Exemple.
{O}* = E puisque (Og|v) = 0 pour tout v € E.
Définition 2.10.

Deux sous-espaces vectoriels F et ¢ de E sont dites orthogonaux si
F c G ou, ce qui revient au méme, si G c F*, on écrit dans ce cas
F1laG.

Proposition 2.11.
Soient u € E, F un sous-espace vectoriel de E de dimension p et
B, = (ey, ..., e,) une base de F. Alors, u € F* si et seulement si

(e;Ju) =0pourtout1 <i <p.

Démonstration.
e Siu € Ftalors (v|Ju) = 0 pour tout v € F, en particulier pour
v € {ey,...,ep}ontrouve (e;lu) = 0 pourtout 1 <i <p.
e Supposons (e;lu) = 0 pour tout 1 < e; < p. Soit v € F alors il
existe (xy, ..., x,) € RP tel que v = (x4, ...,xp)BF. Alors,

(vlu) = ((x161 + -+ xpep)|u) = x;(e;|u) + x;(e;Jlu) =0, donc
v L u. Le vecteur v est quelconque dans F, alors u € F*.

Proposition 2.12.
Soit F un sous-espace vectoriel de E alors F1 est un sous-espace
vectoriel de E,deplusE =F @ F*.

Démonstration.

Soientuy,u, € F* alors (uy|v) = (uy|v) = 0,Vv € F . Soient a, B €
R. Pourtoutv € F,ona ((au; + fu,)|v) = a(uy|v) + B(u,|v) = 0,
donc au; + fu, € F1, d’ou F* est un sous-espace vectoriel de E.
Montrons que E = F 6 F*.

SiF={0g}alorsFt =FetonakE = {0z} DE.

Supposons F # {0z} alors 0 < dim(F) < n.
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On pose p = dim(F). Soit B, = (ey, e, ..., e,) Une base orthonormee
de F alors il existe e,yq,..,ep €E tels que B, =
(e1,€z, ..., €p, €541, ..., €y) SOt UNE base orthonormée de E.
Soit x € E, alors il existe (xq, x5, ..., x,) € R™ tel que x = 7, x;e;.
Soit x € F* alors pour tout y € F : (x|y) = 0. En écrivant (x|y) =
0 pour les éléments de la base B, on trouve x; = 0 pour tout 1 < j <
p, alors x € vect{e,,s, ..., en}.
Soit x € vect{ey,q, ..., ey}, alors x = (0,0, s Xpa1) ...,xn)Bn, donc
(x|v) = 0 pour tout v € F alors x € Ft.
En résume tout x = (x4, x5, ..., X,) € F s’écrit sous la forme

x = (x1,%3, e, %, 0,0, ...,0) + (0,0, ...,0, Xp s 1, v\ Xp).

€F erlL

Six € FnFtalorsx L x,alors (x|x) = 0, d’ou x = Og, donc
E=F@F*

Corollaire 2.13.
e Soit F un sous espace vectoriel de F de dimension p alors la
dimension de F+ est n — p.
e (FHt=F.

Démonstration.

e Le premier point est un résultat direct de la proposition 2.12,

e On suppose que Dim(F) = p. Soit u € F alors pour tout v € F*
on a (u|v) =0, dou F c (FY)*L. D autre part, Dim((FY)1) =
n—(n—p)=p,alors F = (F})L.

Exemple.
E+ = ({OE}J-)J- = Og.

2.5 Application dans les espaces affines Euclidiens

Définition 2.14.
e Un espace affine euclidien est un espace affine attaché a un
espace euclidien.
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e Un repere orthogonal (resp. orthonorme¢) d’un espace affine
euclidien £ attaché a un espace euclidien E est un repére (0, B)

de € ou B est une base orthogonale (resp. orthonormeée) de E.

Dans toute la suite de ce chapitre, £ est un espace affine Euclidien

attachée a I’espace Euclidien E de dimension n.
2.5.1 Distance dans un espaces affines Euclidiens

Définition 2.15.
e Ladistance entre les deux point A,B € £est AB = ||E||.
e La distance entre une partie 2 non vide £ et un point A,B € £
estd(A, P) = min{d(A,M),M € P}.
e La distance entre deux parties non vides 2; et 2,de £ est
d(?1, 22 ) = min {d(N, M),N € P, M € P2},

Exemple
e PourtoutAe & d(4,A) =0.

e SiAepc g alors d(A,?2) =0.
e Si P21 et 2,sont deux parties de £ d’intersection non vide alors
d(?., 72) = 0.

Définition 2.16.
Soit ¥ un sous-espace affine de €. Soit A un point de €.

La projection orthogonale de A sur # est ['unique point H de ¥
vérifiant AH L Dir(%).

Définition 2.17.
Soient ¥ et A comme dans la définition 2.16. Alors

La projection orthogonale H de A sur Zest I’unique point de # tel
que d(A,7) = AH.
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Démonstration.
Onad(A, 7 = minue ~{AM}.

Pour tout M € T onaAH L HM , donc par le théoreme de Pythagore

AM = VAH? + HM?, donc la valeur minimal de AM prend sa plus
petite valeur  pour HM? = 0, c-a-dire H = M, ainsi AH = minwue »
{AM}.

2.5.2 Orthogonalité des sous-espaces affines

Définition 2.18.
Soient #et G deux sous-espaces affines de €. On dit que et G sont

orthogonaux et on écrit # L G- si Dir(¥) L Dir(&).

Proposition 2.19.
Soient Fet G deux sous-espaces affines orthogonaux alors ¥ N G est

soit vide soit un singleton.

Démonstration.
On sait que Dir(¥)n Dir (¥)* = {0z}, donc Dir(¥) L Dir(%) alors

Dir(F) n Dir(g) = {0g}.
Si ¥ N & n’est pas vide, alors il est un sous-espace affine de
direction {0z}, c-a-dire un singleton.

Proposition 2.20.
1) Soient D une droite de £ et A € &, alors il existe un seule

hyperplan orthogonal a D et passant par A.
2) Soient p un hyperplan de £ et A € &, alors il existe une seule

droite orthogonale a P et passant par A.

Démonstration.

1) On a Dir (D) et de dimension 1, donc i existe u € F tel que
Dir (D) = vect(u), ainsi tout hyperplan de direction F\
{vect{u}} est orthogonal a D. Il existe un seule hyperplan de
direction F\ {vect{u}} pasant par A, donc la preuve est terminée.
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2) On a Dir (P) et de dimensionn — 1, donc i existe u € F tel que
Dir (P) = F\ {vect{u}} ainsi toute droite de direction vect(u)
est orthogonal a P. Il existe une seule droite de direction vect{u}
pasant par A, donc la preuve est terminée.

2.5.3 Isométrie et similitude

Définition 2.21.

e Soit k un reel strictement positif. On appelle similitude de
rapport k toute application affine f de £ dans € multipliant
la distance par k,c-a-dire,

d(f(A),f(B)) = kd(AB),VABEE.
e Une similitude de rapport 1 s’appelle une isometrie.

Exemple

Toute homothétie de rapport @ est une similitude de rapport |«]|.
L’identité est une isométrie.

Toute homothétie de rapport —1 est une isométrie.

Toute translation est une isometrie.

Proposition 2.22.
Soit f une application affine de £ dans &, soit k > 0. Alors les
conditions suivantes sont equivalentes

1) f est une similitude de rapport k.

2) Pourtoutu € E : ||Linf (W)|| = k||u]].

3) Pour tout u,v € E :

(Lin f(w)|Linf (v)) = k?(ulv).
4) PourtoutA4,B,C,D € £

(F@FB|F©)f D)) = k*(AB|CD).

Démonstration
(1) =2)) Soit u € E. Il existe 4, B € £ tels que u = AB, alors

ILinf G| = ||Lin £ (AB)|| = |[Fca7B)]|
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= d(f(A), f(B))
= kd(4,B)
= k||AB||
= k| Jull.
(2) =3)) 1
(Lin f|Linf @) = 7 ([IF @) + F@I" = 11F @) = F@IIP)

=<(llfF@+I[° = 1If - v)I1?)
== (Il +vll* = 1w —vI1?)
= k?(ulv).

(3) =4)) Soit 4,B,C,D € £ : il existe u, v € E tel que AB = u,CD
v, alors

(FAFB|FCf D)) = (Lin f(AB)|Linf (CD))

= (Lin f(W)|Linf (v))
= k?(u|v)

= k?( AB|CD).
(4) =1)) Soit 4,B € £,

a(r . f®) = |(FF |7 ®)
= k(4B |aF)
— kd(A, B).

Corollaire 2.23.
Soit f une similitude. Alors, f conserve 1’orthogonalité, autrement

dit, pour tout A, B,C,D € £:AB L CD = f(A)f(B) L f(C)f(D).

Proposition 2.24.
Soit f une similitude de rapport k. Alors, f est bijective.

Démonstration.
Pour tous4,B € £ona

fA)=fB)= fAfB)=0
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= kAB =0

— A =8.
Alors, f est injective, donc Lin f est injective et comme E et de
dimension finie, il vient que Lin f est bijective ainsi f est bijective.
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