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Exercices sur le chapitre 1 

Exercice 01   

Soit E un espace affine attaché à 𝐸. Montrer les résultats suivants:  

1) pour tout 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ E , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. (Relation de Chasles). 

2) pour tout 𝐴, 𝐵 ∈   E ,  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

3) pour tout 𝐴, 𝐵, 𝑂 ∈ E, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 

4) pour tout 𝐴, 𝐵 ∈ E, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0𝐸 si et seulement si 𝐵 = 𝐴. 

5) pour tout 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ E, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ si et seulement si 𝐵 = 𝐶. 

 

 

Solution 

1) D’après l’axiome 2) de la définition 1.1, on a  

A+(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (𝐴 + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

             = 𝐵 + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

                                                 = 𝐶.                                       

D’après l’axiome 3) de la définition 1.1, et la définition de  

et la définition de 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, il vient 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

2) D’après la relation de Chasles et, on a 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 
D’autre part, d’après les axiomes 1) et 3) de la définition 

1.1, on a  𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0𝐸 alors 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0𝐸, d’où 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

3) Par la relation de Chasles, on a 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, alors par la 

propriété précédente 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 

4) On a :  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0𝐸 ⟺ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟺ 𝐴 = 𝐵. 

5) Si  𝐵 = 𝐶, on a clairement 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗.  

Supposons 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ alors −𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, donc  

0𝐸 = −𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, d’où 𝐵 = 𝐶. 

Exercice 02  

 Soient 𝐴, 𝐵, 𝐶 𝑒𝑡 𝐷 quatre points d’un espace affine E attaché à 𝐸. 

Montrer que les  propriétés suivantes sont équivalentes. 
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𝑎) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 

𝑏) 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 

𝑐) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 
 

 

Solution 

[a) ⟹ 𝒃)]  Si 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ alors 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, d’où  𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

[b) ⟹ 𝒄)]  Si 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, alors 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, donc  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, d’où  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

[c) ⟹ 𝒂)] Si 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, alors 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, donc 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

 

Exercice 03 

On munit E d’un repère (𝑂, 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛). 

Soit 𝐴(𝑎1, 𝑎_2, … , 𝑎_𝑛 ), 𝐵(𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) ∈ E.  Déterminer les 

composantes  du vecteur 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 
 

 

Solution.  

On a 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, −𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (

−𝑎1
−𝑎2
.

−𝑎𝑛

) et 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (

𝑏1
𝑏2
.
𝑏𝑛

) alors 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

𝑏1 − 𝑎1
𝑏2 − 𝑎2

.
𝑏𝑛 − 𝑎𝑛

). 

Exercice 04 

Soient 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ six points d’un espace affine E. Soit 𝐺 le 

barycentre de point pondérés (𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛾). 
Montrer que 𝛼𝐴𝐴′ + 𝛽𝐵𝐵′ + 𝛾𝐶𝐶′) = 0𝐸 si et seulement si  

Soit 𝐺 le barycentre de point pondérés (𝐴′, 𝛼), (𝐵′, 𝛽), (𝐶′, 𝛾). 
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Solution. 

On note  𝐺′ le barycentre de  point pondérés  (𝐴′, 𝛼), (𝐵′, 𝛽), (𝐶′, 𝛾). 

On suppose que 𝛼𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝛾𝐶𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0𝐸 . Pour tout 𝑀 ∈ E, on a  

𝐺𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑀𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

=
1

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
 (𝛼𝑀𝐴′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  + 𝛽𝑀𝐵′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛾𝑀𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)

−
1

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
(𝛼𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   + 𝛽𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛾𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

                = 
1

𝛼+𝛽+𝛾
(𝛼𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝛾𝐶𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 0𝐸 . 

Alors 𝐺 = 𝐺 ′. 

Supposons maintenant 𝐺 = 𝐺 ′ alors    {
𝛼𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛾𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0𝐸

𝛼𝐺𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽𝐺𝐵′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛾𝐺𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0𝐸
, 

donc  

𝛼𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝛾𝐶𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

= (𝛼𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛾𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗) + (𝛼𝐺𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽𝐺𝐵′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛾𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

                   = 0 𝐸 + 0 𝐸  =  0 𝐸. 

Exercice 05 

Soient 𝐴, 𝐵, 𝐶 trois points de E, soient 𝑃 le barycentre de points 

pondérés (𝐴, 1), (𝐵, 2) (𝐶, 4) et 𝑄 le barycentre de points pondérés 

(𝐴, 2), (𝐵, 3), (𝐶, 1). 

1)  Calculer   𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗. 
2) On suppose que E et de dimension 2 et le munit d’un repère  

(𝑂, 𝑒1, 𝑒2). Calculer les composantes du vecteur  𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ en 

fonction de cordonnées de  𝐴, 𝐵 𝑒𝑡 𝐶. 

 

 

Solution. 

1) On a  
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𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑄𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

       = 
1

7
(2𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 4𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) −

1

6
(3𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

       = −
9

42
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

17

42
𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

2) On suppose que 𝐴(𝑎1, 𝑎2), 𝐵(𝑏1, 𝑏2), 𝐶(𝑐1, 𝑐2) alors  

𝑃 (
𝑎1+2𝑏1+4𝑐1

7
,
𝑎2+2𝑏2+4𝑐2

7
) et  𝑄 (

2𝑎1+3𝑏1+𝑐1

6
,
2𝑎2+3𝑏2+𝑐2

6
), d’où  

 

𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
−8𝑎1−9𝑏1+17𝑐1

42
,
−8𝑎2−9𝑏2+17𝑐2

42
). 

Exercice 06  

Soit F un sous-espace affine de E. Soient A,B et C trois points de F 

et 𝐷 le point de E  vérifiant 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .  Montrer que 𝐷 ∈ 

F. 

 

 

Solution. 

On a 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗   implique 

 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 2𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , donc  

3𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 5𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0𝐸, alors 𝐷 est le barycentre de points 

pondérés (𝐴, 3), (𝐵, −5) 𝑒𝑡 (𝐶, −1), d’où l’appartenance de  𝐷 à F, 

car ce dernier est stable par barycentration. 

Exercice 07 

Dans l’espace affine de dimension 3 rapporté à un repère cartésien, 

soient D la droite dirigée par le vecteur  (3, −1, 1)  et passant par le 

point  (2, 0, 1) et  P le plan passant par le point (1, −1, 1) et de 

dirigé par les vecteurs  (2,−3, 1) 𝑒𝑡 (1, 2, 0).  Déterminer 𝑃 ∩ 𝐷. 

 

 

Solution. 

On a  𝑃: {

𝑥 = 2𝛼 + 𝛽 + 1
𝑦 = −3𝛼 + 2𝛽 − 1

𝑧 = 𝛽 + 1
,   𝛼, 𝛽 ∈ ℝ et  𝐷: {

𝑥 = 3𝑡 + 2
𝑦 = −𝑡
𝑧 = 𝑡 + 1

,   𝑡 ∈ ℝ  



Mohamed Saadi                              Université d’Oum El Bouaghi                       Géométrie : 2L MATH 

 

Page 5 

 

Le système   {

2𝛼 + 𝛽 + 1 = 3𝑡 + 2
−3𝛼 + 2𝛽 − 1 = −𝑡
𝛽 + 1 = 𝑡 + 1

 n’admet pas des solutions, alors  

𝑃 ∩ 𝐷 = Φ. 

Exercice 08  

Soit, dans l’espace affine de dimension 3, 𝐷1 une droite définie par 

un 

point 𝐴1et un vecteur directeur 𝑢1 et 𝐷2 une droite définie par un 

point 𝐴2 et un vecteur directeur 𝑢2.  

Montrer que 𝐷1 et 𝐷2 sont coplanaire (de même plan)  si et 

seulement si les trois vecteurs 𝑢1, 𝑢2 et 𝐴1𝐴2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    sont liés.  

 

 

 

Solution. 

 (⟹) Supposons que 𝐷1 et 𝐷2 sont coplanaires c’est à dire il existe un 

plan 𝑃 tel que 𝐷1 ⊂ 𝑃 et 𝐷2 ⊂ 𝑃. Alors  𝐴1, 𝐴2 ∈ 𝑃 𝑒𝑡 𝐴1𝐴2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑢1, 𝑢2 ∈

𝑑𝑖𝑟 (𝑃). La dimension de P est 2 donc  𝐴1𝐴2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑢1 et 𝑢2 sont liés. 

(⟸) Supposons les trois vecteurs 𝑢1, 𝑢2 et 𝑢3 = 𝐴1𝐴2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    sont liés.  

Soit  𝐹 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) alors  1 ≤ Dim (𝐹) ≤ 2.  On distingue deux 

cas. 

1er cas : 𝐷𝑖𝑚 (𝐹) = 1, alors dir (𝐷1) = 𝑑𝑖𝑟(𝐷2) et les deux droites  

𝐷1  et  𝐷2 sont inclues dans le plan passant par 𝐴1 et dirigé par 𝑢1 et 

𝑣 où 𝑣 est un vecteur non colinéaire avec 𝑢1. 
2ème cas : 𝐷𝑖𝑚 (𝐹) = 2, et on distingue  encore deux cas. 

 𝐹 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑢1, 𝑢2), alors il existe 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ tel  que 𝐴1𝐴2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑢3 =

𝛼𝑢1 + 𝛽𝑢2. Soit  𝑃 = {𝑀:𝐴1𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∈ 𝐹}. 

Soit 𝑀 ∈ 𝐷1 alors il existe 𝛼1 ∈ ℝ : 𝐴1𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝛼𝑢1, donc 𝑀 ∈ 𝑃 ainsi 

𝐷1 ⊂ 𝑃. 

Soit 𝑁 ∈ 𝐷2 alors il existe 𝛼2 ∈ ℝ : 𝐴2𝑁⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝛼2𝑢2, donc  

𝐴1𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴1𝐴2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +  𝛼2𝑢2 = 𝛼𝑢1 + (𝛽 + 𝛼2)𝑢2, d’où l’appartenance de 𝑁 

à 𝑃 et donc  𝐷2 ⊂ 𝑃. 
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 𝐹 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑢1, 𝑢3) ou 𝐹 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑢2, 𝑢3).  On se procède comme 

dans  le cas précédant (les détails sont laissés au lecteur). 

 

Exercice 09 

Soit, dans l’espace affine de dimension 3 rapporté à un repère 

cartésien, 𝑃 un plan d’équation 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 =  0 et 𝐷  une 

droite de vecteur directeur u(𝛼, 𝛽, 𝛾). 

Donner une condition pour que 𝐷 soit parallèle à 𝑃. 

 

 

Solution. 

On a (𝑎, 𝑏, 𝑐) ≠ (0,0,0). On suppose que  . Alors,  

Cas 1, 𝒂 ≠ 𝟎 ∶ On a  

 𝐴 (−
𝑑

𝑎
, 0,0) , 𝐵 (−

𝑑+𝑐

𝑎
, 0,1) , 𝐶 (−

𝑑+𝑏

𝑎
, 1,0) ∈ 𝑃. 

Il est clair que 𝑃 est orienté par les vecteurs   𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (−
𝑐

𝑎
, 0,1)  et 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−
𝑏

𝑎
, 1, −1). 

Donc (𝛼, 𝛽, 𝛾) ∈ 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) est une condition nécessaire suffisante 

pour que 𝐷 soit parallèle à 𝑃. 

(𝛼, 𝛽, 𝛾) ∈ 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) ⟺ ∃𝑡, 𝑠 ∈ ℝ tels que  

{
𝑎𝛼 = −𝑐𝑡 − 𝑏𝑠
𝛽 = 𝑠               

𝛾 = 𝑡 − 𝑠               
alors  𝑎𝛼 = −𝑐(𝛾 + 𝛽) − 𝑏𝛽. 

Cas 2, 𝒃 ≠ 𝟎  

 𝐴 (0,−
𝑑

𝑏
, 0) , 𝐵 (0, −

𝑑+𝑐

𝑏
, 1) , 𝐶 (1,−

𝑑+𝑎

𝑏
, 0) ∈ 𝑃. 

𝑃 est orienté par les vecteurs   𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (0, −
𝑐

𝑏
, 1)  et 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(1, −

𝑎

𝑏
, −1). 
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 𝐷 est parallèle à 𝑃 il suffit qu’ il existe 𝑡, 𝑠 ∈ ℝ  tels que 

{

𝛼 = 𝑠                     
𝑏𝛽 = −𝑡𝑐 − 𝑠𝑎    
𝛾 = 𝑡 − 𝑠          

autrement dit  𝑏𝛽 = −𝑐(𝛾 + 𝛼) − 𝛼𝑎. 

Cas 3, 𝒄 ≠ 𝟎  

 𝐴 (0,0, −
𝑑

𝑐
) , 𝐵 (0,1, −

𝑑+𝑏

𝑐
) , 𝐶 (1,0, −

𝑑+𝑎

𝑐
) ∈ 𝑃. 

𝑃 est orienté par les vecteurs   𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (0,1, −
𝑏

𝑐
)  et  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (1, −1,−

𝑎

𝑐
). 

 𝐷 est parallèle à 𝑃 s’il existe 𝑡, 𝑠 ∈ ℝ  tels que 

{

𝛼 = 𝑠                     
𝛽 = 𝑡 − 𝑠            

𝑐𝛾 = −𝑏𝑡 − 𝑎𝑠          
autrement dit   

𝑐𝛾 = −𝑏(𝛽 + 𝛼) − 𝑎𝛼. 

Application.  

Soit  𝑃: 2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 − 4 = 0 et (𝛼, 𝛽, 𝛾) .  si  2𝛼 = −3𝛾 − 2𝛽 

ou 𝛽 = −3𝛾 − 5𝛼  ou   3𝛾 = −𝛽 − 3𝛼  alors 𝐷 est parallèle à 𝑃  

Exercice 10 

L’espace affine de dimension 3 est rapportée à un repère cartésien. 

1) Écrire l’équation  du plan 𝑄 passant par le point (0, 1, 0) et 

parallèle au plan d’équation 𝑃: 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 3 =  0. 

2) Soit  D la droite d’équations x + y − z + 3 = 0, 2x + z − 2 = 0. 

Donner l’équation du plan L contenant D et passant par le point  

(1, 1, 1). 
 

 

Solution. 

1) On a 𝐴(−3, 0, 0), 𝐵(0,−3, 0), 𝐶(0, 0, 3) ∈ 𝑃. 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (3,−3, 0) et 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(3, 0, 3) sont linéairement indépendant, alors 𝑃 

est orienté par les vecteurs 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  et 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 
Comme 𝑃 et 𝑄 sont parallèle il vient que Q est aussi orienté par les 

vecteurs 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  et 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. Un paramétrage de Q est alors  
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{

𝑥 = 3𝛼 + 3𝛽
𝑦 = −3𝛼 + 1
𝑧 = 3𝛽

, 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ. 

De la première  et la deuxième  équation on a 𝛽 =
1

3
(𝑥 + 𝑦 − 1). 

On remplace dans la troisième équation on trouve l’équation de 𝑄. 

Q : 𝑧 = 𝑥 + 𝑦 + 1 

2) 𝐷: {
𝑥 +  𝑦 −  𝑧 +  3 =  0
2𝑥 +  𝑧 −  2 =  0

, donc un paramétrage de 𝐷 est  

 

{
𝑥 = −𝑡 + 1
𝑦 = 3𝑡 − 4
𝑧 = 2𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ. 

 

On a 𝐴(1, −4,0), 𝐵(0, −1,2), 𝐶(1,1,1) ∈ 𝐿. Les vecteurs 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,3,2) 

et 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,5,1) sont linéairement indépendant, donc on peut trouver un 

paramétrage de 𝐿 et donc une équation cartésienne.  

 

Exercice 11 

Soient 𝑓: E → E′ et 𝑔: E′ → E′′ deux applications affines. Alors 𝑓 ∘

𝑔 : E → E′′ est une application affine et  𝐿𝑖𝑛(𝑔 ∘ 𝑓) = 𝐿𝑖𝑛𝑔 ∘ 𝐿𝑖𝑛𝑓. 

 

 

Solution. 

Rappelons que la composée de deux application linéaire est une 

application linéaire. 

Pour tout 𝐴, 𝐵 ∈ E : 𝑓(𝐴)𝑓(𝐵)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐿𝑖𝑛𝑓(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗). 

D’autre part,  

𝑓 ∘ 𝑔(𝐴)𝑓 ∘ 𝑔(𝐵)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐿𝑖𝑛𝑔 (𝑓(𝐴)𝑓(𝐵)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = 𝐿𝑖𝑛𝑔(𝐿𝑖𝑛𝑓(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)), 

donc 𝑔 ∘ 𝑓(𝐵) = 𝑔 ∘ 𝑓(𝐴) + 𝐿𝑖𝑛𝑓 ∘ 𝐿𝑖𝑛𝑔(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗).  
Ainsi 𝑔 ∘ 𝑓 est affine de partie linéaire 𝐿𝑖𝑛𝑓 ∘ 𝐿𝑖𝑛𝑔. 

 

Exercice 12 

Soient 𝑓: E → E′ une application affine.  Alors  

1- 𝑓 est injective ⟺ 𝐿𝑖𝑛 𝑓 est injective, 

2- 𝑓 est surjective ⟺ 𝐿𝑖𝑛 𝑓 est surjective, 
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3- 𝑓  est bijective ⟺ 𝐿𝑖𝑛 𝑓 est bijective, et dans ce cas 𝑓−1 est 

une application affine et 𝐿𝑖𝑛(𝑓−1) = (𝐿𝑖𝑛𝑓)−1. 

 

 

Solution. 

1- (⟹) Supposons 𝑓  injective. Soient 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸 tels que  

𝐿𝑖𝑛𝑓(𝑢) = 𝐿𝑖𝑛𝑓(𝑣).  
Soit 𝐴 ∈ E, on a 𝑓(𝐴) + 𝐿𝑖𝑛𝑓(𝑢) = 𝑓(𝐴) + 𝐿𝑖𝑛𝑓(𝑣), donc  

𝑓(𝐴 + 𝑢) = 𝑓(𝐴 + 𝑣), ce qui implique 𝐴 + 𝑢 = 𝐴 + 𝑣, car 𝑓 est 

injective, d’où 𝑢 = 𝑣 et 𝐿𝑖𝑛𝑓 est injective. 

(⟸)Supposons 𝑓 non injective.  Il existe alors deux points distincts 𝐴 

et 𝐵 tel que 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐵), donc  

𝑓(𝐵) = 𝑓(𝐴 + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑓(𝐴) + 𝐿𝑖𝑛𝑓(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑓(𝐵) + 𝐿𝑖𝑛𝑓(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗), donc 

𝐿𝑖𝑛𝑓(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0𝐸 , ainsi  𝐾𝑒𝑟(𝐿𝑖𝑛𝑓) ≠ 0𝐸, d’où 𝐿𝑖𝑛𝑓 n’est pas 

injective. 

2- (⟹) Supposons 𝑓 surjective. Soit 𝑣 ∈ 𝐸′, il existe 𝐴′, 𝐵′ ∈ E tels 

que 𝑣 = 𝐴′𝐵′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . Comme f est surjective il existe 𝐴, 𝐵 ∈ E tels que 

𝐴′ = 𝑓(𝐴) et 𝐵′ = 𝑓(𝐵), alors 𝑣 = 𝐴′𝐵′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐿𝑖𝑛𝑓(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗), avec 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∈ 𝐸, d’où la surjectivité de 𝐿𝑖𝑛𝑓. 

     (⟸)  Supposons Lin𝑓 surjective. Soit 𝐴 ∈ E et 𝐴′ = 𝑓(𝐴). 

Soit 𝐵′ ∈ E′, il existe 𝑢′ ∈ 𝐸′ tel que 𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑢′, comme 𝐿𝑖𝑛𝑓 est 

surjective, il existe 𝑢 ∈ 𝐸 tel que 𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑢′ = 𝐿𝑖𝑛𝑓(𝑢), 
Alors, 𝐵′ = 𝑓(𝐴) + 𝐿𝑖𝑛𝑓(𝑢), d’où l’existence de 𝐵 = 𝐴 + 𝑢 tel 

que 𝑀′ = 𝑓(𝑀) ainsi 𝑓 est surjective. 

3- L’ équivalence découle des deux question précédentes. 

Supposons 𝑓 bijective alors 𝐿𝑖𝑛𝑓  est aussi bijective. 

Montrons que 𝑓−1 est bijective de partie linéaire (𝐿𝑖𝑛𝑓)−1. 

Soient 𝐴 ∈ E, 𝐴′ = 𝑓(𝐴) et 𝑔: E′ →E l’application affine de partie 

linéaire (𝐿𝑖𝑛𝑓)−1 tel que 𝑔(𝐴′) = 𝐴. 

Pour tour 𝐵 ∈ E′ : 𝑔(𝐵) = 𝑔(𝐴) + (𝐿𝑖𝑛𝑓)−1(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗).  

Pour tout 𝑀 ∈ E : 

𝑔 ∘ 𝑓(𝑀) = 𝑔(𝑓(𝑀)) = 𝑔(𝐴′ + 𝐿𝑖𝑛𝑓(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  )) 

                                     = 𝑔(𝐴′) + (𝐿𝑖𝑛𝑓)−1(𝐿𝑖𝑛𝑓(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ))) 

                                          = 𝐴 + 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   = 𝑀. 
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Donc 𝑔 = 𝑓−1, ainsi 𝑓−1 est linéaire de partie linéaire (𝐿𝑖𝑛𝑓)−1. 
 

Exercice 13  

Soit 𝑓: E → E′ une  application affine.   

 Soit F  un sous-espace affine de E alors  𝑓(F) est un sous-

espace affine de E′ et dir (𝑓(F)) = 𝐿𝑖𝑛𝑓(dir(F)). 

 Soit G  un sous-espace affine de E′ alors  𝑓−1(G) est un sous-

espace affine de E  et dir (𝑓(G)) = 𝐿𝑖𝑛𝑓−1(dir(G)). 

 

 

Solution.  

Devoir  

 

Exercice 14 

L’espace affine E est muni d’un repère (O, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3). On désigne 

par 𝐻𝐴,5 l’homothétie de centre 𝐴(4 , −2, 0) et de rapport 5 . 

 Soit 𝑃 le plan  d’équation 2𝑥 − 3𝑦 − 𝑧 = 2 . 

 Déterminer l’équation de l’image 𝑃′ de 𝑃 par HA,5. 

  

Solution.  

Si 𝑀′(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) est limage de 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) par 𝐻𝐴,5 alors 𝐴𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 5𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , 

donc {
𝑥′ = 5𝑥 − 24
𝑦′ = 5𝑦 + 8

𝑧′ = 5𝑧

 c-à-dire  

{
 
 

 
 𝑥 =

1

5
(𝑥′ + 24)

𝑦 =
1

5
(𝑦 − 8)

𝑧 =
1

5
𝑧′

, 

𝑃′ : 
2

5
(𝑥′ + 24) −

3

5
(𝑦′ − 8) −

1

5
𝑧′ = 2, d’où 

 𝑃′: 2𝑥 − 3𝑦 − 𝑧 = −62 

 

Exercice 15 

Le plan  affine E est muni d’un repère (O, 𝑒1, 𝑒2). 

Soient 𝐴(1, −1),𝐵(0,2) de points de E et 𝑢(2, 2) un vecteur de E. 

1. Ecrire l’expression analytique des applications affines 

suivantes :   𝑡𝑢, 𝐻𝐴,2, 𝐻𝐴,3,   𝐻𝐵,−1 
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2. Déterminer la nature et les caractéristiques de chacun des 

applications affines suivantes : 

𝑡𝑢 ∘ 𝐻𝐴,3, 𝐻𝐴,2 ∘  𝐻𝐴,3 et 𝐻𝐴,2 ∘ 𝐻𝐵,−1 

 

 

Solution. 

1.  

𝑡𝑢: {
𝑥′ = 𝑥 + 2
𝑦′ = 𝑦 + 2

,                𝐻𝐴,2: {
𝑥′ = 2𝑥 − 1
𝑦′ = 2𝑦 + 1

 

𝐻𝐴,3: {
𝑥′ = 3𝑥 − 2
𝑦′ = 3𝑦 + 2

,             𝐻𝐵,−1: {
𝑥′ = −𝑥

𝑦′ = −𝑦 + 4
1

 

2. 𝑡𝑢 ∘ 𝐻𝐴,3 ∶             𝑀(𝑥, 𝑦) →
𝐻𝐴,3

𝑀′ (𝑥′, 𝑦′) →
𝑡𝑢
𝑀′′(𝑥′′, 𝑦′′), 

On a  {
𝑥′′ = 𝑥′ + 2
𝑦′′ = 𝑦′ + 2

  𝑒𝑡   {
𝑥′ = 3𝑥 − 2
𝑦′ = 3𝑦 + 2

 , donc  

{
𝑥′′ = (3𝑥 − 2) + 2 = 3𝑥

𝑦′′ = (3𝑦 + 2) + 2 = 3𝑦 + 4
 , d’où  

𝑡𝑢 ∘ 𝐻𝐴,3: {
𝑥′ = 3𝑥

𝑦′ = 3𝑦 + 4
 .  

Si 𝑀(𝑥, 𝑦) est un point fixe de  𝑡𝑢 ∘ 𝐻𝐴,3  alors   {
𝑥 = 3𝑥

𝑦 = 3𝑦 + 4
, 

donc 𝑡𝑢 ∘ 𝐻𝐴,3 admet un oint fixe unique 𝐴0(0,−2). 

𝐴0𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (
3𝑥

3𝑦 + 6
) = 3 (

𝑥
𝑦 + 2) = 3𝐴0𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗, donc 𝑡𝑢 ∘ 𝐻𝐴,3 = 𝐻𝐴0,3. 

𝐻𝐴,2 ∘ 𝐻𝐴,3 ∶             𝑀(𝑥, 𝑦) →
𝐻𝐴,3

𝑀′ (𝑥′, 𝑦′) →
𝐻𝐴,2

𝑀′′(𝑥′′, 𝑦′′), 

On a  {
𝑥′′ = 2𝑥′ − 1
𝑦′′ = 𝑦′ + 1

  𝑒𝑡   {
𝑥′ = 3𝑥 − 2
𝑦′ = 3𝑦 + 2

 , donc  

{
𝑥′′ = 6𝑥 − 5
𝑦′′ = 6𝑦 + 5

 , d’où  𝐻𝐴,2 ∘ 𝐻𝐴,3: {
𝑥′ = 6𝑥 − 5
𝑦′ = 6𝑦 + 5

 .  

Si 𝑀(𝑥, 𝑦) est un point fixe de 𝐻𝐴,2 ∘ 𝐻𝐴,3  alors   {
𝑥 = 6𝑥 − 5
𝑦 = 6𝑦 + 5

, 

donc 𝐻𝐴,3 ∘ 𝑡𝑢 admet un point fixe unique 𝐴(1, −1). 

𝐴𝑀′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (
6𝑥 − 6
6𝑦 + 6

) = 6 (
𝑥 − 1
𝑦 + 1

) = 6𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , donc 𝐻𝐴,2 ∘ 𝐻𝐴,3 = 𝐻𝐴,6. 
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𝐻𝐴,3 ∘ 𝐻𝐵,−1 ∶             𝑀(𝑥, 𝑦) →
𝐻𝐵,−1

𝑀′ (𝑥′, 𝑦′) →
𝐻𝐴,3

𝑀′′(𝑥′′, 𝑦′′), 

On a  {
𝑥′′ = 3𝑥′ − 2
𝑦′′ = 3𝑦′ + 2

  𝑒𝑡   {
𝑥′ = −𝑥

𝑦′ = −𝑦 + 4
 , donc  

{
𝑥′′ = −3𝑥 − 2
𝑦′′ = −3𝑦 + 14

 , d’où  𝐻𝐴,3 ∘ 𝐻𝐵,−1: {
𝑥′ = −3𝑥 − 2
𝑦′ = −3𝑦 + 14

 .  

Si 𝑀(𝑥, 𝑦) est un point fixe de  𝐻𝐴,3 ∘ 𝐻𝐵,−1  alors   

{
𝑥 = −3𝑥 − 2
𝑦 = −3𝑦 + 14

 ,  donc 𝐻𝐴,3 ∘ 𝑡𝑢 admet un point fixe 

unique𝐴1(−
1

2
,
7

2
). 

𝐴𝑀′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (
−3𝑥 −

3

2

−3𝑦 +
21

2

) = −3(
𝑥 +

1

2

𝑦 −
7

2

) = −3𝐴1 𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , donc 𝐻𝐴,3 ∘ 𝐻𝐴,2 =

𝐻𝐴1,−3. 

 

 

 

 

 


