Chapitre 01 :

Statistique descriptive




1.1 Introduction:

La statistique descriptive est un ensemble de méthodes permettant de d écrire et
d’analyser des phénomenes susceptibles d’étre dénombrés et classés. Elle a pour but de
d’écrire et non d’expliquer.

1.1.1 Concepts de base :

e Population : On appelle population I’ensemble étudié c’est-a-dire I’ensemble sur
lequel porte notre étude statistique.

e Individue ou unité statistique : On appelle individu tout élément de la population.

e Echantillon : est un sous ensemble de la population étudiée. Nombre d’individus
dans un échantillon noté n est appelé taille de 1’échantillon.

e Caractére (Variable statistique) : propriété commune aux individus de la
population, que I’on veut étudier.

Remarque 1.1 : Soit Q un ensemble. On appelle et on note Card (1), le nombre
d’éléments de ().

Card(Q) := nombre d'élémentsde Q := N.

e Modalités : Les modalités d’une variable statistique sont les différentes valeurs que
peut prendre celle-ci.

Exemple 1.1. Nous résumons les différents concepts dans cet exemple :

Population : I’ensemble des tous les employés d’une usine.

Individu : chaque employé¢ de 'usine.

Caractére : le salaire, 1’état matrimonial, le nombre d’enfants, ... etc.

Les modalités du caractére : marié, célibataire, divorcé et veuf sont les modalités de
I’état matrimonial, par exemple.

1.1.2 Types de caractéres :

On distingue deux types de caractéres : qualitatif et quantitatif.

Caractere qualitatif
Définition 1.1. Un caractére est dit qualitatif lorsque ses modalités ne sont pas
mesurables.
Exemple 1.2. Les couleurs du pelage : I’ensemble des modalités est
{noir,marron, blanc, ...}
Caractére quantitatif
Définition 1.2. Un caractere est dit quantitatif lorsque ses modalités sont des nombres.
On lui donne souvent le nom de variable statistique.
Une variable statistique peut étre :
» Discreéte : Si elle prend des valeurs isolées.
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Exemple 1.3. Le nombre d’enfants d’une famille.

» Continue : Lorsqu’elle peut prendre n’importe quelle valeur dans son domaine de
variation.

Remarque 1.2. Dans le cas continu, le nombre de ces valeurs est toujours tres grand.
Dans ce cas, on regroupe toutes ces valeurs en classes.

En général, toutes les grandeurs liées a [’espace (longueur, surface, volume, ...), au

temps (dge), a la masse (poids, teneur, ...) ou a des combinaisons (vitesse, débit, ...)

sont des variables statistiques continues.

1.2 Tableaux statistiques et représentations graphiques :
Soit une population composée de » individus, sur laquelle on a étudié¢ un caractere
possédant k valeurs possibles. Ces valeurs x4, x5, ..., X sont des modalités (cas
qualitatif) ou des nombres (cas quantitatif).
Soient :

n; le nombre d’individus ayant pris la valeur x;

nz le nombre d’'individus ayant pris la valeur x,

n, le nombre d'individus ayant pris la valeur x;
n; est appelé fréquence ou effectif de la valeur x; et n est I’effectif total.
On appelle fréquence relative ou effectif relatif de la valeur x; la quantité :
n; n;
fi 2# (ouen% f; =;‘>< 100%)

C’est la proportion d’individus ayant pris la valeur x;.
K

Zni:nl‘l'nz‘l'"“l'nk:n
i=1

K
z ittt fim btk o
DS hithot ot fe= A <=
1=
Modalités Effectifs Fréquences relatives
(x) (no) ™
L L (fl n)
n;
X1 et fi= Y
n;
X2 ny f2 = n
Xk Ny fi = ;‘
K K
Total Znizn Zfi=1
i=1 i=1

Tableau des effectifs et des fréquences relatives
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1.2.1 Tableau statistique relatif a un caractére qualitatif et sa représentation

graphique :

Nous allons utiliser souvent I’exemple ci-dessous pour illustrer les énoncés de cette

section.

Exemple 1.4. On veut étudier les lois de Mendel sur le caractére couleur de la fleur de
Balsamine. Pour cela on étudiera le croisement des plantes hétérozygotes. On obtient

quatre couleurs : pourpre, rose, blanc-lavande et blanche.

Population : les plantes de Balsamine.
Individu : une plante.
Caractére étudié : couleur de la fleur.

) Tableau statistique

On définit les effectifs cumulés N; par la somme des effectifs correspondants aux

valeurs de la variable statistique inférieure a x; 4.

C’est-a-dire :

N2:n1+n2

N3=n1+n2+n3

Ni=n +n,+nz+--+mn

De la méme fagon on définit la fréquence relative cumulée F; par : F; = Z§-=1 fs

\ N.
dou: F; = —.

n
Modalités x; | Effectif | Fréquences | f; en % Effectifs Fréquences
n; relatives f; cumulés N; | relatives cumulées
Fi
Pourpre 1790 0.5778 57.78% 1790 0.5778
Rose 547 0.1766 17.66% 2337 0.7544
Blanc-Lavande | 548 0.1769 17.69% 2885 0.9313
Blanche 213 0.0688 6.88% 3098 1
Total 3098 4 100%
2 fi=1
i=1

II) Représentation graphique

L’information résumée dans un tableau statistique se traduit par un graphique pour en
réaliser une synthese visuelle.




a) Représentation par tuyaux d’orgue (diagramme en colonnes)

Dans ce cas, le graphe s’obtient en construisant autant de colonnes que des modalités du
caractere qualitatif. Ces colonnes sont des rectangles de bases constantes et de hauteurs
proportionnelles aux fréquences relatives.
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0.1769 *
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Figure 1.1 : Représentation en tuyaux d’orgue des fréquences relatives.

b) Représentation par le diagramme circulaire (camembert)
n;
a; = f; X 360° =;><360°

Les angles correspondant de I’exemple sont :
a; = 0.5778 x 360° = 208.01° = Pourpre
a, = 0.1766 x 360° = 63.58° = Rose
az = 0.1769 x 360° = 63.68° - Blanc — Lavande
a, = 0.0688 x 360° = 24.77° = Blanche




17.69%
Blanc-
Lavande

17.66%

Rose

Figure 1.2 — Diagramme en camembert des fréquences relatives.

1.2.2 Tableaux statistiques relatifs a un caractere quantitatif et représentations
graphiques :
1) Cas d’une variable statistique discrete :

Exemple 1.5. Lors d’un contrdle d’une chaine de médicaments, on s’intéresse au
nombre de comprimés défectueux dans un lot. L’étude de 200 lots a donné les résultats
suivants :
» 75 lots ont 0 comprimés défectueux ;
» 53 lots ont 1 comprimé défectueux ;
» 39 lots ont 2 comprimés défectueux ;
» 23 lots ont 3 comprimés défectueux ;
» O lots ont 4 comprimés défectueux ;
» 1 lota 5 comprimés défectueux.
Population : I’ensemble des lots des médicaments.
Individu : un lot.
Caractére étudié : nombre de comprimés défectueux.
Modalités : 0, 1,2, 3,4 et 5.

I Tableau statistique

Modalités | Effectif n; | Fréquence | f;en % N; 7 E; 7
X; relative f;

0 75 0.375 37.5% 75 0.375
1 53 0.265 26.5% 128 0.64
2 39 0.195 19.5% 167 0.835
3 23 0.115 11.5% 190 0.95
4 9 0.045 4.5% 199 0.995
5 1 0.005 0.5% 200 1
Total 200 1 100%

IT) Représentation graphique




a) Diagramme en batons (Polygone des fréquences relatives)
On utilise le diagramme en batons pour représenter les effectifs n; et les fréquences
relatives f; . A chaque marque correspond un baton. Les hauteurs des batons sont
proportionnelles aux effectifs (aux fréquences relatives) représentés.
Dans le cas du graphe des fréquences relatives, en joignant les sommets des batons on
obtient le polygone des fréquences relatives.

L
fi 0.05
0.4 0.375 1
B ~
0.3 = ..0.265 cﬂ/_r,_,,_»PnlygDne des fréquences
= relatives
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0.1 T 0115
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Figure 1.3 — Diagramme en escalier des fréquences relatives.
b) Courbe des fréquences relatives cumulées (courbe cumulative).

Remarque 1.3.

fi=1

-

i=1
F,=0 si x; <x
F,=1 si x; <xp
ou xq est la plus petite valeur observées et x, est la plus grande valeur observée.

Soit X une variable statistique discrete et x4, X5, ..., X, les valeurs rangées dans I’ordre
croissant. La fonction de répartition d’une v.s. discrete est définie de R dans [0; 1] et est
donnée par :

( U .\1 T < Iy,
1, 8L T LT < To
fl +: /.2 s1 4 W A L
fl +/‘_)++f¢ s I; ‘;’:J‘ < T§i1s
(1 S1 T > Tk




Ecrivons la fonction de répartition de la variable statistique X de I’exemple des

comprimé¢s défectueux (I’exemple 1.5) :

(0, si z < 0;
0375, s10<z<1;
064, 811 <E=<=d:
Flz)=1< D.835, s12< <3;
095, =s13<z<{4;
0,995, s14d<zx<?5H;
| 4, s1 T > D.

La courbe cumulative est la représentation graphique des fréquences relatives cumulées.
Dans le cas discret, la courbe cumulative est une courbe en escalier, dont les paliers
horizontaux ont pour coordonnées (x;, F;).
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Figure 1.7 — Courbe des fréquences relatives cumulées (courbe cumulative).

IITI) Parametre de Position (caractéristique de tendance centrale) :

Les indicateurs statistiques de tendance centrale (dits aussi de position) considérés
fréquemment sont 1a moyenne, la médiane et le mode.

e L.a moyenne arithmétique :

Soient X une variable statistique discréte et x4, x5, ..., Xj ses valeurs, pour lesquelles
correspondent les effectifs 1y, 15, ..., ny ; avec n =y, n; I’effectif total.

La moyenne arithmétique notée X de cette série statistique, est définie par :

K
i=1

8

X =

S|r




Remarque 1.4.

k
_ 1 Nnixy + nyxy + -+ npxyg
X =- n;x; =

n

n
i=1
ny n, ng
=—X1t+—Xp+ - +—x
n't  n7? n kK
= f1kx1 + foxz + o+ frxg
= Yi=1fi%i,

ou f; est la fréquence relative.
Dans notre exemple, la moyenne arithmétique de 200 lots de comprimés est :

= 1

X ==X inx
_75><0+53><1+39><2+23><3+9><4+1><5
B 200

=21 _ 1205
200

e LL.a médiane :
La médiane est la valeur pour laquelle, on a le méme nombre d’individus a gauche et a
droite dans un échantillon. Elle correspond au milieu de la distribution.
Pour d’déterminer la médiane d’un échantillon ou d’une population :

1. on classe les individus par ordre croissant ;

2. on prend celui du milieu.
Remarque 1.5. La médiane Me est la valeur qui se trouve au centre de la série
statistique :

» Si la valeur de [’effectif total n est impaire, alors la médiane Me est la valeur qui se

. n+1
trouve a [’ordre -

Me = Xn+1
2
» Si la valeur de [’effectif total n est paire, alors la médiane Me est la moyenne des
valeurs qui se trouve a [’ordre g et% +1:
xn + xn +1

M — 2 2
€ 2

Exemple 1.13 : Soit un échantillon de 11 personnes dont le poids en kg est :
45,48,89,74,55,62,56,68,49,52,63

Les poids classés par ordre croissant sont :
45,48,49,52,55,56,62,63,68,74,89

La médiane est Me = 56.
Si le nombre d’individus est pair, n = 12, on prend la moyenne entre les deux valeurs
centrales.

45,48,49,52,55,56,62,63,68,74,89,91

La médiane est




xn+xn, . X1z + X12

Me = 2 7t _ T3 2+1=x6+x7=56+62=59
2 2 2 2
Remarque 1.6. Pour les ensembles de données plus grand, le calcul de la médiane se
fait a partir des effectifs ou des fréquences cumulées. La médiane est la valeur de la

. \ L4 3 14 14 \ n 14 /4
variable a laquelle est associé un effectif cumulé égal a 2 ou une fréquence cumulée

égale a 0.5 (n étant effectif total de la population).
Si ces valeurs d’un effectif cumulé égal a g ou d’une fréquence cumulée égale a 0.5 ne

correspondent pas exactement a une valeur de la variable et tombent entre de lignes de
la distribution, aucune valeur possible de la variable ne partage alors exactement la
population en deux sous-ensembles égaux. Par convention, on retient dans ce cas
comme médiane la valeur de la variable immédiatement supérieure.
e Le mode :
Le mode d’une variable statistique est la valeur qui a le plus grand effectif partiel (ou la
plus grande fréquence partielle) et il est dénoté par Mo.
Remarque 1.7. On peut avoir plus d’un mode ou rien.
Exemple 1.15.

1. Dans I’exemple des comprimés défectueux, le mode est 0.

2. Dans I’exemple des observations suivantes : 2, 2, 3,5,6,6,7,8,9,7,10;1ly
a trois modes : 2, 6 et 7.

IV) Parametre de Dispersion :

e Etendue :
On appelle étendue, notée e, la différence entre la plus grande valeur et la plus petite
valeur observée.
Exemple 1.16.
Soit X I’ensemble d’observation suivant :
X =1{5,8,12,12,14,16,20,20}
L’étendue de X este = 20 — 5 = 15.
® Variance :
La variance notée V (X) est la moyenne des carrés des écarts des observations a la

moyenne. Elle est définie par :
K

K
1 =2 =2
Vix) = EZ n(x; —%)* = Zfi(xi — X)
i=1 i=1

Propriétés :

1) V(ix) =0

1 — —

2) V(x) = -¥is mxf — X2 =3, fix? — X7
e Ecart type :
L’écart type noté o, est la racine carrée de V(x) :

oy =+ V(x)

Remarque 1.8. Lorsqu’on compare les observations de deux variables statistiques X et
Y, celle qui possede 1’écart-type le plus ¢éleve est la plus dispersée.
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® Les quartiles :
On utilise couramment les quartiles Q4, Q, et Q5.

1

Q4 est le quartile d’ordre 2 représente 25% de 1’échantillon ;
1

Q, est le quartile d’ordre 2> représente 50% de 1’échantillon ;

. 3 .
Q5 est le quartile d’ordre " représente 75% de 1’échantillon.
» Le premier quartile Q4
Q4 est la valeur x; dont le rang (la position) est le plus petit entier qui suit %.

Exemple 1.17. Dans I’exemple des observations suivantes : 2, 3,4, 5,6, 6,7, 7, 8,
9,10;0na:

n=11et % = 1:1 = 2.25. Le plus petit entier qui suit % = 2.25 est 3, alors Q; est la
troisiéme valeur. D’ou Q; = x3 = 4.

Exemple 1.18. Reprenons I’exemple des comprimés défectueux, ot on a % = :ﬂ =50
et la valeur pour laquelle les effectifs cumulés atteignent ou dépassent pour la premicre
fois 50 est "moins 17, ¢’est-a-dire la valeur de 0, alors Q; = 0.

» Le troisiéme quartile Q5
.. : : ... 3
Q5 est la valeur x; dont le rang (la position) est le plus petit entier qui suit Tn.

Exemple 1.19. Dans le méme exemple des observations : 2, 3,4, 5,6,6,7,7, 8,

9,10;0na:
n=11et %n = 3><411 = 8.25. Le plus petit entier qui suit %n = 8.25 est 9, alors Q5 est la

9éme

b A — —
valeur. D’ou Q; = xq = 8.
3n _ 3%200

Exemple 1.20. Dans I’exemple des comprimés défectueux, on a i = 150 et la

valeur ou les effectifs cumulés atteignent ou dépassent pour la premiere fois 150 est
”moins 37, ¢’est-a-dire la valeur de 2, alors Q; = 2.
2) Cas d’une variable statistique continue :
Lorsque la variable statistique est continue les données sont regroupées en classes
leo, €1l [eq, €21, [e2, €3, ..., [e—1, ekl
Les modalités x; représentent les centres c ; des classes [e;_q, €;[, avec :

ej_1te;

> Cl =T;l € {1J2J"'Jk};

»e;_; est appelé ’extrémité inferieure de la classe [e;_q, €;[ ;

» e; est appelé ’extrémité supérieure de la classe [e;_q, €;[ ;

»a; = e; — e;_, est 'amplitude de la classe [e;_1, €;] ;

» e, — e, est appelé I’étendue de la variable statistique.

Exemple 1.21. Une étude faite sur la taille d’un groupe d’étudiants (en métre) a donné
les résultats suivants :
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Tableau statistique

Classes | Centre C; | Effectif n; | Fréq. Rel f; | f; en a; | Effectif. Cum | Fréq. Cum

[1,5;1,6] | 1.55 8 0.08 8% 0.1 |8 0.08

[1,6;1,7[ | 1.65 33 0.33 33% 0.1 |41 0.41

[1,7;1,8[ | 1.75 31 0.31 31% | 0.1 |72 0.72

[1,8;1,9[ | 1.85 22 0.22 22% (0.1 |94 0.94
[1,9;2] | 1.95 6 0.06 6% 0.1 |100 1

Total n=100 1 100%

Population : les étudiants du groupe.
Individu : un étudiant.
Caracteére étudié : la taille d’un étudiant.
Type : quantitatif continu.
Modalités : [1,5;1,6[; [1,6;1,7[ ;... ; [1,9; 2].

1)

Représentation graphique

a) Histogramme

Dans le cas d’une variable statistique continue on utilise 1’histogramme.

o

33
31

(V]
L
L

6 -

0.1

1.8

19

-

23— Classss

Figure 1.8- L’histogramme des effectifs de I’exemple 1.21.
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b) Courbe cumulative
La courbe cumulative est donnée dans la figure suivante :

Fi § b
02 <

1] | i
0.8 |

0.6
0.4
0.2

Figure 1.9- Courbe des fréquences relatives cumulées du cas continu (exemple 1.21)

IIT) Parameétre de Position (caractéristique de tendance centrale) :

e Moyenne arithmétique :

Dans le cas d’une variable statistique continue, les observations sont groupées dans des
classes, et nous avons la méme formule que le cas discret, sauf qu’on remplace les x;

par les centres des classes c; :
K K
—_— — n:C: = . C:
n . L~ . L~

Exemple 1.22. La moyenne arithmétiqu_e de 1a taille des étudiants de I’exemple 1.21
est:

(8 1.55) + (33 x 1.65) + (31 x 1.75) + (22 x 1.85) + (6 x 1.95)
B 100
_1735 — 1.735

100

e LL.a médiane :
Dans ce cas la médiane est donnée par la formule suivante :

E_ <Me
2 1nl
Me=L+|4—]|xa

Npye
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» L; : borne inferieure de la classe médiane (classe qui divise 1’effectif en deux) ;

» n : effectif total ;

> YMen, : somme des effectifs correspondant a toutes les classes inferieures 4 la

classe médiane ;

» n,, : effectif de la classe médiane ;

» a : amplitude de la classe médiane.

Exemple 1.23.

Prenons I’exemple 1.21. La classe médiane correspond a la classe ou les effectifs
cumulés atteignent ou dépassent pour la premiere fois le 50%.

Dans notre exemple, la classe médiane est la classe [1,7 ; 1,8].

»n=100;
>y Men, =33+8;
»a=01;
n 100
i ———(33+8)
Me=L+|=——|Xa=17+ x 0.1 =1.7290.
Nye 31
e Le mode :

Dans le cas des données groupées en classes, le mode se calcule par la formule :
A
Mo = L; +(A1+A2)'a
» L; : borne inferieure de la classe modale (classe correspondant au plus grand effectif);
» A;: excédent de ’effectif de la classe modale par rapport a I’effectif de la classe
précédente ;
> A, : excédent de I’effectif de la classe modale par rapport a 1’effectif de la classe
suivante ;
» a : amplitude de la classe modale.

Exemple 1.24. Prenons les données de I’exemple du cas quantitatif continu (exemple
1.21) et calculons le mode.
» La classe modale est [1,6; 1,7[;

»L,=16;
»A,=33-8;
»A,=33—-31;
»a=0.1.
Le mode est
Ay 33 -8 .
Mo =L; + <A1 +A2>'a =16+ ((33 8+ (33— 31)) X 0.1 = 1.6926 metre.
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IV) Parameétre de Dispersion :

e Etendue :

On appelle étendue, notée e, la différence entre la plus grande valeur et la plus petite
valeur observée.
Dans I’exemple 1.21 I’étendue est égale a :
e=2-15=0.5
® Variance :

La variance est la quantité :
K K

1 —\2 —\2
V(X) =£Zni(ci—x) =Zfi(ci—x)
i=1 i=1
Pour le calcul, on utilise
k k
1
V(X) = —z 7’ll'Cl'2 - 22 = zficiz - fz.
e i=1

e Ecart type :

L’écart-type noté g, est la racine carrée de V' (X) :

o, =V (X).
Exemple 1.25.
La variance de ’exemple 1.21 est :

k
1
V(X) = —z nic;? — x*
ns !
1=
2 2 2 2 2
_ (8x1.55%)+(33%1.65 )+(31>1<;;)75 )+(22x1.85%)+(6x1.95%) (1.735)2
= 0.010875

L’écart-type o, = \/V(X) =1/0.010875 = 0.1043.
® Les quartiles :
» Le premier quartile Q4

Dans ce cas le premier quartile est donné par la formule suivante :

n <Q
7 Zimq N
Q=Li+|+—"—]xa
N
1

» L; : borne inferieure de la classe de Q; ;
» n : effectif total ;
> Zfqul n; : somme des effectifs correspondant a toutes les classes inferieures a la

classe de Q; ;
P ng, : effectif de la classe de @ ;
» a : amplitude de la classe de Q;.
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Exemple 1.26. Prenons le tableau de I’exemple 1.21. La classe de Q; correspond a la
classe ou les effectifs cumulés atteignent ou dépassent pour la premiere fois 25% de
I’effectif total.

Dans notre exemple, la classe de Q4 est la classe [1: 6; 1:7].

»L, =16;
»n =100;
> Yiiin =8
» ng =33;
» a=0.1
n ) 100
7= L 4 8
Qi =Li+|*———|xa=16+ .0.1 = 1.65515.
No, 33

» Le troisiéme quartile Q3
Dans ce cas le premier quartile est donné par la formule suivante :
3n <Q
7~ i=1 N
N

3

» L; : borne inferieure de la classe de Q5 ;

» n: effectif total ;

> Zi<=013 n; : somme des effectifs correspondant a toutes les classes inferieures a la
classe de Q5 ;

P ng, : effectif de la classe de Q3 ;

» a : amplitude de la classe de Q5.

Exemple 1.25. La classe de Q3 de I’exemple 1.21, correspond a la classe ou les effectifs
cumulés atteignent ou dépassent pour la premiére fois 75% de I’effectif total.
Dans notre exemple, la classe de Q5 est la classe [1.8; 1.9].

»L,=18;
» n=100;
> Y% n, = 8+33+31;
> ngy, =22;
» a=0.1.
My, X100 (8+33+31)
Q3 =1L; + Xa=18+ .0.1 =1.8136
N, 22
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