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CH2 : Fouctions convexes multidimensionnelles

Dans ce chapitre, on va étudier les fonctions multidimensionnelles convexes, concaves, le

vecteur gradient, la matrice hessienne et quelques résultats qui sont les plus importants.
Soitf:SC R — R .8 29, supposons f une fonctior deux fois contindment différentiable,
sur un ensemble S convexe, fadmet un vecteur gradient et une matrice hessienne.

Définition] : vecteur gradient

Le vecteur colonne des dérivées partielles de f s’appelle vecteur gradient de f, noté par :
VERx) = (efix)/ex, .. ..., Hx)Ex, ) vecteur gradient de f

Définition2 : matrice hessienne

Les dérivees partielles de f sont elles mémes des fonctions de x , x € R" . si ces fonctions sont

continiment différentiables, on peut donc en tirer chaque fois n dérivées partielles ; on obtient

alors une matrice carrée d'ordre n, cette matrice 5'appelle matnice hessienne de ', notée par :
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Remarque:

i
IR
Pour simplifier la notation, on ecrit : #f{x)/dx i=1,.. .n .
& fx)Vxdx; = BIox(BRxNEx) = fij=1.....n
Ona : féx(8fix)/ox) = d/ax,dRx)ax) i, j=1,..n égalité de schwartz
Une propriéte trés umportante de la matrice hessienne est donnée par le théoréme suivant

connu sous le nom de théaréme de schwarts
Théorémel :

Soit £ R” — R, si [ est deux fois continiment differentiable sur R, alors Ia
hessienne de f est symétrique. i -l

H(x) = V*f{x) matrice hessienne , d’aprés I"égalité de schwartz -
ﬂlﬂ:ﬂfﬂheﬁ - EI‘IKJ"anE"Ii L= Lol CRGUI implique que H(x) = H'(x) done H(x) est
symétrique.
Exemple :
Soit f: R - R
x— fix) = 2x:* + 3x;’
Fest 2 fois continiment différentiable sur R® ¥
Vix) = (ofix)iox , ofixdon; ) =( 4 x, .6 X 2 ) vecteur gradient

matrice
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Définition 3:

Soit une matrice carrée symétrique d'ordre n

1) A est dite définie positivesix A x>0 ¥x;xeR';x=0
A est dite semi définie positivesi X Ax20 ¥x;xe R

1) A est dite définie négativesi X Ax <0 vx:xeR":x=0
A est dite semi définie négative si X' Ax <0 Vx:;x e R"

Ihéoréme2 .
Upe matrice symétr: que A est définie négative ( semi définie négative) 3i et seulement 51 - A
est définie positive ( semi définie positive),

Deux résuitats importants : a) en utilisant les valeurs propres
b) en utilisant la méthode des mineurs principaux

En utilisant les valeur: :
Théoréme3 e
Sﬂit?unc matrice symeétrigue, alors :
i) A est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont stricternent
positives. A est semi définie positive si el seulement si toutes ses valeurs propres
), sont positives ou nulles.
i) A est définie négative si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement
négatives. A est semi deﬁnm négative si et sculement si toutes ses valeurs propres
) sont négatives ou nulles.
i) A est indéfinie si seulement si certaines de ses valeurs propres sont strictement
positives et d’autres strictement négatives.
Ereuve :

S0it une matrice carrée symétrique d'ordre n ; A valeur propre de A ; x vecteur propre associé
dh:xel

Ax=)lx = xAx=xAix=Axx orxx=Xx’>0;x»0donc le signe de X' A x est le
méme que celuide & ; ¥ Ax=A| x|}

Sort f R® — R E-nr:tmn .'! fms mur.mﬁmem ﬂﬂhemmhlc sur R
Vi(x) = (Bf{x)/ax; ......, Ol x)dx, ) vecteur gradient de f
1l fis | & fix)
Hix) = V'fix) = . ol f=
far fon %
On ndte par Hj la matrice hessienne dont on a eliminé o-j colonnes et n-jlignes.
Le déterminant de H; ( | H, | ) est appelé mincur principal.

i,j=1,...,n matnce hessienne

H, = fu {un a éliminé de H.n-1 lignes et colonnes, & partir de la dernidre ).

L {ﬂn;éhmméd:H n-2 lignes et colonnes & partir de la derniére igne et la
H, = J derniére colonne )
s f2
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jonl:

) SHBI>0:9x e R Y jij=1,. alors H est dige définie positive
") Si(-17 | H;|>0:v e
) hi_a__f___f_!} 1VxeR' )y J3i=1...n a]ursHmdj[edg]'lpil:_mﬁ alve . o
Proposition2 :

Snit_‘.-r un point stationnaire = Vix") =(.— .
t;] SF:_;{Hf-’;j]Fil; '] ;l ff}:j =1,...n alors (x", fix’)) est unminloe, pour la fonction f -
i) Si(- X)1>0:¥]351=1,...n alors (x", maxloc '
i) 60, fix }}tﬁlﬂnpﬁimzﬂﬂriﬂ{x'}mindi fix’)) est un , pour la fonction f

négative. ic Hn'est ni définie positive, ni définie
Remargue :

Sify>0,|Hil20;¥j;j=2..0;VxeR", Hest somi définie positive
Sifu<0:(-1Y1H;|20:%j:j=2...n alors H est dite semi définie négative ¥ x & R®
Théoréme 4 :

Soit [: R" — R fonction 2 fois contindiment différentiable sur R” et soit Hix) la matrice
hessienne de [, on a ¢ '

.4) feonvexe sur R® si et sculement si Hix) est sgmi définie positive, en tout point x. xeR”
b) { est concave sur R" 5i et seulement si Hix) est semi difinie nggative, en tout point x, xeR*
Soit £: R" — R fonction 2 fois continiment différentiable sur R" et soit H(x) la matrice
hessienne de f, ona ¢

a) f Eﬂfs}rﬁl;trgm convexe sur R® si et sculement st H(x) est définie positive, en tout point x,
xgR® 7= ! _ .

b) fest strictement concave sur R” si et seulemeat si H(x) est définic négative, en towt point x.
xeR"



