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Soient A A, ensembl tels que A; < [R"

= 1,.....n avecn e IN
Soit B =™ A| intersection finie d’ensembles convexes A, i = 1,.. ,n
Montron?s'ciue B est un ensemble convexe :
B est un ensemble convexe ssiV x,ye Bet YA e[0,1] =»ix+(l-A)ye B
Par hypothése, on a :
xeBex eﬁ‘:-\,:: Xxe A Vii=1,....n
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or A, convexe = Ax + A-Nye AiVii=1,..,n=>Ax+(l-A)y & '\ Ai=B d’oit B est un
ensemble convexe. o
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ﬁ) Fonction convexe
2.1 Définition :
On dit qu’une fonction £: § = [R® — IR définie, sur S ensemble convexe, est convexe, si elle
vérifie :

Vx,yeSetVae[0,1]: fAx+(1-A)y) LAf(x)+ (1-A)f(y)

Remarque 3 .

f est dite strictement convexe, si ’inégalité stricte est toujours vérifice, ie

Yx,yeSetVAe[0,1]:fAx+(1-A)y) <Afix) + (1-Mf(y)
Nous dirons que : fest concave si —f est convexe

f est affine (linéaire) si fest a la fois convexe et concave \)
By B0
2.2 Définition : ﬁ(‘kL'{'( 1+-4)9) % ’(A B0+ (A=A )
L’épigraphe d’une fonction fnoté épi(f) est 'ensemble :
épih={ (n, /W <p,xeR", pelR} < IR*IR" ~ [R™"

Théoréme:

Une combinaison linéaire a coefficients positifs de fonctions convexes est une fonction
convexe.

Preuve : (voir TD)

Ftudions la convexité, pour le cas d’une fonction a une seule variable.
Soit f: I IR — IR oulestun intervalle contenu dans IR.

2.3 Définition : ] _ .
Une fonction f définie, dans un iniervalle [, est dite convexe dans [ s1:
vx ,xelea¥rel0,1]:fha+(1-A)x) <Afx)+ (1-AM)f(x2)

2.4 Interprétation géométrique : |
Géométriquement, une fonction f définie dans un intervalle [=[a,b],a<b, est dite
convexe, si pour tout couple de points Mi= (x1, f(x1)) , Ma= (xa, f(x)) de son graphe, tout
point P - (x, fix)) du graphe d’abscisse x €[ Xy, X2 ] est au dessous du segment MM,
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Un point-du segment M,M; peut étre caractérisé par le rapport t = (MMgz) / (MiM) , 0 <t <]

Les coordonnées de M étant (x = tx;+(1-)x,, tiix,)+(1-0)f(x2)), d’aprés Je graphe, on a bien

fx) = Rix+H1-t)xp) < thxg)H1-Df(x2).

La définition 2.3 est équivalente a la propriété suivante :

Propriéte :
,Xn 6tant des points quelconques de | et o, o2,

tels que o+ ot...... +o,=1,0ona flox; +...... + UpXg) S o f(x)+

Proposition 1 :

Pour qu’une fonction f dérivable, sur un intervalle I, soit convexe, il faut et il suffit que Ia
dérivée f soit une fonction croissante.

Corollaire 1 :

Si une fonction f est dérivable jusqu’a I'ordre 2, sur un intervalle I, et a une dérivée seconde
positive ou nulle, la fonction est convexe.

Preuve :

£(x)20 Vx,x e 1, f est croissante et d’aprés la proposition f est une fonction convexe.
Remarque 4 :

Dans les mémes hypotheses que le corollaire 1, f'(x) <0 vx , x € [, la fonction est concave.

Proposition 2 :

Soit f: [ IR — IR une fonction continue, fest convexe sur I, si et seulement si :
VX% el fl(xitx)/ 2) < 172 (f(x) + f(xz) )



