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Notations. Dans I'espace ambient on fixe un repere orthonormal direct (O; 7,7, E) qui donne un
isomorphisme d’espaces vectoriels entre 1’ensemble des vecteurs de 1'espace appliqués en O et R3.
Les points P de I’espace, et les vecteurs correspondants O?D, sont donc identifiés a leurs coordonnées
cartesiennes (z,v, 2).

Sauf mention explicite, par “plan” on entend le plan avec le repere orthonormal direct (O; 7,?),
identifié a 'espace vectoriel R?. Les points P du plan, et les vecteurs correspondants O_P, sont donc
identifiés a leurs coordonnées cartesiennes (z,y).



1 Courbes planes et gauches

Une courbe est un sous-ensemble du plan ou de l'espace avec “dégré de liberté intrenseque” égal a 1,

Pour décrire une courbe, soit on donne des contraintes aux coordonnées de ses points (courbes
définies implicitement), par exemple

Cercle du plan de rayon r centré en l'origine = {(:1:, y)e R? | 2% 4+ 92 = 7“2},
soit on décrit ses points comme fonctions d'un parametre (courbes paramétrées), par exemple
Méme cercle = {(r cost,rsint) e R* | t e [0, 27r]}.

La description implicite des courbes est la plus courante, mais c¢’est la description paramétrique qui
permet d’en définir la longueur et les deux invariants réels qui caractérisent les courbes a déplacement
pres: la courbure et la torsion.

Dans ce chapitre on présente d’abord les courbes paramétrées, et ensuite on montre comment
trouver une paramétrisation locale pour toute courbe réguliere.

1.1 Courbes paramétrées

Définition.  Une courbe paramétrée (ou chemin) de classe C* (avec k > 0) est un sous-
ensemble de R? de la forme

I = {30 = (2, y(0), 2(1) € R* | te I < R} = 1(1),

ot I = R est un interval et 'application v : I —> R? est de classe C*, c’est-a-dire que les fonctions
z,y,z: I —> R sont de classe C*. Si la classe C* n’est pas indiquée on suppose que la courbe soit
lisse, c’est-a~dire de classe C'°. On appelle:

e paramétrisation de la courbe I v r
I'application 7 : [ —> R3; t /\;/A
1 (1)
e parametre la variable t € [;
e support (géométrique) de la paramétrisation vy son image suppy = v(I) < R?;

e orientation de la courbe I' le sens de parcour détérminé par t € R croissant.

Ainsi, une courbe paramétrée est naturellement orientée.

Exemples. 74
e Courbe cuspidale o Hélice circulaire y
v(t) = (2,¢%,0) v(t) = (cost,sint,t) C >
teR teR. w




Si la paramétrisation est suffisement dérivable, on appelle aussi:
e point, ou position, de la courbe I" a I'instant ¢ le vecteur ’y( ) = (z(1),y(t),2(t)) € R%;
e vitesse de la courbe I' & l'instant ¢ le vecteur 7/(t) = (2/(¢),y'(t),2'(t)) € R?;

e accélération de la courbe I' a I'instant ¢ le vecteur v”(t) = (:c”(t), y"(t), 2"(t)) € R

Définition.  Soit 7 : I — R? une courbe paramétrée de classe C*. On dit que

e v est une droite si son support I' = suppy est contenu dans une droite de R3. Cela arrive si et
seulement si, pour tout ¢ € I, toutes les dérivées v)(¢) non nulles sont des vecteurs colinéaires.

e v est une courbe plane si son support I' = suppy est contenu dans un plan de R3. A moins
d’un déplacement, on peut supposer que 7 : I —> R2.

e 7 est une courbe gauche si elle n’est pas plane.

Exemples.

e La courbe v(t) = (t°,3t° + 1,2t°), avec ¢t € R, est une droite, car son support est la droite
= {(x,y,z)eR3 ly=3z+1, z :2m}.

e La courbe cuspidale est une courbe plane.
e L’hélice circulaire est une courbe gauche.

e La courbe y(t) = (,t,t?), avec t € R, est plane, car son

support I' = {(x,y,z) ER}|y=12z, 2 = x2} est une
parabole contenue dans le plan d’équation y = x.

i

e Le graphe de toute fonction réelle f : I — R
est une courbe plane paramétrée par v(t) = (¢, f(t)),
avec t € [.

Donner une paramétrisation v : I — R3 est donc suffisant pour déterminer une courbe paramétrée,
et en particulier son support I' = 'y(I ) Le contraire n’est pas vrai: donner un support I' n’est
pas suffisant pour détérminer une courbe paramétrée, car un support peut admettre plusieures
paramétrisations différentes.

Exemple. Les paramétrisantions
11—t 2t
a:R—Rt—alt)=|—s,— |,
1+¢271+1¢2
T

B:]—§ 5[—>]R2 0 — 5(0) = (cosb,sinb)

ont le méme support: le cercle d’équation z? + y* = 1 privé du point (—1,0).



Définition.  Une fonction ¢ : J © R — I < R est un difféomorphisme de classe C* si
e ¢ est dérivable de classe C* sur J;
e ¢ est inversible, c’est-a-dire qu’il admet la réciproque =t : [ — J;
e la réciproque ¢! est dérivable de classe C* sur I.

En particulier, une fonction ¢ de classe C'! est un difféomorphisme si et seulement si ¢'(x) # 0 pour
tout .

Exemples.

e La fonction ¢(z) = 23, avec x € R, n’est pas un difféomorphisme car ¢'(0) = 0. Cela entraine

que sa réciproque ¢~ '(y) = ¢y n’est pas dérivable en y = 0.

3

e Par contre, la fonction p(x) = z*, avec x €]0, +o0[, est bien un difféomorphisme.

Définition. Soit v : I — R3 une courbe paramétrée de classe C*. Un reparamétrage (ou
reparamétrisation) de classe C* de « est une nouvelle paramétrisation 5 : J — R? obtenue en
composant v avec un difféomorphisme ¢ : J — I de classe CF, i.e. telle que 7 = v o ¢:

. Le nouveau parametre u € J est I’antécedent
At) = 3(w)

F/—\/ du vieux parametre t € I:

u= '(t) et t = p(u).

gl gl
%) En omettant ¢ et ¢!, on note aussi
u — ™~ t
T T u = u(t) et t=t(u).

Exemple. Pour le cercle privé d’un point, les deux paramétrisations
11—t 2t
y=|——,—— teR
a(t) (1+t2’1+t2) ’
B(0) = (cosB,sinb), 96]—%,%[

0
sont l'une un reparamétrage de l'autre, car § = avo p ou p(#) = tan (§> est un difféomorphisme.

Le support d'une courbe v coincide avec celui d’un reparamétrage v = yoyp, car un difféomorphisme
@ est en particulier une bijection. Le contraire n’est pas vrai: si un méme support admet deux
paramétrisations, celles-ci ne sont pas forcement 'une un reparamétrage de l'autre.

Exemple. Le support I' = {(z,y) € R? | y = 2%} admet les deux paramétrisations

a(t) = (t,t%), avecteR

Blu) = (u?,u?), avec u € R.

Mais celles-ci ne sont pas I'une un reparamétrage de l'autre, car 8 = a0 ¢ ot t = p(u) = u® n’est
pas un difféomorphisme sur R.



Proposition. [Allure locale d’une courbe paramétrée.]

Soit v : I —> R3 une courbé paramétrée qui n'est pas une droite, et soit to € I firé. Soit p = 1 le
plus petit entier tel que y») (to) # 0 et soit g > p le plus petit entier tel que +(@ (to) soit linéairement
indépendant de v P (ty).

Alors localement, autour du point y(to), la courbe a l'une des formes suivantes, suivant la parité
de p et q:

p impair p pair
7D (to) 7D (to)
g pair 7P (to) 7P(to)
point d’apparence ordinaire point de rebroussement

de 2°™¢ espece

7D (t) 79 (t)

~(P) (to) ~/(P) (to)
¢ impair

point d’inflexion point de rebroussement

de 1°7° espece

Preuve. Il suffit de regarder le dévéloppement limité de v(¢) en to:

310) = 20000+ L (1ot = 1) 2000+ L 00 4o - 1)





1.2 Courbes régulieres et birégulieres

Définition.  Soit 7 : I — R3 une courbe paramétrée. On dit que
e v est réguliére en ¢, € I si 7/(ty) # 0 (i.e. si et seulement si ||/ (¢o)| # 0);
e 7 est singuliére en t, € I si 7/(ty) = 0 (i.e. si et seulement si |7/ (to)| = 0);
e 7 est régulieére si elle est réguliere en tout point ¢t € I.

Si 7y est réguliere en tg, alors il existe la droite tangente a son support I' = () au point y(to):
c’est la droite de vecteur directeur +/(¢y) passant par y(to),

Ay (3) = {7(t0) + A (to) | A< R},

Tous les plans contenant la droite tangente sont tangents a ~y en .

Pour une courbe, le “plan tangent” n’est pas une notion significa- o) v (to)
tive. Par contre, il existe un unique plan normal a v en ty: le

plan orthogonale a +'(to) passant par (o).

Exemples.

e La courbe a(t) = (t,t%), avec t € R, est réguliere partout, car o/(t) = (1, 3t?) # (0,0) pour tout
teR.

e La courbe B(u) = (u®,u%), avec u € R, est singuliere au point (0,0) = B3(0), car B'(u) =

(3u?,9u®) = (0,0) si et seulement si u = 0.

Proposition. Si vy : I — R3 est une courbe paramétrée réguliére, alors tout reparamétrage de
est aussi réqulier.

Preuve.  Soit 4(u) = v o p(u) = y(t) un reparamétrage de 7, donné par le difféomorphisme
¢ :J —> 1. On a toujours
7(w) =7'(e(w) ¢'(u)

avec ¢'(u) # 0 car ¢ est un difféomorphisme. Si v est réguliere on a aussi 7/(t) # 0 pour tout
t = ¢(u), donc 7'(u) # 0. ]
Définition.  Soit v : I — R3 une courbe paramétrée réguliere. On dit que

e 7 est biréguliére en ty € [ si /(o) et v"(to) sont linéairement independants;

e v est biréguliere si elle est biréguliere en tout point t € I.

Evidemment, une courbe biréguliere ne peut étre une droite.

b.4
Si v est biréguliere en ty, alors les deux v(to)
vecteurs 7' (t9) et v”(to) engendrent un plan, -
- X 7 (to)
qui s’appelle plan osculateur a v en ¢,
7" (to)

mio(7) = {1t 427 (k) +1 7" () | A, € R},




Le plan osculateur est le plan tangent a v en t; qui approche plus la courbe quand elle n’est
pas plane. En effet, c’est le seul plan tangent qui reste constant (quant ¢ varie) pour une courbe
plane quelconque. En particulier: une courbe est plane si et seulement si tous ses plans osculateurs
coincident.

Exemple. La courbe y(t) = (t,t,t?), avec t € R, est biréguliere car les deux vecteurs
v(t) = (1,1,2¢t) et () =(0,0,2)

sont linéairement indépendants (leur produit vectoriel v'(¢) A v"(t) = (2,—2,0) est non nul), et le
plan osculateur en tout ¢ € R,

m(1) = {@y,2) eR |z =y}

est indépendant de ¢.

1.3 Longueur et abscisse curviligne

Soit v : I — R3 une courbe réguliere, et supposons que I soit un interval fermé ou ouvert d’extremes
aet b, ie. I=][a,b]oul =]a,b.

Définition. La longueur de la courbe 7 est le nombre réel positif

Mw=fwwdt

Exemple. Soit 7 : R — R? ¢+ ~(t) = (cost,sint) une paramétrisation du cercle unitaire qui
continue & tourner en rond. Alors

7' (t) = (—sint,cost) et [y (t)]=1 donc  L(y) = f dt = +o0,

—00

cette courbe paramétrée a longueur infinie. Mais si on restreint I'interval du parametre, on peut
obtenir des courbes avec longueur finie:

L(’V‘[O,zﬂ]) =2 et L(V‘[o,@r]) = 4.

Proposition.  Si 5 = oy est un reparamétrage de vy, alors L(7) = L(7).

Preuve. Supposons que ¢ : J — [ soit un difféfomorphisme strictemet croissant, i.e. que
¢'(u) > 0 pour tout u € J. Alors on a

1) = | @l d= | e e di= | 0] = 16)



Définition. On appelle abscisse curviligne, ou parametre par longueur d’arc, tout parametre
s tel que la vitesse de la courbe ait module constant égal a 1, i.e. |7/(s)|| = 1 pour tout s. Dans ce
cas, la longuer de la courbe sur U'interval [a, b] vaut

o) = [ W@l ds=b-a

Exemple.  Le cercle v(s) = (acos(bs), asin(bs)) est paramétré par longueur d’arc si et seulement
si b= 1/a. En effet

1
7'(s) = (— absin(bs), abcos(bs)) donc V()P =a** =1 <= b= e

Théoréme.  Toute courbe réguliére v : I — R? admet un reparamétrage par longueur d’arc.

Preuve. Soit I = [a,b] ou I =]a, b] et posons

t
piT— R 1o plt) = [ )] du

L’application ¢ est dérivable en tout t € I, car sa dérivée ¢'(t) = |+'(t)|| est bien définie partout. On
aaussi ¢'(t) = |y ()] # 0, car v est réguliere, donc ¢ est un difféomorphisme sur son image. Puisque
¢'(t) > 0, on a que p est une fonction strictement croissante, donc son image J = (I) est un interval
de la forme [p(a), p(b)] ou bien |p(a), p(b)[. Plus explicitement, si ¢ est strictement croissante elle
est inversible, et sa réciproque ¢! : J — I est aussi dérivable car, pour tout s = ¢(t) € J, on a

(e™)(s) =

#'(p7'(s))
Soit ¥ =y ot ie F(s) = v(p'(s)) pour tout s € J. On a alors
o e iy or 1 7 (e~ (s))
F(s) =~ (e ) (8) =7 (¢ (=77 = Torr =T
A O O) B b O]
donc |[¥'(s)| = 1 pour tout s € J. Autrement dit, ¥ est bien une paramétrisation par longueur d’arc.

O]

Le parametre par longueur d’arc n’est pas unique: tout reparamétrage du type
t
s(t) = if |+ (w)| du + ¢, ceR
a

est admis, car ces choix n’affectent pas |7/(s)|. En variant la constante ¢ on change le point de la
courbe ou le parametre vaut zéro, et en mettand le signe — on change d’orientation a la courbe.



Exemple. La spirale logarithmique y(t) = (et cost, el sin t), avec t € R, est une courbe réguliere

car |Y'(t)|| = v/2e* # 0 pour tout ¢. La courbe passe par (1,0) & ¢t = 0, s’enroule sur I'origine pour
t — —aoo et s’éloigne pour t — +o0.
Un parametre par longueur d’arc est donné par

s(t) = jt V2e" du = v/2¢ € 10, oo /
o )o)

et le reparamétrage correspondant est Ny Sy R
Y(s) = (V25 cos(In(s/v2)), v2s sin(In(s/v'2))). KJ

Avec ce choix, la courbe s’enroule sur 1’origine pour s — 0,
et passe par (1,0) & s = /2.

En conclusion, si vy : I — R? est une courbe réguliere avec I = [a,b] ou I =]a, b[, sa longuer
vaut:

b b s(b)
L) = | W@lde= | ast) = | dstt) = s0) - s(a)

(a)

1.4 Repere de Frenet, courbure et torsion

Les caractéristiques d’une courbe s’évaluent en suivant la variation d’un repere “mobile” intrinseque
(s’il existe) le long de la courbe. Par exemple, si le vecteur vitesse ne change jamais de direction, la
courbe est clairement une droite.

7' (t1)

v'(t) 7' (ta)

Y
y
4

v (ts

Lemme. Soit V : I — R? est un vecteur de l'espace dépendant d’un paramétre t € I. Si V est
constant en norme (non nulle), i.e. |V (t)| = ¢ # 0 pour tout t € I, alors le produit scalaire de V (t)
avec sa dérivée V'(t) est toujours nul: {V(t),V'(t)) = 0 pour tout t € I. Cela signifie que V'(t) est
orthogonal a V (t) pour tout t € 1.

Preuve. Sipour tout te I on a |[V(t)|? =<V (t),V(t)) = 2, alors

0= TV = V(1) V0 + VD), V(0 = 2V (1), V(1)

10



Définition.  Soit v : I — R? une courbe réguliere. On appelle

/!
t
¢ vecteur tangent a vy en ¢, € [ le vecteur T, (to) := 7 (to) , qui est non nul car v est réguliere.

(o)

Si le support de v est une droite, ce vecteur est suffisant pour en caractériser un repere mobile: il
nous dit quelle est sa direction. Sinon, on appelle

T'(t
e vecteur normal & v en ¢, € I le vecteur N,(ty) := %. Ce vecteur est non nul si et
0

seulement si le support de v n’est pas une droite.

Si v n’est pas une droite, N, (ty) est forcement orthogonal a T’, (%), et les deux vecteurs (Tw(to), Ny(to))

forment une base orthonormale du plan osculateur de v en ty. Si v est une courbe plane, ces deux
vecteurs sont suffisant pour en caractériser un repere mobile, car ils engendrent le plan sur lequel vit
la courbe. Sinon, on appelle

¢ vecteur binormal & v en ¢, € I le vecteur B, (to) := T (to) AN, (o), ot A indique le produit
vectoriel. Ce vecteur est non nul si et seulement si le support de v n’est pas une droite.

Si v n’est pas une droite, B, (ty) est forcement orthogonal & T, (ty) et a N,(to), et les trois vecteurs
T, (to), Ny(to), By (to)) forment une base orthonormale directe de I’espace, centré au point (ty), qui

s’appelle systeme de Frenet.

7<t0) T’Y (tO)

Alternative: on peut définir le systeme de Frenet comme suit:

7' (to)
Tto) = ool

7 (fo) A" (fo)
P Lo el
Nv(to) = Bw(tU)ATW(tO)

Proposition. Si 5 =y o est un reparamétrage de v, alors

o les systémes de Frenet de v et 4 coincident si ¢ preserve l'orientation (i.e. ¢'(u) > 0 pour tout
ueJ=9p (1)

o les vecteurs T., et B, changent de signe si @ inverse l'orientation (i.e. ¢'(u) < 0 pour tout
weJ =@ I)).

11



Preuve. Soitt = p(u). On a

T

5

0 R 0O B N ) R )
@l e @l VOl @l 7 e @)
donc Ty(u) = T,(t) si ¢'(u) > 0, et T(u) = =T,(t) si ¢'(u) < 0. Le méme raisonnement s’applique

aux vecteurs normal et binormal. ]

Lemme. Soit v : I —> R? une courbe birégulicre de classe C*. Il existe deux fonctions a,b :
I — R de classe CF telles que, pour toutt € I, on a

T!() = alt) N, (1),
NI(t) = —alt) To(t) + b(t) By (0),
Bl (t) = —b(t) N,(t).

En outre, a(t) = 0 pour tout t e I.

Pour montrer ceci nous faisons appel a un petit résultat d’algebre linéaire: Si (P;eq, e, e3) est
un repere orthonormal de R? centré au point P, c’est-a-dire que

e, Le; sii#j, et lei] =1 pouri=1,2,3

et V = v e + vy ey + v3 €3 est un vecteur de R3 appliqué & P, alors les coordonnées de V' se trouvent
a I'aide du produit scalaire euclidien (qui donne la projection):

v = <V7 €1>7 Vg = <V7 €2>, Vg = <V, €3>-
En effet, par exemple pour la projection de V sur eq, on a
(V,e1) ={vye1 +vgey +v3€3,€1)
= v1{ey,e1) + velea, e1) + v3es, er)

=0 HelH2 = U1,

car {ey,e1) = {e3,e;) = 0.

Preuve. Puisque le systeme de Frenet forme une base orthonormale de I'espace en chaque point
de la courbe, il est clair que tout vecteur V' (¢) appliqué en 7(t) peut s’exprimer comme combinaison
linéaires des vecteurs T, (t), N,(t) et B,(t), et que les coéfficients sont des fonctions de ¢ de la méme
régularité que v donnés par le produit scalaire de V' (t) avec les vecteurs du systéme de Frenet.

(1)
RG]
TI(1) = [T'(1)]| N, (1) = alt) N, (1),

(1) Par définition, on a N, (t) = , donc

avec a(t) = ||T'(t)| = 0.

(2) Pour montrer que N (t) = —a(t) T, (t) + b(t) B,(t), il suffit de montrer que (N.(t), T, (t)) =
—a(t). Puisque (N, (t),T,(t)) = 0 pour tout ¢, en dérivant on a

0 =(N,(#), T,(2))" = (NL(1), T, () + (N, (1), T5(1)),
donc
(N, (), T () = =N (1), T, (¢)) = —a(t).

12



(3) Pour montrer que B.(t) = —b(t) N,(t), il faut montrer que (B’ (t), T (t)) = 0 et que (B! (t), N,(t))

—b(t). On a

0= (By(1), T5(t))" = (B,(1), T, (t)) + (By (1), T;(t)),
0 = (By(t), Ny(t))" = (B (), Ny (1)) + (B, (1), Ni(t)),

donc

= —(B,(t), N.(t)) = —b(1).

Définition.  Soit v : I — R? une courbe réguliere de classe C*. On appelle:

e Courbure (géométrique) de v en ¢ty € I le nombre

a(to) _ 175 ()]

/ﬁ(tO) = ||’71(1t0)| - H’V’(to)” 1
= Ty (Tt Vs (t0) = — sy (N5 (), T (t0)) € R

La courbure mesure combient la courbe v s’éloigne d’étre une droite. En effet, si v est une droite on
a T!(tg) = 0, donc £, (t) = 0 (car le vecteur N, (to) est suppostinitaire).

e Torsion de v en ¢ty € I le nombre

_ b(tO) _ 1 ! _ 1 ! c
7o) = Lot = Ty Va0) Balto) = = (Bl (1), No() € R

La torsion mesure combient la courbe v s’éloigne d’étre plane. En effet, si v est une courbe plane on
a Bl (ty) = 0, donc 7,(t) = 0.

Exemple. L’hélice circulaire v(t) = (acost,asint,bt), avec t € R et a,b > 0 fixés, a courbure et
torsion constantes et non nulles:

a b

/ﬁ),y(t) = m et T"/(t) = m

Conclusion. Pour toute courbe biréguliere v : I — R on a donc les Formules de Frenet:

T 0 K, 0 T
N; = |v| —Ky 0 7 N,
BﬁY 0O -7 O B,

13



Corollaire.  §i 5 = v o est un reparamétrage de vy, alors
e les courbures de y et ¥ coincident, i.e. k5(u) = Ky (t) sit = p(u);

e [es torsions de vy et v coincident au signe pres, selon l'orientation des courbes, i.e., pour t =
o(u), on a 5(u) = 7,(t) sip preserve lorientation et 7s(u) = —7,(t) si ¢ inverse l'orientation.

Preuve. Suit directement de la modification du systeme de Frenet par reparamétrage. O

Théoréme.  Soit v : I — R3 une courbe réguli¢re de classe au moins C3. Pour tout t € I on a:

WO A
0= eE
- = SO0 )

Iy (&) Ay (@)

Si vy est paramétrée par longueur d’arc, i.e. |'(s)| =1 pour tout s€ I, on a

Preuve. i) Pour montrer la formule sur la courbure, on peut employer deux methodes différentes,
toutes les deux intéressantes.

Methode 1. Pour simplifier les formules, on omet l'indice et la valeur du parametre ¢t € I. Par
/

T/
” Tk Calculons donc 7" et |7”| & partir de la définition de T = |71|. On a
v ¥

définition, on a k =

besoin de connaitre

(W) = vy = X2 98

AVECURDNE ol
et alors:

/
Mt A ’
YW= (W) ey = Gty
Iv'[> 4k
Pour calculer |T”|, observons d’abord que si on appelle 6 I'angle formé par les vecteurs 4 et 4", alors

/I| IIH — IIH Sln9

jcost et Y AV =[]l

A" =1 1l
On a donc

T2 = I = 20 120" A 4 6 AP

AR
YRR = PG
R
YRR = cos20) _ [y Ay
T U

14



et par conséquent

LT Ay
led! Iv11°
En particulier, si 7 est paramétrée par longuer d’arc, on a |y = 1 et 4/ L ~”, donc |7/ Av"| =
|7 17" = 17", et par conséquent x = ||"].
Methode 2. Supposons d’abord que 7 : J — R3 soit une courbe paramétrée par longueur d’arc,
et montrons que k5(s) = |7"(s)|. Puisque [5'(s)| =1, on a

T(s)=(s) et Tis) = 7'(s) = m3(s)Ns(s),

donc r5(s) = [T5(s)| = [7"(s)]-

Soit maintenant v : / — R? une courbe paramétrée de facon quelconque. Soit ¢ : J —> I
le difféomorphisme tel que ¥ = 7 o ¢ soit un reparamétrage par longueur d’arc de v, et appellons
Y = @7t . I — J la réciproque de . Puisque la courbure est invariante par reparamétrage, pour
tout te l on a

k() = Rs(s) = ()], olis = p(t) € J.
Calculons le terme % a partir de y(t) = 7(s) avec s = ¥(t):

V(#) = ()¢'(t)  dome (O] = IF ()L O] = [ @),

alors

F'(s) ¥'(8)” +7'(s) ¥"(2)

7"() (
) = () V(1)
|

7(75)/\7"(75 = F(s) A7 (s) + /(1) 7' (s) A7 (5)
IV @) A" @1 = 1" @ 17 S 1 (O = 1Y O 5, (),
o suit que OO _
d’ou suit q EIOIE 4(t).

ii) Pour montrer la formule sur la torsion, la premiére methode est possible mais les calculs sont
horrible (a esseyer comme exercice!). La deuxieme methode, bien qu’elle ne simplifie pas les formules,
simplifie comme méme les calculs, adoptons-la.

Supposons alors d’abord que 7 : J — R? soit une courbe paramétrée par longueur d’arc. On a

alors que |5'(s)| = 1, 7'(s) L 7"(s), r5(s) = [|¥"(s)||. On sait aussi que

L =76 M) = 76 et Brls) = = 76T
Montrons maintenant que 7s(s) = 53(15)2 G'(s) A7"(s),7"(s)). Par définition, on a 75(s) =
(N(5), B (s)), o
ety O 0 50
)= T T RE
donc




car (3"(t), By(s)) = r5(s) (N5(s), Bs(s)) = 0.

Enfin, considerons une courbe « : I — R? paramétrée de facon quelconque. Soit ¢ : J —> I
le difféomorphisme tel que ¥ = 7 o ¢ soit un reparamétrage par longueur d’arc de v qui preserve
orientation (i.e. ¢’ > 0), et appellons ¢ = ¢! : I — J la réciproque de ¢. Puisque la torsion est
invariante par reparamétrage qui preserve ’orientation, pour tout ¢t € I on a

() = 75(s) = Hv”( E G ()n7"(s),7"(5)),  ons=u(t)e .
OO A1), ")

Calculons EIORSZOE :ona

V()= (s) ') et Y@ =9

V() = 7"(s) ¥'(8)" + 7 (s) ¥"(t)

V() = F"(s) (1) + 37" (s) ¥ (1) ¥ ()* + 7 (s) ¥"(1),

donc
V() AV () = ¢ (t) S)A’Y"(S)
IV @) A" @) = ' (@) 17 (s) A7" ()] = &' (1) 157" (3)]
) A" (8), 4" (1)) = W' (8)° 7' (5), ' (8)* 7"(s)) = ' (1)° (7'(5) AF"(5), 7" (s)),

d’ou suit

GO0 A" (W) _ ') G()AT"(), 7)) _ )
[y (&) Ay ()] () 17" (s)? m

[

Théoréme. A déplacement pres, il existe une unique courbe réguliere v : I — R3, paramétrée
par longueur d’arc, ayant une courbure x : I —s R* de classe C' et une torsion 7 : I — R de
classe C° données.

Définition.  Soit v : I —> R? une courbe biréguliére de courbure £., et torsion 7,. On appelle
1
K+ (o)

e cercle osculateur de 7 en t; € I le cercle tangent a v en (ty), de rayon R, (t) et placé du
coté de la concavité de . Le centre du cercle osculateur est donc le point (o) + R, (to) N (o).

e rayon de courbure de 7 en t; € I le nombre R, () := > 0;

Le cercle osculateur est la meilleure approximation de la courbe a 'ordre 2, et se trouve sur le plan
osculateur.
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Remarque.  Pour une courbe plane v : I — R?, le systeme de Frénet (7,(t), N,(t)) centré en tout
point 7(t) est orthonormal mais pas forcement direct, car N, (t) pointe toujours dans le demi-plan
contenant 7" (t) et, des deux vecteurs unitaires orthogonaux a 7, (t), N,(t) n’est pas forcement celui
obtenu comme rotation d’angle 7/2 en sense antihoraire a partir de 7, (t).

Pour les courbes planes il y a donc un autre repere naturel, dit algébrique, ou l'on définit

e le vecteur normal algébrique N¥(t) tel que le repere (T, (t), N4'9(t)) soit orthonormal direct
(évidemment N9¥9(t) = +N,(t)),

e la courbure algébrique £(t) = m (TU(t), N$'9(t)) (donc K219(t) = £k, (t)).

Contrairement a la courbure &, la courbure algébrique /@ilg détecte, en tout point, dans quel demi-
plan se trouve la courbe par rapport a sa droite tangente:

- si la courbe vire a gauche, la courbure algébrique est positive;

- si la courbe vire a droite, la courbure algébrique est négative.

1.5 Courbes définies implicitement

Une courbe (définie implicitement) est le lieu des zéros d’une fonction F' : R? — R dans le plan,
ou bien de deux fonctions F,G : R® — R dans I'espace ambient. C’est la notion de courbe comme
sous-variété de R? ou de R3. Plus précisement:

Définition. Une courbe plane est un sous-ensemble de R? de la forme

I'={(z,y) eR*| F(z,y) =0, z€ A, ye B},
olt F': R? — R est une fonction. La courbe est réguliére en un point (zg, yo) si F est différentiable
oF oF ) »

en (zg,yo) et le gradient de F' en (xq, o) est non nul, i.e. VF(xg,yo) = (a—x(xg,yo), a—y(xo,yg)

(0,0). Dans ce cas, VF(xg,yo) est un vecteur normale a I" en (o, yo).
Exemples.

e Le cercle
I = {(:p,y) € R? \ 22 + 27’2}

est une courbe réguliere partout, car le point (0,0) qui annulle le gradient de la fonction
F(x,y) = 2* + y* — r? n’appartient pas a la courbe.
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L’arc de cercle contenu dans le premier quadrant est la courbe

I'={(z,y) eR* | ® +y* =7r* z€[0,1], ye [0,1]}.

e Le graphe d’une fonction f: I € R — R est la courbe

[ ={(z,y)eR* |y = f(2), eI},

réguliere partout ot f est dérivable.

e La courbe
I'={(z,y) eR? | y* = 2® + 2%}

est singuliere en 'origine.

Définition.  Une courbe gauche est un sous-ensemble de R3 de la forme
I'={(z,y,2) eR’ | F(z,y,2) = 0, G(z,y,2) =0, z€ A, ye B, z€ C},

ot F,G : R} — R sont deux fonctions. La courbe est réguliere en un point (zg,yo,z0) si
F et G sont différentiable en (zg, o, 20) et les deux gradients V F(zo, yo, 20) et VG(zo, Yo, 20) sont
linéairement indépendants, ce qui arrive si et seulement si

VF(xo,Y0,20) A VG(20, Y0, 20) # (0,0,0).

Dans ce cas, ils engendrent le plan normal a I en (o, yo, 20)-

Exemples.

e Le cercle
Fz{(w,y,z)eR?’|x2+y2+22=r2, 23:+y—z=0}

est une courbe réguliere partout.

e La fenétre de Viviani ?

D={(z,y,2) eR® |2 +y* + 2" =1, z+ 2 =1}
est singuliere au point (1,0,0), car ce point annulle /
le produit vectoriel des gradients des fonctions
Fr,y,2z) =2+ y* + 22 —let G(a,y,2) =2 + 22 — 1.
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Une courbe est algébrique si les fonctions F' et G qui la definissent sont des polynomes.
La géométrie algébrique moderne est I'évolution de la géométrie analytique ou cartésienne (Réné
Descartes 1596-1650), apres le théoreme des zéros, nullstellensatz (David Hilbert 1862-1943), les
travaux de Zariski et Mumford (années ’30) et la théorie des faiseauz et des schemas (Alexander
Grothendieck 1928-2014).

Le support d’'une courbe paramétrée peut toujours étre décrit de facon implicite, il suffit de
trouver 1’équation cartesienne qui contraint les coordonnées de ses points. Le contraire est faux: il
existe des courbes définies implicitement qui n’admettent pas une paramétrisation globale.

Exemples.

e La branche d’hyperbole \ /

I'={(z,y)eR*|2* —y* =1, >0} >

admet la paramétrisation v(t) = (cht, sht) avec t € R.

>

A

F={(z,y) e R | ot +4° =1} /’\\
n’admet pas de paramétrisation globale. \‘J g

e La courbe

Théoreme.  Toute courbe peut étre paramétrée localement autour d’un point réqulier, c’est-a-dire
dans un voisinage ouvert du point.

Preuve. Ceci est une conséquence du théoreme des fonctions implicites. Pour donner I'idée du
raisonnement, considerons le cas des courbes planes. Soit I' = {(x, y) e R? | F(x,y) = O} une courbe
réguliere en (xg, 1), i.e. telle que VF(zo,y0) # (0,0), et supposons que g—yF(xo,yo) # 0. Alors il
existe un ouvert U contenant xy, un ouvert V' contenant y, et une fonction différentiable ¢ : U — V/

telle que () = yo avec la propriété suivante:

pour tout (z,y) e U x Vona  F(zr,y)=0 << y=¢(x).
De plus, on a
%—5(9007 p(w0))

P0) = o o)

Par conséquent, ’application

Y(t) = (t,0(t)) € R?, pour tout t € U,

est une paramétrisation de I' au voisinage de (zo, yo), réguliere dans ce point. O

Exemple. La courbe I' = {(x,y) e R? | 2t + 45 = 1}, autour du point (0,1), admet la
paramétrisation

y(t) = (t, V1 —t4), tel —1,1[.
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Ce résultat permet de trouver la courbure et la torsion d’une courbe définie implicitement en tout
point régulier.

Par exemple, on peut ainsi montrer que la courbure de la courbe plane d’équation cartésienne
2t + y% =1 au point (0, 1) vaut 0!

Remarque. Si v est une courbe paramétrée réguliere, son support I' est une courbe réguliere. Le
contraire est faux, on peut paramétrer un support régulier de facon non réguliere.

Exemple. L’axe des abscisse
['={(z,y)eR* |y =0}

est évidemment une courbe implicite réguliere, car le gradient de la fonction F(x,y) = y est le
vecteur VF(x,y) = (0,1) constant et non nul. Cependant cet axe peut étre paramétré de fagon non
réguliere, par exemple par

y(t) = (,0),  teR,

qui n’est pas régulier en t = 0.
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2 Surfaces

Une surface est un sous-ensemble de I'espace avec “dégré de liberté intrenséque” égal & 2, par exemple:

Pour décrire une surface, comme pour les courbes aux chapitre 1, soit on donne des contraintes
aux coordonnees de ses points (surfaces définies implicitement), par exemple

Sphere de rayon r centrée en 'origine = {(1:, y,2) ER® |2 + o + 22 = 7'2},
soit on déerit ses points comme fonctions de deux paramétres (surfaces paramétrées), par exemple
e A1 B . 3 9 ™ W
Meéme sphére = ¢ (rcosucosv,rsinucosv,rsinv) € R® | u € [0,27], v € o
Comme pour les courbes, la description paramétrique des surfaces permet d’en définir I'aire et
toutes les courbures qui caractérisent les surfaces & déplacement pres (la courbure de Gauss et la
courbure moyenne, qui ne sont pas traités dans ce cours).

Dans ce chapitre on présente d’abord les surfaces paramétrées et ensuite celles défineis implicite-
ment.

2.1 Surfaces paramétrées

Définition.  Une surface paramétrée de classe C* (avec k > 0) est un sous-ensemble de R? de
la forme

S = {f(U»,v) = (z(u,v),y(u,v),2(1,v)) ER® |uc UCR, veV C IR} = f(UxV),

ot U,V C R sont deux intervals et Papplication f : U xV — R? est de classe C*, c’est-a-dire que
les fonctions z,y,z : UxV — R sont de classe C*. Si la classe C* n'est pas indiquée on suppose
que la surface soit lisse, c’est-a-dire de classe C'°. On appelle:

e paramétrisation l'application f: UxV — R?:
e parameétres les variables u € U et v € V;
Vi t '1”;
e support (géométrique) de f son image
supp f = f(UxV) C R, u
Exemples.

o Cylindre f(u,v)=(rcosu,rsinu,v) € R?, avec u,ve R.

e Hélicoide f(u,v)=(ucosv,usinv,v) € R? avec u,v€ R.

19



Définition.  Soit S C R3 la surface paramétrée par f : UxV — R®. Un reparamétrage de S est
une nouvelle paramétrisation g : AxB — R3 de S obtenue en composant f avec un difféomorphisme
®:AxB — UxV, ie. tellequeg= fo®

Les nouveaux paramétres sont (a,b) = @ 1(u,v).

Exemples.
e L’application ®(a,b) = (a?,b) n’est pas inversible.

L’application ®(a,b) = (a3, b) est inversible, mais sa réciproque ®~!(u,v) = (u,v) n'est pas
différentiable en u = 0.

L'application ®(a,b) = (e**’,a — b) est un difféomorphisme, avec réciproque ®~!(u,v) =
(%(lnu + ), %(lnu — v))
e Soit S la surface paramétrée par
f:RE— R (u,v) = flu,v) = (e, (u—v) e, u—uv).
L’application
&' :R> — RxRY, (u,v) = &7 (u,v) = (u—v,e") =: (a,b)
est un difféomorphisme avec réciproque
®:RxR} — R?% (a,b) = ®(a,b) = (a+ Inb,Inb),
donc 'application
g=fo®:RxR". —R® (a,b)— g(a,b) = f(a+Inb,Inb) = (b, %a)

est un reparamétrage de S.
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2.2 Courbes sur une surface
Définition.  Soit § C R? la surface paramétrée par f: UxV —s R3. Une courbe paramétrée
sur 5 est une courbe paramétrée vy : I — S obtenue en composant f avec une paramétrisation

¥ : I — UxV des paramétres, que I'on indique (t) = (u(t), (t)):

v(t) = f(u(t), v(t)), pour tout ¢ € 1.
— ¥
< 4 S ¥t 5
=3 Ux\/

Exemple.  Pour tout @ € R fixé, I'hélice ¥(¢) = (acost,asint, t) est une courbe gauche qui peut
¢tre vu comme

e courbe contenue dans le cylindre paramétrée par
f(u,v) = (acosu,asinu,v) € R* les paramétres u et v
sont & leur tour paramétrés par

u(t) =t et oft) =t
e courbe contenue dans Ihélicoide paramétrée par
f(u,v) = (ucosv,usinv,v) € R?: les paramotres u et v

sont a leur tour paramétrés par

u(t) =a et u(t) =t.

2.3 Surfaces réguliéres

Définition.  On dit que la surface S paramétrée par f: UxV — RS est
e réguliére en (up,vo) € UxV si les vecteurs dérivées partielles de f en (ug, vg), qu'on note

O f (ug, vo) 9 f (ug, vo)

au a'U = a’uf(uns UO) — .fv(uﬂavﬂ)!

= 0uf(uo, vo) = fuluo,ve) et
sont linéairement independants (et donc non nuls), i.e. si leur produit vectoriel est non nul:
Ou f (10, v0) A Oy f (ug, vg) # 0;
o singuliére en (up,vg) € U xV si les vecteurs 8, f(ug,v) et 8,f (1o, vo) sont linéaitrement

dépendants, i.e. si

&Lf(uo, UD) A aﬂf(u(]!vﬂ) =0.
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Exemples.

e La surface paramétré par f(u,v) = (u?,v%,uv) € R?, avec u,v € R, est singuliere en (0, 0), car

O f(u,v) = (2u,0,v)

= (Ouf NOS)(u,v) = (—20%, =202, 4uv),
3y f(u,v) = (0,20, u)

done le vecteur (au fAa, f) (u,v) s’annulle en (0, 0).

e Le graphe d'une fonction h : R? — R donne une surface S paramétrée par f(u,v) =
(u, v, h(u,u)), avec (u,v) € D C R2. Si h est de classe C', la surface S est réguliere partout:
8. (uw,v) = (1,0, d,h{u, v -
fluv) = (u,v)) = (Ouf AOuf)(u,v) = (=0uh(u,v), —8,h(u,v),1) # 0.

0, f(u,v) = (0,1,9,h(u,v))

Définition.  Soit S une surface paramétrée par f : UxV — R3, et soit Py = f(ug, vo) un point
régulier de S. On appelle:

e plan tangent & S au point Py le plan engendré par les vecteurs 9, f(uo, vo) et 0, f(uo, vo) et
passant par Fp,

TPDS = Pﬂ + Vect (Buf(uo, 'UO), avf(uﬂa UO))
= { 7, 0) + X 8uf o, ) + p Buf (i 0) | A, € R

e vecteur normale (unitaire) de S en F) le vecteur

auf(u(]a 'UO) A avf(uﬂa UO)
“auf(uﬂi UO) A avf(uﬂauo)” .

Le plan tangent & S en (ug,vo) contient la droite tangente & toutes les courbes réguliéres sur S
passant par f(up,vo). En effet, si y(t) = f(u(t),v(t)) est une telle courbe, et (ug,vo) = (u(to), v(to)),
on a

NS(UO,UO) =

v'(to) = g—i(“m'ﬂo) u'(to) + g—i(“mvﬂ) v'(t) € Vect (auf(uﬂavﬂ)aavf(uﬂs'uﬂ))-

Par définition, les trois vecteurs (311 f(uo,vo), By f (1o, v0), Ns(uo, vo)) forment une base directe de

J'espace au-dessus du point f(ug,vp) de la surface (c’est-a-dire un repére mobile). Mais attention:
cette base n’est ni orthogonale ni normale.

La “courbure” d’une surface, c’est-a-dire combien elle s’éloigne d’étre une portion de plan, est percue
de fagon intrenséque par le mouvement du repére mobile (Bu fy0uf, Ng ). Pour cela, il faut étudier la

variation du vecteur normale Ng, i.e. la différentielle —dNg, qui s’appelle application de Weingarten.
Suite et détails en Master Général de Math!
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2.4 Surfaces de révolution et surfaces réglées

Définition.  Une surface de révolution est une surface S pour laquelle il existe une paramétrisation
de la forme _
f:Ux[0,20[— R?, (u, ) = f(u,p) = Ri(a(u)),

olL:

e a:U — R? est une courbe plane de classe C' qui s'appelle méridien de S;

° R;’Z est la rotation d’angle ¢ autour d’une droite de direction ¢ contenue dans le plan du meridien
«, qui s’appelle axe de révolution de S.

On a alors S = U Rg I, ou I' = a(U) est le support de a.

wel0,2n[
On appelle:

e méridiens de S les courbes T, sur S & angle ¢, fixé:
Ly = {a'(u) = f(u,0) |u€ U};
e paralleles de S les courbes Iy, sur S & hauteur ug fixée:

Ly = {B(g) = f(u0,0) | 9 € 0,27} = cercle

Exemples. A
e Le cone z? + 42 = 22, , '
le cylindre x* + y* = 12, _
la sphére 22 + 3% + 22 = 12, ‘[ B
le tore = donut, etc. (

o L’hyperboloide ¢ une nappe 22 + y* — 22 = 1. i
En effet, si on appelle S I'hyperboloide, son intersection avec = ’l’
le plan 7 = {y = 0} donne deux possibles méridiens:

Snm={(z,0,z) |2® - 22 = 1} = a(R) U &(R),

ot a(u) = (chu,0,shu) et &(u) = (—chu,0,shu). L'un d’eux
est suffisant pour couvrir S par rotation: si

cosp —sing 0

Ri= sing cose 0 |,
0 0 1

S= U RZ a(R) = {f(u, @) = (coscpchu,singochu,shu) |lueR, g€ [0,27r[}.
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Définition.  Une surface réglé est une surface S pour laquelle il existe une paramétrisation de
la forme
fiUXR— R3, (u,v) = f(u,v) = afu) +v Bu),

ol:
e o : U — R? est une courbe de classe C! qui s’appelle diréctrice de S :
o B:U — R? est une famille de vecteurs non nuls, i.e. B(x) # 0 pour tout u € U.

Pour tout w € U, on appelle génératrice de S la droite
A, = {v = f(w,0) = au) +v Bw)},

de direction S(u) et passant par le point a(w).
On a alors S :U A,. En somme, une surface réglée est

uel
I'union de ses droites génératrices le long de la courbe

directrice.

Exemples.

e Les plans.
Les cones.
Les cylindres.

e L’hyperboloide d une nappe 2% + 9% — 22 = 1.
En effet, si on appelle S I’hyperboloide, son intersection
avec le plan @ = {# = 1} donne deux droites:

Snw = {{1,p2) | f=2*=0}= A¥ U A7,

ot A*={(L,y,2) |z =y} et A== {(1,,2) | 2 = -y}
sont les droites de direction respectivement S+ = (0,1, 1)
et f~ = (0,1, —1). Puisque S est une surface de révolution,
on a

S= J Ri(a*)uRiA").
w€E[0,27]

Mais une droite est suffisante pour remplir S, car pour tout
Pe RS(A“) il existe un ¢ € [0, 27] tel que P € Rj(AY).
En conclusion on a

A* = {(1,0,0)+v (0,1,1) | v € R},
donc

S= |J Ri(AY)={R; (1,0,0)+v R (0,1,1) | p € [0,27], v € R}

wel0,2x(

{f(t,a,'u) = (cos,sin,0) + v (—sing,cosp,1) | p € [0,27], v € ]R}.

Il
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o Le paraboloide hyperbolique z2 — y* — 2z =
En effet, si on I'appelle S, son intersection avec les plans

7T = {(3:,1,3) | :c:l:y:u}
donne deux droites
SNmy = {(ﬂﬁ,y,Z) lz+y=u, z= —2uy+u2} = AF

Smw;:{($3y1z)lm_y=u, z:2uy+u2}=A;

et on montre facilement que S =U At :U Ar.
uck ueRk

2.5 Aire des surfaces [a voir aprés Ch. 3]

Définition.  Soit § C R? la surface réguliére de classe C! paramétrée par f: UxV —s R%. Si f
est bijective sur son image S, on appelle aire de S le nombre réel positif

Aire(§) = / /[:'xV

Lemme. Le nombre Aire (S) ne dépend pas de la paramétrisation (bijective) choisie.

of of :
%(u, v) A %(u, v)|| du dv.

Preuve. Soit g : AxB — R? une autre paramétrisation réguliere et bijective de S, et soit =
g lof :UxV — AxB le difféomorphisme qui donne le changement de parametres, ®(u,v) = (a, b).
Puisque f = go ®, on a df = dg o d®, c’est-a-dire:

Af uv) = dG(a,p) © AP (u.p)

(%0 Py s P P 00, 1 2y 4 9000 O
= (Ba(a’ b) 6u(u,v)+ ab(a,b) au(u,'v)) du + (aa(a.,b) av(u,,v)+ Bb(a’ b) %(u,f)) dv,
donc
O )= a1y %)+ 90 ) P
a(u,v) = aa(a,b) au(u,v)-f- Bb(a’b) au(u, v)
af, . dg, . da dg, . db,
J0 u,v) = %(a,b) %(u,v) + b (a,b) %(u,v)
d’on suit que
O oy n 2 ) = (P2 w) Pruny - P ) P o) 20 41 00
%(u,v)/\ ER (u,v) = (au(u,t) B’u(u’ v) aU(u,u) 6u(u,v)) 8a.(a’b)/\ Bb(a’b)’
et donc que
of of _ / f . O 99 (.
/foV au(u,v)/\ 30 (w,v)|| dudv= - ||det dP || 3 (®(u,v)) A b (®(u,v))|| dudv
_ 99 g
_/foB Ba(a’b)A ab(a.,b)H da db.
O
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2.6

Surfaces définies implicitement

Définition.  Une surface (définie implicitement) est le licu des zéros d’une fonction F : R® —»
R, c'est-a-dire un ensemble de la forme

S={(z,y,y) ER®| F(z,y,2) =0, z € A, y € B, zGC}.

La surface est algébrique si F' est un polynéme.

La surface est réguliére au point (zq,%o,2) si F est différentiable en (2,40, 20) et le gradient
VF(zo, Yo, 20) est non-nul. Dans ce cas, il engendre une droite normale & S en (o, ¥, 20), et le plan
tangent se trouve comme plan orthogonal & V F(zg, 3o, z0) passant par (o, ¥, 20).

Exemples.

La surface S = {(z,y,2) € R® | 2% + 4% = e*} est réguliere partout.
La surface § = {(z,y,2) € R* | 2® + y® = 2% + 1} est algébrique, et réguliére partout.

La surface S = {(z,y,2) € R® | 2% + y® = 2%} est singulitre en (0,0,0). En effet, il s’agit du
cone circulaire.

Le graphe d’une fonction g : R2 — R est une surface
S = {(w,y,z) € R® I (l:y) € ng z = g(l’y)}
réguliere si g est différentiable. En effet:

0 0
e =swn-z = VP = (e L)1) 2000

pour tout (z,y,z2) € S.
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