Fonctions Numériques

A-/ Ensemble de définition d’'une fonction :

1- / Définition :

Soit f : A — B une fonction. On appelle ensemble de définition 9 de f,
'ensemble des éléments x de A qui ont une image dans B par f.

2- | Exemples :

Déterminer 'ensemble de définition D;de chacune des fonctions définies par.

a) f(x)= 3% + 4x —9; b) f(X)=Xzi(—;)j-+6 ; C) () = XX__54;

d) f(x)=+/-x +3x-2.

B- / Limites :
|- / Approche graphique :
La fonction f est donnée par sa courbe représentative ci-dessous.

1-/ Déterminer I'ensemble de définition 9D; de f.

2-/ Trouver lim { ¥; lim f(®; lim f(® ; lim (X
X— 0 X 0 X - =00 X

— +00




[l -/ Calcul de limites :

1-/ Limites obtenues directement ou par transformation de I'expression :
a/ Fonctions Polyndmes :
« Théoréme 1: A I'infini toute fonction polyndme a méme limite que son
mondme de plus haut degreé.
 Exemples: Calculer les limites suivantes
lim= X+ 2¥—- 5% 9 ; lim-5¢- 3¢+ x+ 4 ; lim 7x' = 5% + 4x* - 8x +1

b/ Fonctions Rationnelles :

 Théoréme 2 : A l'infini toute expression se présentant sous la forme
d’'une fraction a méme limite que le rapport des monémes de plus haut
degré du numérateur et du dénominateur.

 Exemples : Calculer les limites suivantes

3 -5 +6x-7 . -5+7x-8 . x*-8 @ X+xX+2x-4
lim 5 ; Iim ————— ;7 lim ; lim 5
Xo-w  4x® —BX + 2 Xoto x2 4 OX =7 x=2 x=2 x-1 %3 + 2x* = 5x + 2

c/ Fonctions Irrationnelles :

Déterminer les ensembles de définition de chacune des fonctions puis
calculer les limites suivantes.

* _3-4x+8 | | 3-4x+8, -
== ¢ Im
X +2 X +2 AxE+2 ( )
f(x)= ;lim ;o lim “lim| 3x+ 1- [ + 3+ 2 :
() 3X_6 X— —0 3X—6 X - +00 3X_6 X o —00

Iim(3x+ 1-+/x% + 3x+2)

d-/ Fonctions Trigonométriques :

Retenons que pour x trés voisin de zéro on a : sinx = x d’ou

. sinx . Sinax . tanx ., 1l-cosx 1 . 1-cosx
lim——=1; poura#0 Ilim =1 ; lim——=1 ; Ilim — == lim =
x-0 X x-0 aX x-0 X X -0 X 2 X -0 X

0

Exercices : Calculer les limites suivantes

Iim(tanx—sinx sinax Iimsinax - 1-+/ 2cosx

: : ;o lim ———
X 0 X3 B X x-0sin B X « .7 1=4/ 2sinX
4

j ; poura z0et B#£0 Iim0
X

2-/ Limites obtenues par changement de variables :

Exemple : lim _2sinx=1 ;  enposant X£= u onobtientRép= -3
x- % 2c0sx —~/3 6

3-/ Limites obtenues par encadrement :

a) Sif(x) < g(x) et lim £ (x) = +eo alors lim g(x) = +oo.

b) Sif(x) < g(x) et lim g(x) = e alors lim f(x)=-o.

X > —0




c) Exemple :
Soit f:x— f(x)=x+ Zosx.
Pour tout réel x ona: x-3< f(x) < x+3.

e x-3 < f(¥; Xliﬂrr_1°o(x—3)sxlirr_1oo f(Y)=—0 = Xlimwf(x):_w X

o f(¥< x+3; lim f(Y<lim (x+3) =+ = lim f(X)=+o.

4-/ Théoréme des gendarmes :
Soient f ; g et htrois fonctions telles que :

Ox0O]a;b| si f(x) <g(x)<h(x) et lim { ¥ =lim (Y =1 Alors limg(x)=I .

Exemple : Calculer

lim (3'2”3") oo Ksinxsl e - <SX 1y (3'2”3"):0
Xx—+o (X" +1 X“+1 x“+1 X“+1 x-+={x"+1
5-/ Utilisation de la dérivée dans le calcul des limites :

o f()-f
a) fim 0= T00) _ gy
X=d X=X,
b) Exemples
lim BX Lo i ZECOSX g i SINX g SIXZSINO v 0 cos0) =1
x T x-0 X x-0 X X0 x—0
4 X_Z

C- / Continuité d’une fonction f :
1—- Continuité en un point d’'abscisse x ¢
a) Définition : Soit f une fonction numérique de la variable réelle x
d’ensemble de définition 9:. On dit que f est continue au point
d’abscisse x, de D si et seulement si f(x,) est définie et lim ()= f(x,).

( f est continueau pointJ [’ f(x) définie J

% de D, °© Jim 109 = (%)
b) Exemple :
— Soit f(x) = X2_ 2. La fonction f est-elle continue en xo=1 ? ; en Xo=0 ?
X
. e -2
— Soit f définie par f(x) =— .
bar 109=753

= Déterminer 'ensemble de définition D;de f.
= f est-elle continue en xg =2 ?.
2— Prolongement par continuité en un point :
a) Définition :
f est prolongealke par
(continuité au point X,

* X, O Df

J si eseulementsi [, lim f(x)=1,10IR
X-Xo

dR=f(® si xzx
9(Xo) =l

Son prolongement est la fonction g définie par {




b) Exemple et contre exemple :

— Soit f la fonction définie par f(x) - X - &x+3 ;  est-elle prolongeable par

continuité en xo =1 ? si oui déterminer son prolongement g.

— Soit f définie par f(x) =32 ; f peut-elle étre prolongée par continuité en 0 ?.
X

3— Continuité d’une fonction sur un intervalle | =[a;b]:

Une fonction f est continue sur | =[a; b], si elle est continue en tout point de
| =[a; b].

4— Théoreme 3:

Toute fonction polynéme est continue sur R.
Toute fonction rationnelle est continue en tout point de son ensemble de
définition.

5—- Théoreme 4 :
Si f et g sont deux fonctions respectivement continue en X, ; alors les

fonctions (f+ g ; (f-g) ; (fxg); (A ) (AOIR) (éj si g(x)#0

sont continues en Xo.

Théoreme 0.1. (Théoréme des valeurs intermédiazres)
Soit a,b € R et f une fonction définie sur [a, b].
S5i
1. [ est continue sur [a. bl.
- ”‘:n‘ ). f( BY< 0
"Jlr-""--' 'E"' C .Ifl,ll’- -'II l‘l"”Il‘ fl:'- — tl.
Si de plus f est strictement croissante (strictement déevoissanie) sur
[a, bl alors ¢ est nniq?m

D- / Dérivée d’une fonction numérique :

1- Fonction dérivable en un point :
a) Définition : On dit qu'une fonction 7 est dérivable au point d'abscisse
Xp (ou admet un nombre dérivé au point xp) de son ensemble de
définition si et seulement, si : lim F&) = fx)
x—=x X —x,

f'(x,) et est appelé le nombre dérivé de la fonction £ au point xp.

=A: (4eIR). A est noté

b) Exemples :

Etudier la dérivabilité de f en xg dans les cas suivants
- f(x)=x*+2x-1 et x,=2 3

- fx)=+1-x7 et xg=—1




4- Techniques de dérivation :
a) Formules de dérivation :

Soient f;uet v des fonctions dérivables en un point x de l'intervalle 1.

Fonction f définie par

Fonction dérivée f ’ définie par

f(x)=c

f'x)=0
f(x) =X f'(x)=1
f (x) = ax f')=a
f(x) = x" f'x) = nx"t
f(%) = ax" f'x) = anx"*
1 -1
f(x):_ f’(X)z—z
X X
f(x) = v/x 1
af
u=f" »=(f")'=n xﬂle
f=u+v :( )
f =uxv uxv v+v'u
_u u) _ dv- \/u
v “\v) T
f(%) = u(x) £ (x) = UW)
2,/ U(X)

f(x)=u(ax+b)

f(x) = ax u(ax+b)

b) Dérivées de fonctions circulaires :

f (X) =sinx

f’(x) =cosx

f (X) = cosx

f’(X) =-sinx

f (X) =sin(ax + b)

f ’(x) =acosax+b)

f (x) =cosiax +b)

f’(x) =—asin(ax + b)

f (X) =tgx

fr(x)= 12 =1+ tg®x
co<® X

f (x) = cotgx

fr(x)=

__21 = - (1+ cotg?x)
sin® x




Théoreme 0.2, (Théoréme de Rolle)
Soit a,b e R et f une fonction définie sur [a.b).
Si
1. f est continue sur |a,b|.
2. [ est dérivable sur |a, bl.
3. fla) = f(b).
alors, 3c € la, b| telgue f'(c) = 0.

Théoréme 2 (des accroissements finis)

Si f : |a,b] - R est une fonction définie sur un segment [a,b] (a < b) vérifiant :
e f est continue sur le segment [a,b];

s [ est dérivable sur I'intervalle ouvert |a, b,

il existe alors ¢ €]a, b| tel que|  f(b) — f(a) = f'(c) (b — a).

F-/ Dérivabilité et continuiteé :

1- Théoreme 6 : (admis)

S1une fonction numérique est dérivable en un point, elle est continue en ce point.
Par contre, une fonction continue en un point n’est pas nécessairement dérivable en
ce point.

2- Exemple : f : x — f(x)= |x| est continue en X = 0. mais pas dérivable en x = 0.





