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Avant propos

Cet ouvrage est un support de cours, il couvre le programme de la matiere méthodes
numériques, il est principalement destiné aux étudiants de troisieme année licence physique .
Il peut aussi servir aux étudiants de deuxieme année mathématiques, ainsi qu’aux étudiants
de deuxieme année de la filiere Sciences et Technologie (ST) et la filiere Sciences de la Matiere

(SM).

Ce cours se compose de quatre chapitres et un annexe:

e Rappel: Analyse matricielle
e Méthodes directes de résolution des systemes linéaires

e Méthodes itératives de résolution des systemes linéaires

Ce cours ne suppose connus que quelques notions et résultats de premiere année ( Analyse
et Algebre ). Les différentes méthodes numériques seront exposées d’une maniere simple et

compréhensible, et nous avons omis la plupart des démonstrations.

A la fin de chaque chapitre on pourra trouver une série d’exercices .
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Chapitre 1

Rappel sur ’analyse matricielle

Nous rappelons dans ce chapitre les notions d’algebre linéaire abordées en premiere année.
Pour une bonne compréhension des prochains chapitres, il est important que ces notions

soient bien assimilées. Ce chapitre constitue un recueil de résultats sans démonstration.

1.1 Matrices

Soit K=R ou C un corps. Un tableau rectangulaire de la forme:

11 Az ... Aij ... Q1m

Q21 QA22 ... Agj ... Q2m
A=

Qi1 A42 Q5 Qim

Ap1 QAp2 ... Qpj ... Gpm

ou les a;j, sont des scalaires du corps K, est appelé une matrice sur K, ou simplement une
matrice. La matrice précédente est aussi notée par A = (a;5),i =1,...,n,j =1,,...,m. Elle
est dite de taille n x m si le tableau possede n lignes et p colonnes. L’ensemble des matrices

a n lignes et m colonnes a coefficients dans K est noté M, ,, (K). Les éléments de M,, ,,, (R)



1.1. Matrices

sont appelés matrices réelles. Une matrice ayant le méme nombre de lignes que de colonnes

est appelée une matrice carrée, on note M, (K) au lieu de M, ,, (K).

Exemple .

1 2 -3

-4 0 5

est une matrice de taille 2 x 3. On dit que A € M, 3 (R)

1.1.1 Opérations sur les matrices

égalité des matrices

Deux matrices A = (a;;) et B = (b)) sont égales, on note A = B, si :

nxm nxm

1. elles ont le méme nombre de lignes.
2. elles ont le méme nombre de colonnes.
3. pour tout ¢ € {1,...,n} et pour tout j € {1,...,m} on a : a;; = b;;, c’est-a-dire les

coefficients des deux matrices sont égaux.

Transposée d’une matrice

Définition 1 Soit A = (ayj),, ., une matrice du type n x m. La transposée de A notée AT

est la matrice a m ligne et n colonnes définie par :

AT =(ay;)

mxn

Autrement dit les colonnes de AT sont les lignes de A et les lignes de AT sont les colonnes

de A.



1.1. Matrices

Exemple 1 5%

1 2 0
A=1-2 3 5
-1 -3 4
alors
1 -2 -1
Al=12 3 -3
0 5 4
Propriétés :

Si A € M., (R), nous avons les résultats suivants :

1. (A7) = A

2. (A+B)" = AT + BT,
3. M) =47 A eR.
4. (AB)" = BTAT.

5. (A = (AN

Somme

Définition 2 Soient A = (a;;), B = (b;j) deur matrices du méme type n x m. La somme
des matrices A et B, notée A+ B, est la matrice C du type n x m dont les coefficients sont

égaux a la somme des coefficients de A et B. Autrement dit C = A+ B = (¢;;) o,

Cij =i +bij, Vie {1,2,...,n}, Vie {1,2,...,m}.




1.1. Matrices

2 5 7 3 11
Exemple 2 Soient A=| 3 6 5 |.B=| 1 2 1
1 3 3 3 21
2 5 7 311 243 5+1 7+1 5 6 8
A+B=|36 5 [+ 121 |=]34+1 6+2 5+1 |=]4 8 6
1 3 3 3 21 1+3 34+2 3+1 4 5 4

Propriétés :

1. A+ B=B+ A
2. A+ (B+C)=(A+B)+C.

3. (A+B)" = AT + BT

Multiplication par un scalaire

Définition 3 Soit A = (a;;) une matrice du type n x m et X un scalaire (dans R ou de C ).
On désigne par NA la matrice du type n X m dont les coefficients sont obtenus par le produit

des coefficients de A par \.

)\0,11 )\&12 tee )\alm

)\(121 /\CLQQ ce )\G/Qm
A =

)\an]_ )\anQ tee )\anm



1.1. Matrices

3 21
Exemple 3 Soient M = | 2 1 ¢ | et A= 3. Alors:
1 5 4
3x3 3x2 3x1 9 6 3
SM=13x2 3x1 3x6 [=[6 3 18
3x1 3x5 3x4 3 15 12

Produit de deux matrices

Définition 4 Soit A = (aij),,,,, € Mum (k) et B = (bij),,,, € Mmp (k). Le produit A x B

est la matrice a n lignes et p colonnes dont le coefficient c;; est donné par

m
Cij =) ik-bij
k=1

C’est-a-dire, le coefficient c;; s’obtient par le produit de la i ligne de la matrice A et la

éme

J colonne de la matrice B.
blj
bo;
cij:(aﬂ a;1 - - - (lim>>< !
bmj
1 2
21 2
Exemple 4 Soient M =  N=|311],0na:
2 3 4
2 1
(2x14+1x34+2x%x2) (2x24+1x1+2x1) 9 7
(2x14+3x3+4x2) (2x24+3x1+4x1) 19 11
Propriétés :

Soient A, B et C' trois matrices dont les produits ci-dessous sont définies, on a :



1.1. Matrices

1. Associativité : (Ax B) x C=Ax (B x ().

2. Distributivité par rapport a l’addition : (A+B) x C = Ax C+ B x C et

Ax(B+C)=AxB+AxC.
3. M) xB=Ax(AB)=A(AxB).
4. Si A est une matrice du type n x m alors A x I, = Aet I, x A= A.

5. (Ax B)" = BT x AT.

Remarque 1 1. Le produit de deux matrices A et B est défini "si le nombre de colonnes
de A est égal au nombre de lignes de B”.

2. Le produit matriciel n’est pas commutatifs

3. Soient A, B et C' trois matrices, Si AB = AC, on ne peut pas simplifier par A pour en

déduire que B = C.
4. 8i A X B =0,xm, on ne peut pas en déduire que soit A = 0pxm ou bien B = 0,xm.

5. On note en général, le produit de deur matrices par : A x B = AB.

1.1.2 déterminant d’une matrice

Définition 5 Déterminant :

Le déterminant d’une matrice carrée (n,n) est noté det (A) ou encore:

11 Q12 - Qip

Q21 Q22 -+  Q2p
det A =

Am1 Am2  ° - Amn

Développement d’un déterminant



1.1. Matrices

De maniére générale, on a la formule :

Sion développe selon la i¥™ ligne
- 3+ ]
dEt(A = Z ‘?@i,jdm

ieme

Si on développe selon la | colonne :

det(A) = zﬂ:( 1)i+Ja, Jdm

7=
(seule la varlable de la somme change)

Dans ces formules, A;; correspond & la matrice obtenue en rayant la i¥™ ligne et la jF™e co
lonne de la matrice A

{-1)"* correspond au fait gue 'on mette + ou — devant le coefficient suivant sa position dans la
matrice.

Le terme (-1)*det(4; j) est appelé le cofacteur du terme a; et le terme det(A; ;) est appelé le
mineur du terme &;.

Dans l'exemple suivant, on a réalisé le développement par rapport a la 2-éme ligne :

2 -1 - 1 -
6 -1 1|=-6x
5 3 5 3

Propriétés :

Les déterminants possédent les propriétés suivantes :

1. det I, = 1.

2. det AT = det A.

3. det (AB) = det Adet B.

4. pour tout scalaire o € k, det (0A) = o™ det A.

5. le déterminant d’une matrice triangulaire (a fortiori diagonale) est égal au produit de

ses termes diagonaux.



1.1. Matrices

1.1.3 Inverse d’une matrice

Définition 6 On dit que la matrice carrée A de taille n est inversible s’il existe une
matrice B de taille n telle que AB = BA = I,,. La matrice B est appelée inverse de A et

notée A™1.

2 1 2 -1
Exemple 5 Soit la matrice A = . La matrice B = est l'inverse de

3 2 -3 2
la matrice A car AB = BA = I,. En effet, on a :

2 1 2 -1 2 -1 2 1 10

3 2 -3 2 -3 2 3 2 0 1

On a le résultat suivant.
Propriétés :

1. (AB) ' =B 1A

2. (AT = (a )",

Théoréme 1 Caractérisation d’une matrice inversible

Soit A € M,, (k). Les propositions suivantes sont équivalentes:

1. A est inversible,
2. det A # 0,
3. Az =0 a pour seule solution x = 0;

4. pour tout b € k™, Ax = b posséde une unique solution.



1.1. Matrices

Calcul de l’inverse
Si le déterminant d’une matrice A est mon nul, alors A est inversible, son inverse étant

donnée par :
1
~ det A

-1

x (Com(A))"

ot (Com(A))! est la transposée de la comatrice de A.
La comatrice de A est la matrice des cofacteurs.

Le cofacteur d’indice i,j de A est :

(Com(A));; = (=1)" det(A;)

A; ; est la sous-matrice carrée de taille n — 1 déduite de A en supprimant la i-éme ligne et
la j-éme colonne (son déterminant fait donc partie des mineurs de A).

Exemple
-1

1.1.4 Quelques matrices particulieres

Une matrice carrée A € M, (k) de coefficients (a;j) € k pour tousi,j =1,...,n. est :
1. Diagonale : sia;; =0 pour touti # j. On note en général A = diag (a11, a2, . .., 0n) -
a1 0 v 0
0 a92
D —
0
0 0 apn

2. une matrice diagonale de taille n particuliere est la matrice tdentité I, dont tous les



1.1. Matrices

3.

/.

triangulaire supérieure :

coefficients valent 1, autrement dit I, = diag (1,1,...,1).

1 0 0
0 1

0
0 0 1

st a;; = 0 pour tout i > J.

aip iz -+ Qip
0 ag e Qop
o .- 0 any,

triangulaire inférieure :si a;; = 0 pour tout ¢ < j.

a, 0 .- 0
21 (22

0
Ap1 Ap2 - App

10




Chapitre 2

Méthodes directes de résolution des

systemes linéaires

2.1 Motivation

Beaucoup de problemes se réduisent a la résolution numérique d’un systéme d’équations
linéaires.
Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution numérique d’un systeme linéaire systeme

d’ordre n, (n € N), de la forme

Az =b (1)

ou A = (a;5),1 <1i,j <n est une matrice carrée supposée inversible, b = (b;)1 < i <n un

vecteur second membre et x = (x;)1 < i < n le vecteur des inconnues.

Théoriquement, le fait que A soit inversible entraine que le systeme (1) admet une solution
1
unique x = A7, le calcul de A=Y s’obtient par la formule A™' = Jet(A) (com(A)) qui
e

nécessite le calcul n? déterminant d’ordre n — 1 et un déterminant d’ordre n. Une autre

méthode consisterait a obtenir les x; a l'aide des formules de Cramer :

11



2.2. Remarques sur la résolution des systémes triangulaires

xT; =
det(A)
colonne de A par le vecteur b. Le calcul de chaque déterminant d’ordre nécessite n.n! — 1

,ou det(A;) désigne le déterminant de la matrice obtenue en remplagant la ™

opérations arithmétiques. donc le coiit total pour calculer A=' est n*((n—1).((n—1)! = 1) +
n.n! — 1 opérations en plus de la multiplication A~ b. et le coit total est (n + 1)(n.n! — 1)
pour la méthode de Cramer. Par exemple : si un ordinateur effectuant 10* opérations par
seconde il faudrait au moins 327789 années pour résoudre un systéme linéaire de n = 25
équations par la méthode de Cramer , impossible d’utiliser Cramer pour résoudre les systémes
de grandes tailles. Il faut donc développer d’autres méthodes avec un cout raisonnable. Ces
méthodes se divisent en deux grandes classes :

Meéthodes directes : déterminent explicitement la solution apres un nombre fini d’opérations
arithmétiques.

Méthodes itératives : consistent a générer une suite de vecteurs ™ qui converge vers la

solution du systeme x

2.2 Remarques sur la résolution des systemes trian-

gulaires

C’est le cas ot on a résoudre un systeme de la forme:

Ur=b (2.1)

ou

Lz =10 (2.2)

avec U triangulaire supérieure et L triangulaire inférieure.

12



2.2. Remarques sur la résolution des systémes triangulaires

Si on prend 'équation (?7?) par exemple on obtient :

(

U121 + U929 + ... + UinTn = b1
04 ugexs + ... + Uapxy, = by
Ur=b&
0
UoanTpy = bn

En supposant que les uy sont non nuls, on obtient les x; de facon évidente en commengant

n
bi— Y ujjxj
b j=it1

par le bas et en remontant. On obtient ainsi v, = *~ puis r; = — , pouri =mn—1
nn kX%

al.

Remarque 2 Le cas d’un systéme avec matrice triangulaire inférieure se traite de facon

similaire en obtenant x1 d’abord puis en descendant.

2.2.1 Méthode d’élimination de Gauss

13



2.2. Remarques sur la résolution des systémes triangulaires

D Description de I'algorithme dans le cas d’un systeme de 3 équations a 3 inconnues.
Notion de pivot

Soit a résoudre le systéme suivant que nous supposons régulier. Le déterminant de la matrice
associée est donc supposé non nul.

L(O) = . s

1 anxy + apx2 + aizxz = C)

SO ,(_,O) az1xy + a2»x2 + axzx3 = c2.
Lgo) az|xy -+ azpxz + azzxz = C3

Etape 1. Elimination de x| dans L(20) et L§°).

> L
L;O) L(SO) - ﬂL(IO) -

an

(0) (0) 5y (0)
L

Attention, Nous divisons par «;;. Cela n’est possible que si a;; est non nul. Nous arrivons a

L(IO) apxy  +apx +ay3x3 =e]
s Lo +(a2 — Zaz)x2 +(azs—ZRaiz)xs =c2—al
Lgl) 0 +(a32—Z'—::a|2).\‘2 +((I33—%(l|3),\‘3 :C3—%Cl

que nous écrivons encore sous la forme

Lﬁo) aypgx; + apx2 + apxy = ¢
st L(zl) 0 4 u(zlz)xz + 4193),\'3 = C(zl) .
L_gl ) 0 + u_glz) x> + a_(;;)xg = c_(;l )

Etape 2. Elimination de x> dans L.

(1) (1) "g!’) (1)
Ly’ «—L; —T’)LZ :

asy

: o : 1 e 1 2 . g
Artention, nous divisons cette fois par <:(22). La condition "f":z) # est nécessaire. Il vient

L(O) a)1xy +  dapzx> -+ ay3xs — cy
1 [¢)) (1) (1)
s@ m 0 + aj;x2 + assxs3 B 3
G 1 Se 1 ®
L | 0 + 0 + (@-—Tmalw = &V —Zm

que nous écrivons

L(lo) ajnlxy —+ ai2x2 + aizxz3 = Ci

s> L,(,l) 0 + af,!,)xg + af,?x_; = V.
[¢ " @) @
L(3 ) 0 - 0 + azzxz3 = c3

Ce dernier systéme est triangulaire supérieur, nous pouvons donc le résoudre rapidement par
substitutions successives comme expliqué dans la partie précédente. Il reste a examiner si, et
comment, nous pouvons modifier la méthode dans le cas ou un des nombres par lesquels nous
devons diviser s avere étre égal a 0. Supposons que a;; = 0. Nous avons alors a>; # 0ou asz; # 0
sinon la premiére colonne de la matrice du systéme serait nulle et son déterminant vaudrait O ce
qui est contraire a I’hypothése. Supposons pour fixer les idées que a>> 7# 0. nous permutons alors
les lignes L(lo) et L(ZO) et commencons la méthode décrite ci-dessus a partir du systéme

aixy + a»xz2 + ax3xz3 = 2
0 + apxx; + apizxz = cj.
az;xy -+ aszxpx; -+ azzxz = cC3

S% P~ = > 2 = = . . 1
Dans la deuxiéme étape, si nécessaire, c’est-a-dire si agz) = 0, nous pouvons permuter les

lignes Lgl) et Lg') de telle sorte que nous diviserons a nouveau par un nombre non nul.

Les nombres par lesquels nous effectuons les divisions dans les diverses étapes de 1’algo-
rithme s’appellent les pivots de Gauss. Pour que 1'algorithme fonctionne, ces nombres doivent
étre non nuls, et, pour la précision des calculs, il est préférable qu’il ne soit pas proche de 0.

14



2.2. Remarques sur la résolution des systémes triangulaires

2.2.2 Méthode d’élimination de Gauss (cas général)

La méthode d’élimination de Gauss consiste en premier lieu a transformer, par des opérations
simples sur les équations, un systéme linéaire quelconque en un systeme triangulaire supérieure

équivalent . soit le systeme linéaire de n équations a n inconnue:

/

agq)xl + aﬁ?xz + aﬁ%)wg +o a&?l)xn = bgo) ...L§0)
(S(O)) . agi)xl + agg)@ + ag;)x;; +t aggl)xn = bgo) ...Léo)
\ @7(101)96’1 + a;02)9€2 + Cl,%)%g + -+ a%%n = b%“) ...L;O)
FEtape 1:
0)
On suppose aﬁ) # 0 et on pose m;; = a(—é)
a1
On remplace la ligne LZ(O) par Lz(‘l) — LEO) _ mingm pouri=2,3.....m. az(]l) _ al(;)) _ mﬂa(l(;-)
pour ;] =2,3,...,n et bgl) = bgo) — mﬂbgo) pourt=2,3,...,n.
On obtient alors le systéme (S1) suivant :
(
aﬁ)xl + agg)@ + ag%)x::, +oe aﬂ)xn = bﬁ(’) ...LSO)
syl Ordmrneerdn —if)
0+ alyes +aljas + - +afe, =0 LY
\
Etape 2:
1)
A nouveau, on suppose ag; # 0 et on pose m;y = 22
Az2
On remplace la ligne Lgl) par LEQ) = Lgl) — mpLY pouri=3,...n, ag,) - az(;) _ miga%)
pouri,j =3,...,n et bz(?) = bgl) — migbgl) pour i =3,...,n.

On obtient alors le systeme (S3) suivant :

15



2.3. La factorisation LU

(

ag?)% + agg)@ + ag%)l’:z +-- 4+ aggl)xn = bg()) "'LgO)
0+ aélz)xg + a%)xg +eeet @%)lfn = bgl) '--LS)

(5(2)) :

0+0+ a%)xg totale, = b LY

\
En supposant qu’a chaque étape on a a,(jk) % 0, on poursuit la transformation jusqu’a [’obtention

d’un systeme triangulaire :

ag?ﬂfl + Gg%)ilh + a&%)xg +---+ a@xn = b§°> ...Lgo)
0+ aélg)xz + Cl%)l’g + 4 agi}xn = bgl) ...Lgl)
(S("_l)) :
04+040+--+0+al Vz, =" i
. . (n—1)
On obtient alors la solution en commencant par : x, = b’(n—_i), Tp1y. .-, T1.

2.3 La factorisation LU

Théoréme 2 Soit A une matrice telle que les sous matrices principales Ay = (aij)1<ij<k
de A soient inversibles pour tous 1 =< k < n, alors il existe une matrice L = (lij)1<ij<k

triangulaire inférieure telle que l; = 1,1 = 1, n et une matrice triangulaire supérieure

U telle que A= LU.

De plus cette décomposition est unique.

16



2.3. La factorisation LU

Détermination des matrices L et U

Par identification: En connaisont A = (a;;)

11 Qay;j

;1 Qi

Gn1 Qpj
n(n+1)

(U contient

2

Par identification on obtient un systéme linéaire de n? équations a n? inconnues.

éléments et L contient

QA1 1

lgl 1
Qin =1 In
Qpn lnl

2

n(n=1)

on écrit l’égalité A = LU

1=i,5=n?

Uy Uiz U1n
0 U22 Uom,
0
lnn—l 1 Unn

) ¢léments).

En

résolvant le systéme obtenu dans des cas particuliers (n = 2,3,4) , on constate que la détermination

des éléments de L et U cherchés se fait suivant ’algorithme général :

( m—1

> kg,
k=1

Umj = Gmj —

m—1
Gim— 2 likUkm
k=1

Umm

lim - )

Utilité de la détermination L et U

Calcul de déterminant :

17
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2.3. La factorisation LU

Grace a la factorisation LU, on peut calculer le déterminant d’une matrice carrée avec

2.3 S .
o (gn ) opérations, vu que :

det (A) = det (L) x det (U) = det (U) = ﬁukk

Résolution :

Supposons qu’on veut résoudre le systeme AX = b. Décomposons A sous forme LU, alors
AX = b devient (LU) X = b ou encore L (UX) = b. Posons Y = UX, on cherche alorsY tel
que LY = b est un systeme triangulaire inférieur qu’on résout par la méthode descendante.
Y étant trouvé, on cherche X tel que UX =Y est un systeme triangulaire supérieur qu’on

résout par la méthode ascendante.
Co1it total :

cott (décomposition LU) ~+coit (résolution de deuz systémes triangulaires), C’est a dire,

coit total = O (§n3) +2n2 =0 (§n3) )

18



Chapitre 3

Méthodes itératives de résolution des

systemes linéaires

Dans les méthodes directes ( Gauss, LU,...) les calculs peuwvent étre lourds ( matrice pleine
de grande taille, le nombre d’opérations est d’ordre O(%n?)) ). Dans ce cas, on a recours d
des méthodes appelées méthodes itératives qui consistent a générer une suite de vecteurs X *

qui converge vers la solution X du systéme (1).

3.1 Principe des méthodes itératives

L’idée est d’écrire le systéme AX = b(1) sous une forme équivalente X = BX + C,ou B est
une matrice carrée de taille n, C' un vecteur de R", et & partir d’un vecteur initial X© € R",

on construit la suite de vecteurs (X*®),>o définit par:

X O e Rryecteur initial
(3.1)

X&) — px*) 4 ¢
c’est simple : Pour toute matrice M carrée d’ordre n inversible on a

Ar=be MX —(M—-A)X=b

19



3.2. Méthodes de Jacobi

En posant N = M — A ( c’est a dire A= M — N ) on trouve :
MX-NX=b&sMX=NX+bsX=MI!NX+M1be X=BX+C
ot B=M7N et C = M~1b.

Donc il faut bien choisir la décomposition A= M — N.

écrivons A sous la forme

As
A=D+ A+ Ag = D
Ar

ou

a; 0 0 ... O o 0 0 .. 0 0 a2 aiz ... Qi

0 a»x 0 ... 0 a0 o .. 0 0 0 ao ... ao,
D=10 0 ag 0 |- Ar=1]ay axp O 0f.4s=

0 0 0 0 ap1n
0O 0 0 .. apy Apl Qp2 QAp3 ... 0 o 0 0 .. 0

, Ce procédé consiste donc a décomposer la matrice A a trois parties :
D : la diagonale de A
Ay la partie triangulaire inférieure de A et Ag la partie triangulaire supérieure de A.

Les trois méthodes les plus connues sont :

3.2 Méthodes de Jacobi

Dans cette méthode, nous prenons M = D et N = —(A;+ Ag) et on suppose que la matrice
diagonale D est inversible, i.e. a; # 0 pour 1 < i < n ( sinon on fait une permutation

de lignes). L’avantage de cette méthode est que M = D est trés facile a inverser: D' =

1 1 1 )

a11’ a2’ "7 ann/”

diag(
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3.2. Méthodes de Jacobi

Cette méthode s’écrit k =0,1, ... :

X ¢ R» vecteur initial donné

(3.2)
X0+ = D7 (—(A; 4+ Ag))X® + D=1
(ce qui revient au méme que de choisir dans la suite (1.1): M =D et N =—(A;+ As) )
La matrice By = D™ (—(A;+ Ag)) est dite matrice d’itération de Jacobi associée a A. Cette
forme matricielle servira uniquement pour l’analyse de convergence de la méthode.
Il est facile de trouver le méme résultat précédent sous forme d’un systéme d’équation. En

effet, considérons le systéme linéaire (1) :

;

a11r1 + 129 + ... + A1 Ty = b1

A21T1 + Q2279 + a23T3 + ... + Aoy = b2

(3.3)

ATy + oo+ Q1T + QT+ Qi1 Tip1 + o ATy = b

Ap1 %1 + QpoTo + ... + Qpp—1Tp_1 + AppTp = by,
\

Tirons x1 de 1°" équation, xo de 2°™°¢ équation,..., et x,, de n™°, on obtient:
(
T = (—Glgl'z — . — ATy + bl)/an
Ty = (—CL215L’1 — A23L3 — ... — U2y + bg)/(lgg
T; = (—az‘1$1 — e T Q- 1Ti—1 — Qi1 Ti41 — e — QinTp bi))/aii
Kxn = (_anlxl — Ap2T2 — ... — Gpp—1Tp—1 + bn)/ann
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3.2. Méthodes de Jacobi

a partir d’un vecteur initial X© donné, on construit la suite de vecteurs (X®)>o définit

par:
p
ingJrl) = (—auxgk) — ... alnx%k) —+ b1>/CL11
xékﬂ) = (—aglx(lk) — aggxgk) — . — Qop T
ng—i_l) = (—aﬂa:gk) — ... aii_lxgﬁ)l — aii+1$§i)1 — ... amxglk) + bl))/a”
oY = (—anlxgk) — angxgk) — e = App1Ty,q F by Ay,

\

L’algorithme de la méthode de Jacobi s’exprime alors par : (k= 0,1, ... jusqu’a satisfaction

du critére d’arrét.)

o0

donné 1<i<n

1 i
2 = — (b = 2 ayal -

. Jj=1 J
i
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1<:<n



3.3. Méthodes de Gauss-Seidel

exemple [?]

Soit le systéme linéaire :

[3:1‘1 + T2 — T3 = 2
r1 4+ 5Sx9 + 213 = 17
2ry — 13 — 6Gry = —18

La méthode de Jacobi s'écrit dans ce cas :

: 1 .
il = E(:Z—:ré’+xé)

: 1 . .
il = z (1?—:1“;]‘ —Q:rfi)

: 1 g .
# = < (18— 2af + af)

T

Apartirde [0 0 0], on trouve d’abord :

1 2
1
ry = —(2—0410 = —
1 3( ) 3
1 17
xh = —(17-0-0) = —
] ]
1
ry = —5(-18-0+0) = 3
La deuxiéme itération donne :
oo Ly 1T 8
I~ 3 5 T 15
1 2
1 L d
= —[17—2—-2(3 = =
Iy 5( i 3 (J) 15
1 2 17
zl = 5 (—18—2(5)+F’) = 2,655556

3.3 Meéthodes de Gauss-Seidel

Pour cette méthode, les matrices M et N sont données par M = D + A; et N =

Cette méthode s’écrit k = 0,1, ... :

X ¢ Rn vecteur initial donné

XD = (D + Ap)~H(=As)X® + (D + Ap)~'b
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3.3. Méthodes de Gauss-Seidel

La matrice Bgs = (D + A7)~ (—Ag)) est dite matrice d’itération de Gauss-Seidel associée
aA.
Remarquons que le calcul de linverse de la matrice M = D + A; n’est facile dans ce cas,

pour éviter cette situation on écrit 'équation (1.4) sous la forme équivalente :

X ¢ R vecteur initial donné
(3.6)

(D + A)XFH = (—Ag)) X*) 4+ b
On peut aussi trouver le méme résultat précédent sous forme d’un systeme d’équation, en

suivant la méme procédure dans la méthode de Jacobi.

Considérons le systéme linéaire (1.3), tirons x1 de 1" équation, x5 de 2°"¢ équation,..., et
x, de n®m, on obtient:
(
T = (—algl’g — . — ATy + bl)/au
To = (—ClgliL'l — A93%3 — ... — ATy + b2)/a22
T = (—anT1 — . = Q1 Tio1 — Qi1 Tigl — - — Ay + b)) /@i
Tp = <_an1x1 — Qp2T2 — ... — Qpp—1Tp—1 + bn)/ann

\

Dans la méthode de Jacobi, toutes les valeurs de X *+Y) sont calculées a partir des valeurs de

X®) " Dans la méthode de Gauss-Seidel a litération k + 1, au moment du calcul de asgkﬂ) ,

+1) (k+1) ot

(k+1) , on peut utiliser x,

. . k
on possede déja xq , De méme, au moment du calcul de a:'g

(k+1)

xékﬂ) qut ont déja €té calculés. Plus généralement, pour le calcul de x; , on peut utiliser

xgkﬂ), xékﬂ), ...,:Bl(-lil) déja calculés et les :vl(-i)l,:zrgg,...,x%k) de l'itération précédente. a partir

d'un vecteur initial X© donné, on construit la suite de vecteurs (X*))y>o de la méthode de
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3.3. Méthodes de Gauss-Seidel

Gauss-Seidel définit par:

(

xgkﬂ) = (—a12$§k) — .= a1n$£Lk) +b1)/an

a:ék“) = (—a21$§k+1) - a231’:(),k) e a2n$$zk) + b2)/az

:EZ(-kﬂ) = (—auxgkﬂ) — .= an‘—ﬂEZ(-]f{l) - Clii—i—lxz('i)l e T amxgbk) + i) /@i
l’%k-‘rl) = (_anlxgk—’_l) - (anx;k—i_l) — ... — ann—ll’gc——’—ll) + bn)/ann

\

Les équations précédentes se généralisent comme suit :

x§°) donné 1<:<n

1 .
k+1 i—1 k+1 n k .
o = — (b = el = S agal?) 1<i<n

exemple

exemple [?]
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3.3. Méthodes de Gauss-Seidel

Soit le systéme linéaire :

[3:!?1 + T2 — T3 = 2
r1 4+ 5Sx9 + 213 = 17
2ry — @ — bry = —18

La méthode de Gauss-Seidel s’écrit dans ce cas :

. 1
zEtl — 3 (2 —ak 4 J:éf)
. 1 .
Té—H = = (1?’— :r;l‘“ —21"'_{)
. 1
2kt = % (—18—23:‘1”1 +a:!§+‘)

Notons la différence des indices avec la méthode de Jacobi. Partant de [ 000 ]T._
on trouve d’abord :

1 2
1
= —(2—-0+0 = =
o= 300 3
1 2 49
1 .
= —[1T—-=—-0 = =
T3 ( ‘T3 ) 15
1 2 49 241
1
2l = ——[—18—2(2)+—=) = —
! 6 ( (3) * 15) 90
tandis qu’a la deuxiéme itération on trouve :
1 ! 2 49 + 21 0,4703704
T = — | - — e = .
1 3 15 90 o
1 241
= = (17-04703704 -2 — = 2,234815
o 5 a0
1
:{':13 = _E (—18 — 2(0,4703704) + 2,234 815) = 2,784321

Critére d’arrét : On arréte les calculs des que 'erreur est assez petite :

||Xk+1 _XkHz <€
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