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Avant propos

Cet ouvrage est un support de cours, il couvre le programme de la matière méthodes

numériques, il est principalement destiné aux étudiants de troisième année licence physique .

Il peut aussi servir aux étudiants de deuxième année mathématiques, ainsi qu’aux étudiants

de deuxième année de la filière Sciences et Technologie (ST) et la filière Sciences de la Matière

(SM).

Ce cours se compose de quatre chapitres et un annexe:

• Rappel: Analyse matricielle

• Méthodes directes de résolution des systèmes linéaires

• Méthodes itératives de résolution des systèmes linéaires

Ce cours ne suppose connus que quelques notions et résultats de première année ( Analyse

et Algèbre ). Les différentes méthodes numériques seront exposées d’une manière simple et

compréhensible, et nous avons omis la plupart des démonstrations.

A la fin de chaque chapitre on pourra trouver une série d’exercices .
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Chapitre 1

Rappel sur l’analyse matricielle

Nous rappelons dans ce chapitre les notions d’algèbre linéaire abordées en première année.

Pour une bonne compréhension des prochains chapitres, il est important que ces notions

soient bien assimilées. Ce chapitre constitue un recueil de résultats sans démonstration.

1.1 Matrices

Soit K = R ou C un corps. Un tableau rectangulaire de la forme:

A =



a11 a12 ... a1j ... a1m

a21 a22 ... a2j ... a2m

... ... ... ... ... ...

ai1 ai2 ... aij ... aim

... ... ... ... ... ...

an1 an2 ... anj ... anm


où les aij, sont des scalaires du corps K, est appelé une matrice sur K, ou simplement une

matrice. La matrice précédente est aussi notée par A = (aij), i = 1, ..., n, j = 1, , ...,m. Elle

est dite de taille n×m si le tableau possède n lignes et p colonnes. L’ensemble des matrices

à n lignes et m colonnes à coefficients dans K est noté Mn,m (K). Les éléments de Mn,m (R)
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1.1. Matrices

sont appelés matrices réelles. Une matrice ayant le même nombre de lignes que de colonnes

est appelée une matrice carrée, on note Mn (K) au lieu de Mn,n (K) .

Exemple .

A =

 1 2 −3

−4 0 5

 .

est une matrice de taille 2× 3. On dit que A ∈M2,3 (R)

1.1.1 Opérations sur les matrices

égalité des matrices

Deux matrices A = (aij)n×m et B = (bij)n×m sont égales, on note A = B, si :

1. elles ont le même nombre de lignes.

2. elles ont le même nombre de colonnes.

3. pour tout i ∈ {1, . . . , n} et pour tout j ∈ {1, . . . ,m} on a : aij = bij, c’est-à-dire les

coefficients des deux matrices sont égaux.

Transposée d’une matrice

Définition 1 Soit A = (aij)n×m une matrice du type n ×m. La transposée de A notée AT

est la matrice à m ligne et n colonnes définie par :

AT=(aji)m×n

Autrement dit les colonnes de AT sont les lignes de A et les lignes de AT sont les colonnes

de A.

2



1.1. Matrices

Exemple 1 Si

A =


1 2 0

−2 3 5

−1 −3 4


alors

AT =


1 −2 −1

2 3 −3

0 5 4


Propriétés :

Si A ∈M,mn (R), nous avons les résultats suivants :

1.
(
AT
)T

= A.

2. (A+B)T = AT +BT .

3. (λA)T = λAT , λ ∈ R.

4. (AB)T = BTAT .

5. (A−1)
T

=
(
AT
)−1

.

Somme

Définition 2 Soient A = (aij) , B = (bij) deux matrices du même type n ×m. La somme

des matrices A et B, notée A+B, est la matrice C du type n×m dont les coefficients sont

égaux à la somme des coefficients de A et B. Autrement dit C = A+B = (cij) où,

cij=aij+bij, ∀i∈ {1, 2, . . . , n}, ∀j∈ {1, 2, . . . ,m}.
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1.1. Matrices

Exemple 2 Soient A =


2 5 7

3 6 5

1 3 3

 , B =


3 1 1

1 2 1

3 2 1



A+B =


2 5 7

3 6 5

1 3 3

+


3 1 1

1 2 1

3 2 1

 =


2 + 3 5 + 1 7 + 1

3 + 1 6 + 2 5 + 1

1 + 3 3 + 2 3 + 1

 =


5 6 8

4 8 6

4 5 4


Propriétés :

1. A+B = B + A.

2. A+ (B + C) = (A+B) + C.

3. (A+B)T = AT +BT .

Multiplication par un scalaire

Définition 3 Soit A = (aij) une matrice du type n×m et λ un scalaire (dans R ou de C ).

On désigne par λA la matrice du type n×m dont les coefficients sont obtenus par le produit

des coefficients de A par λ.

λA =



λa11 λa12 · · · λa1m

λa21 λa22 · · · λa2m

...
...

...

λan1 λan2 · · · λanm
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1.1. Matrices

Exemple 3 Soient M =


3 2 1

2 1 6

1 5 4

 et λ = 3. Alors:

3M =


3× 3 3× 2 3× 1

3× 2 3× 1 3× 6

3× 1 3× 5 3× 4

 =


9 6 3

6 3 18

3 15 12



Produit de deux matrices

Définition 4 Soit A = (aij)n×m ∈ Mnm (k) et B = (bij)m×p ∈ Mmp (k) . Le produit A × B

est la matrice à n lignes et p colonnes dont le coefficient cij est donné par

cij=
m∑
k=1

aik.bkj

C’est-à-dire, le coefficient cij s’obtient par le produit de la iéme ligne de la matrice A et la

j éme colonne de la matrice B.

cij = (ai1 ai1 . . . aim)×



b1j

b2j

...

bmj



Exemple 4 Soient M =

 2 1 2

2 3 4

 , N =


1 2

3 1

2 1

 , On a :

M ×N =

 (2× 1 + 1× 3 + 2× 2) (2× 2 + 1× 1 + 2× 1)

(2× 1 + 3× 3 + 4× 2) (2× 2 + 3× 1 + 4× 1)

 =

 9 7

19 11


Propriétés :

Soient A,B et C trois matrices dont les produits ci-dessous sont définies, on a :
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1.1. Matrices

1. Associativité : (A×B)× C = A× (B × C) .

2. Distributivité par rapport à l’addition : (A+B) × C = A × C + B × C et

A× (B + C) = A×B + A× C.

3. (λA)×B = A× (λB) = λ (A×B) .

4. Si A est une matrice du type n×m alors A× Im = A et In × A = A.

5. (A×B)T = BT × AT .

Remarque 1 1. Le produit de deux matrices A et B est défini ”si le nombre de colonnes

de A est égal au nombre de lignes de B”.

2. Le produit matriciel n’est pas commutatifs

3. Soient A,B et C trois matrices, Si AB = AC, on ne peut pas simplifier par A pour en

déduire que B = C.

4. Si A×B = 0n×m, on ne peut pas en déduire que soit A = 0n×m ou bien B = 0n×m.

5. On note en général, le produit de deux matrices par : A×B = AB.

1.1.2 déterminant d’une matrice

Définition 5 Déterminant :

Le déterminant d’une matrice carrée (n, n) est noté det (A) ou encore:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Développement d’un déterminant
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1.1. Matrices

Propriétés :

Les déterminants possèdent les propriétés suivantes :

1. det In = 1.

2. detAT = detA.

3. det (AB) = detA detB.

4. pour tout scalaire α ∈ k, det (αA) = αn detA.

5. le déterminant d’une matrice triangulaire (a fortiori diagonale) est égal au produit de

ses termes diagonaux.
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1.1. Matrices

1.1.3 Inverse d’une matrice

Définition 6 On dit que la matrice carrée A de taille n est inversible s’il existe une

matrice B de taille n telle que AB = BA = In. La matrice B est appelée inverse de A et

notée A−1.

Exemple 5 Soit la matrice A =

 2 1

3 2

 . La matrice B =

 2 −1

−3 2

 est l’inverse de

la matrice A car AB = BA = I2. En effet, on a : 2 1

3 2


 2 −1

−3 2

 =

 2 −1

−3 2


 2 1

3 2

 =

 1 0

0 1


On a le résultat suivant.

Propriétés :

1. (AB)−1 = B−1A−1.

2.
(
AT
)−1

= (A−1)
T
.

Théorème 1 Caractérisation d’une matrice inversible

Soit A ∈Mn (k) . Les propositions suivantes sont équivalentes:

1. A est inversible,

2. det A 6= 0,

3. Ax = 0 a pour seule solution x = 0;

4. pour tout b ∈ kn, Ax = b possède une unique solution.
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1.1. Matrices

Calcul de l’inverse

Si le déterminant d’une matrice A est non nul, alors A est inversible, son inverse étant

donnée par :

A−1 =
1

detA
× (Com(A))t

où (Com(A))t est la transposée de la comatrice de A.

La comatrice de A est la matrice des cofacteurs.

Le cofacteur d’indice i, j de A est :

(Com(A))i,j := (−1)i+j det(Ai,j)

où

Ai,j est la sous-matrice carrée de taille n − 1 déduite de A en supprimant la i-ème ligne et

la j-ème colonne (son déterminant fait donc partie des mineurs de A).

Exemple 1 2

3 4


−1

=
1

−2

 4 −2

−3 1



1.1.4 Quelques matrices particulières

Une matrice carrée A ∈Mn (k) de coefficients (aij) ∈ k pour tous i, j = 1, . . . , n. est :

1. Diagonale : si aij = 0 pour tout i 6= j. On note en général A = diag (a11, a22, . . . , ann) .

D =



a11 0 · · · 0

0 a22
. . .

...

...
. . . . . . 0

0 · · · 0 ann


2. une matrice diagonale de taille n particulière est la matrice identité In dont tous les
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1.1. Matrices

coefficients valent 1, autrement dit In = diag (1, 1, . . . , 1) .

In =



1 0 · · · 0

0 1
. . .

...

...
. . . . . . 0

0 · · · 0 1


3. triangulaire supérieure : si aij = 0 pour tout i � j.

U =



a11 a12 · · · a1n

0 a22
. . . a2n

...
. . . . . .

...

0 · · · 0 ann


4. triangulaire inférieure :si aij = 0 pour tout i ≺ j.

L =



a11 0 · · · 0

a21 a22
. . .

...

...
. . . . . . 0

an1 an2 · · · ann
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Chapitre 2

Méthodes directes de résolution des

systèmes linéaires

2.1 Motivation

Beaucoup de problèmes se réduisent à la résolution numérique d’un système d’équations

linéaires.

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la résolution numérique d’un système linéaire système

d’ordre n, (n ∈ N), de la forme

Ax = b (1)

où A = (aij), 1 ≤ i, j ≤ n est une matrice carrée supposée inversible, b = (bi)1 ≤ i ≤ n un

vecteur second membre et x = (xi)1 ≤ i ≤ n le vecteur des inconnues.

Théoriquement, le fait que A soit inversible entrâıne que le système (1) admet une solution

unique x = A−1b, le calcul de A−1 s’obtient par la formule A−1 =
1

det(A)
(com(A))t qui

nécessite le calcul n2 déterminant d’ordre n − 1 et un déterminant d’ordre n. Une autre

méthode consisterait à obtenir les xi à l’aide des formules de Cramer :
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2.2. Remarques sur la résolution des systèmes triangulaires

xi =
det(Ai)

det(A)
,où det(Ai) désigne le déterminant de la matrice obtenue en remplaçant la ieme

colonne de A par le vecteur b. Le calcul de chaque déterminant d’ordre nécessite n.n! − 1

opérations arithmétiques. donc le coût total pour calculer A−1 est n2((n− 1).((n− 1)!− 1) +

n.n! − 1 opérations en plus de la multiplication A−1b. et le coût total est (n + 1)(n.n! − 1)

pour la méthode de Cramer. Par exemple : si un ordinateur effectuant 1015 opérations par

seconde il faudrait au moins 327789 années pour résoudre un système linéaire de n = 25

équations par la méthode de Cramer , impossible d’utiliser Cramer pour résoudre les systèmes

de grandes tailles. Il faut donc développer d’autres méthodes avec un coût raisonnable. Ces

méthodes se divisent en deux grandes classes :

Méthodes directes : déterminent explicitement la solution après un nombre fini d’opérations

arithmétiques.

Méthodes itératives : consistent à générer une suite de vecteurs x(n) qui converge vers la

solution du système x

2.2 Remarques sur la résolution des systèmes trian-

gulaires

C’est le cas où on a résoudre un système de la forme:

Ux = b (2.1)

ou

Lx = b (2.2)

avec U triangulaire supérieure et L triangulaire inférieure.
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2.2. Remarques sur la résolution des systèmes triangulaires

Si on prend l’équation (??) par exemple on obtient :

Ux = b⇔



u11x1 + u12x2 + ...+ u1nxn = b1

0 + u22x2 + ...+ u2nxn = b2

0
. . .

...

u2nxn = bn

En supposant que les ukk sont non nuls, on obtient les xi de façon évidente en commençant

par le bas et en remontant. On obtient ainsi xn = bn
unn

puis xi =

(
bi−

n∑
j=i+1

uijxj

)
uii

, pour i = n−1

à 1.

Remarque 2 Le cas d’un système avec matrice triangulaire inférieure se traite de façon

similaire en obtenant x1 d’abord puis en descendant.

2.2.1 Méthode d’élimination de Gauss
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2.2. Remarques sur la résolution des systèmes triangulaires
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2.2. Remarques sur la résolution des systèmes triangulaires

2.2.2 Méthode d’élimination de Gauss (cas général)

La méthode d’élimination de Gauss consiste en premier lieu à transformer, par des opérations

simples sur les équations, un système linéaire quelconque en un système triangulaire supérieure

équivalent . soit le système linéaire de n équations à n inconnue:

(
S(0)

)
:



a
(0)
11 x1 + a

(0)
12 x2 + a

(0)
13 x3 + · · ·+ a

(0)
1nxn = b

(0)
1 ...L

(0)
1

a
(0)
21 x1 + a

(0)
22 x2 + a

(0)
23 x3 + · · ·+ a

(0)
2nxn = b

(0)
2 ...L

(0)
2

...
...

...

a
(0)
n1x1 + a

(0)
n2x2 + a

(0)
n3x3 + · · ·+ a

(0)
nnxn = b

(0)
n ...L

(0)
n

Etape 1:

On suppose a
(0)
11 6= 0 et on pose mi1 =

a
(0)
i1

a
(0)
11

.

On remplace la ligne L
(0)
i par L

(1)
i = L

(0)
i −mi1L

(0)
1 pour i = 2, 3, . . . , n, a

(1)
ij = a

(0)
ij −mi1a

(0)
1j

pour i; j = 2, 3, . . . , n et b
(1)
i = b

(0)
i −mi1b

(0)
1 pour i = 2, 3, . . . , n.

On obtient alors le système (S1) suivant :

(
S(1)

)
:



a
(0)
11 x1 + a

(0)
12 x2 + a

(0)
13 x3 + · · ·+ a

(0)
1nxn = b

(0)
1 ...L

(0)
1

0 + a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + · · ·+ a

(1)
2nxn = b

(1)
2 ...L

(1)
2

...
...

...

0 + a
(1)
n2x2 + a

(1)
n3x3 + · · ·+ a

(1)
nnxn = b

(1)
n ...L

(1)
n

Etape 2:

A nouveau, on suppose a
(1)
22 6= 0 et on pose mi2 =

a
(1)
i2

a
(1)
22

.

On remplace la ligne L
(1)
i par L

(2)
i = L

(1)
i −mi2L

(1)
2 pour i = 3, . . . , n, a

(2)
ij = a

(1)
ij −mi2a

(1)
2j

pour i, j = 3, . . . , n et b
(2)
i = b

(1)
i −mi2b

(1)
2 pour i = 3, . . . , n.

On obtient alors le système (S2) suivant :
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2.3. La factorisation LU

(
S(2)

)
:



a
(0)
11 x1 + a

(0)
12 x2 + a

(0)
13 x3 + · · ·+ a

(0)
1nxn = b

(0)
1 ...L

(0)
1

0 + a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + · · ·+ a

(1)
2nxn = b

(1)
2 ...L

(1)
2

...
...

...

0 + 0 + a
(2)
n3x3 + · · ·+ a

(2)
nnxn = b

(2)
n ...L

(2)
n

En supposant qu’à chaque étape on a a
(1)
kk 6= 0, on poursuit la transformation jusqu’à l’obtention

d’un système triangulaire :

(
S(n−1)

)
:



a
(0)
11 x1 + a

(0)
12 x2 + a

(0)
13 x3 + · · ·+ a

(0)
1nxn = b

(0)
1 ...L

(0)
1

0 + a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + · · ·+ a

(1)
2nxn = b

(1)
2 ...L

(1)
2

...
...

...

0 + 0 + 0 + · · ·+ 0 + a
(n−1)
nn xn = b

(n−1)
n ...L

(n−1)
n

On obtient alors la solution en commençant par : xn = b
(n−1)
n

a
(n−1)
nn

, xn−1, . . . , x1.

2.3 La factorisation LU

Théorème 2 Soit A une matrice telle que les sous matrices principales A[k] = (aij)1�i,j�k

de A soient inversibles pour tous 1 � k � n, alors il existe une matrice L = (lij)1�i,j�k

triangulaire inférieure telle que lii = 1, i = 1, n et une matrice triangulaire supérieure

U telle que A = LU.

De plus cette décomposition est unique.
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2.3. La factorisation LU

Détermination des matrices L et U

Par identification: En connaisont A = (aij)1�i,j�n , on écrit l’égalité A = LU



a11 · · · a1j · · · a1n

...
...

...

ai1 · · · aij · · · ain

...
...

...

an1 · · · anj · · · ann


=



1

l21 1 0

l31
. . .

...
. . .

ln1 · · · · · · lnn−1 1





u11 u12 · · · · · · u1n

u22 · · · · · · u2n

. . .
...

0
. . .

...

unn


(U contient n(n+1)

2
éléments et L contient n(n−1)

2
éléments).

Par identification on obtient un système linéaire de n2 équations à n2 inconnues. En

résolvant le système obtenu dans des cas particuliers (n = 2, 3, 4) , on constate que la détermination

des éléments de L et U cherchés se fait suivant l’algorithme général :



lii = 1, 1 � i � n,


u1j = a1j 1 � j � n,

lii = ai1
u11

2 � i � n,



umj = amj −
m−1∑
k=1

lmkukj, m � j � n, 2 � m � n,

lim =

(
aim−

m−1∑
k=1

likukm

)
umm

, m+ 1 � i � n,

Utilité de la détermination L et U

Calcul de déterminant :
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2.3. La factorisation LU

Grâce à la factorisation LU , on peut calculer le déterminant d’une matrice carrée avec

O
(

2
3
n3
)

opérations, vu que :

det (A) = det (L)× det (U) = det (U) =
n∏

k=1

ukk.

Résolution :

Supposons qu’on veut résoudre le système AX = b. Décomposons A sous forme LU , alors

AX = b devient (LU)X = b ou encore L (UX) = b. Posons Y = UX, on cherche alors Y tel

que LY = b est un système triangulaire inférieur qu’on résout par la méthode descendante.

Y étant trouvé, on cherche X tel que UX = Y est un système triangulaire supérieur qu’on

résout par la méthode ascendante.

Coût total :

coût (décomposition LU) +coût (résolution de deux systèmes triangulaires) , C’est à dire,

coût total = O
(

2
3
n3
)

+ 2n2 = O
(

2
3
n3
)
.
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Chapitre 3

Méthodes itératives de résolution des

systèmes linéaires

Dans les méthodes directes ( Gauss, LU,...) les calculs peuvent être lourds ( matrice pleine

de grande taille, le nombre d’opérations est d’ordre O(2
3
n3) ). Dans ce cas, on a recours à

des méthodes appelées méthodes itératives qui consistent à générer une suite de vecteurs X(k)

qui converge vers la solution X du système (1).

3.1 Principe des méthodes itératives

L’idée est d’écrire le système AX = b(1) sous une forme équivalente X = BX +C,où B est

une matrice carrée de taille n, C un vecteur de Rn, et à partir d’un vecteur initial X(0) ∈ Rn,

on construit la suite de vecteurs (X(k))k≥0 définit par:


X(0) ∈ Rnvecteur initial

X(k+1) = BX(k) + C

(3.1)

c’est simple : Pour toute matrice M carrée d’ordre n inversible on a

Ax = b⇔MX − (M − A)X = b
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3.2. Méthodes de Jacobi

En posant N = M − A ( c’est à dire A = M −N) on trouve :

MX −NX = b⇔MX = NX + b⇔ X = M−1NX +M−1b⇔ X = BX + C

où B = M−1N et C = M−1b.

Donc il faut bien choisir la décomposition A = M −N .

écrivons A sous la forme

A = D + AI + AS =


AS

D

AI


où

D =



a11 0 0 ... 0

0 a22 0 ... 0

0 0 a33 ... 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 ... ann


, AI =



0 0 0 ... 0

a21 0 0 ... 0

a31 a32 0 ... 0

...
...

...
. . .

...

an1 an2 an3 ... 0


, AS =



0 a12 a13 ... a1n

0 0 a23 ... a2n

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 an−1n

0 0 0 ... 0


, Ce procédé consiste donc à décomposer la matrice A à trois parties :

D : la diagonale de A

AI la partie triangulaire inférieure de A et AS la partie triangulaire supérieure de A.

Les trois méthodes les plus connues sont :

3.2 Méthodes de Jacobi

Dans cette méthode, nous prenons M = D et N = −(AI +AS) et on suppose que la matrice

diagonale D est inversible, i.e. aii 6= 0 pour 1 ≤ i ≤ n ( sinon on fait une permutation

de lignes). L’avantage de cette méthode est que M = D est très facile à inverser: D−1 =

diag( 1
a11
, 1
a22
, ..., 1

ann
).
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3.2. Méthodes de Jacobi

Cette méthode s’écrit k = 0, 1, ... :
X(0) ∈ Rn vecteur initial donné

X(k+1) = D−1(−(AI + AS))X(k) +D−1b

(3.2)

(ce qui revient au même que de choisir dans la suite (1.1): M = D et N = −(AI + AS) )

La matrice BJ = D−1(−(AI +AS)) est dite matrice d’itération de Jacobi associée à A. Cette

forme matricielle servira uniquement pour l’analyse de convergence de la méthode.

Il est facile de trouver le même résultat précédent sous forme d’un système d’équation. En

effet, considérons le système linéaire (1) :

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + ...+ a2nxn = b2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ai1x1 + ...+ aii−1xi−1 + aiixi + aii+1xi+1 + ...+ ainxn = bi

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

an1x1 + an2x2 + ...+ ann−1xn−1 + annxn = bn

(3.3)

Tirons x1 de 1er équation, x2 de 2eme équation,..., et xn de neme, on obtient:

x1 = (−a12x2 − ...− a1nxn + b1)/a11

x2 = (−a21x1 − a23x3 − ...− a2nxn + b2)/a22

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

xi = (−ai1x1 − ...− aii−1xi−1 − aii+1xi+1 − ...− ainxn + bi))/aii

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

xn = (−an1x1 − an2x2 − ...− ann−1xn−1 + bn)/ann
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3.2. Méthodes de Jacobi

à partir d’un vecteur initial X(0) donné, on construit la suite de vecteurs (X(k))k≥0 définit

par: 

x
(k+1)
1 = (−a12x

(k)
2 − ...− a1nx

(k)
n + b1)/a11

x
(k+1)
2 = (−a21x

(k)
1 − a23x

(k)
3 − ...− a2nx

(k)
n + b2)/a22

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

x
(k+1)
i = (−ai1x(k)

1 − ...− aii−1x
(k)
i−1 − aii+1x

(k)
i+1 − ...− ainx

(k)
n + bi))/aii

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

x
(k+1)
n = (−an1x

(k)
1 − an2x

(k)
2 − ...− ann−1x

(k)
n−1 + bn)/ann

L’algorithme de la méthode de Jacobi s’exprime alors par : (k = 0, 1, ... jusqu’à satisfaction

du critère d’arrêt.)
x

(0)
i donné 1 ≤ i ≤ n

x
(k+1)
i =

1

aii
(bi −

∑i−1
j=1 aijx

(k)
j −

∑n
j=i+1 aijx

(k)
j ) 1 ≤ i ≤ n

(3.4)
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3.3. Méthodes de Gauss-Seidel

exemple [?]

3.3 Méthodes de Gauss-Seidel

Pour cette méthode, les matrices M et N sont données par M = D + AI et N = −AS .

Cette méthode s’écrit k = 0, 1, ... :
X(0) ∈ Rn vecteur initial donné

X(k+1) = (D + AI)
−1(−AS))X(k) + (D + AI)

−1b

(3.5)
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3.3. Méthodes de Gauss-Seidel

La matrice BGS = (D + AI)
−1(−AS)) est dite matrice d’itération de Gauss-Seidel associée

à A.

Remarquons que le calcul de l’inverse de la matrice M = D + AI n’est facile dans ce cas,

pour éviter cette situation on écrit l’équation (1.4) sous la forme équivalente :


X(0) ∈ Rn vecteur initial donné

(D + AI)X
(k+1) = (−AS))X(k) + b

(3.6)

On peut aussi trouver le même résultat précédent sous forme d’un système d’équation, en

suivant la même procédure dans la méthode de Jacobi.

Considérons le système linéaire (1.3), tirons x1 de 1er équation, x2 de 2eme équation,..., et

xn de neme, on obtient:

x1 = (−a12x2 − ...− a1nxn + b1)/a11

x2 = (−a21x1 − a23x3 − ...− a2nxn + b2)/a22

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

xi = (−ai1x1 − ...− aii−1xi−1 − aii+1xi+1 − ...− ainxn + bi))/aii

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

xn = (−an1x1 − an2x2 − ...− ann−1xn−1 + bn)/ann

Dans la méthode de Jacobi, toutes les valeurs de X(k+1) sont calculées à partir des valeurs de

X(k). Dans la méthode de Gauss-Seidel à l’itération k + 1, au moment du calcul de x
(k+1)
2 ,

on possède déjà x
(k+1)
1 , De même, au moment du calcul de x

(k+1)
3 , on peut utiliser x

(k+1)
1 et

x
(k+1)
2 qui ont déjà été calculés.Plus généralement, pour le calcul de x

(k+1)
i , on peut utiliser

x
(k+1)
1 , x

(k+1)
2 , ...,x

(k+1)
i−1 déjà calculés et les x

(k)
i+1,x

(k)
i+2,...,x

(k)
n de l’itération précédente. à partir

d’un vecteur initial X(0) donné, on construit la suite de vecteurs (X(k))k≥0 de la méthode de
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3.3. Méthodes de Gauss-Seidel

Gauss-Seidel définit par:

x
(k+1)
1 = (−a12x

(k)
2 − ...− a1nx

(k)
n + b1)/a11

x
(k+1)
2 = (−a21x

(k+1)
1 − a23x

(k)
3 − ...− a2nx

(k)
n + b2)/a22

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

x
(k+1)
i = (−ai1x(k+1)

1 − ...− aii−1x
(k+1)
i−1 − aii+1x

(k)
i+1 − ...− ainx

(k)
n + bi)/aii

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

x
(k+1)
n = (−an1x

(k+1)
1 − an2x

(k+1)
2 − ...− ann−1x

(k+1)
n−1 + bn)/ann

Les équations précédentes se généralisent comme suit :
x

(0)
i donné 1 ≤ i ≤ n

x
(k+1)
i =

1

aii
(bi −

∑i−1
j=1 aijx

(k+1)
j −

∑n
j=i+1 aijx

(k)
j ) 1 ≤ i ≤ n

(3.7)

exemple

exemple [?]
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3.3. Méthodes de Gauss-Seidel

Critère d’arrêt : On arrête les calculs dès que l’erreur est assez petite :

‖Xk+1 −Xk‖i < ε
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