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Chapitre 111

Résolution des systémes d’équations Non linéaires

Objectif du chapitre

V' Méthode de Newton pour la résolution d’une équation non linéaire

V' Méthode de Newton pour la résolution d’un systéme d’équations non linéaires

I111.1 Méthode de Newton pour la résolution d’une équation non linéaire

La méthode de Newton-Raphson, encore appelée méthode de la tangente on
encore mothode de Newton. Consiste 4 construire une suite (z,).en; telle que
I'itéré r,41 est obtenue comme intersection de la tangente A la courbe de f (x)
au point (x.; f(z,)) avec I'axe des abscisses.

Cette tangente a4 pour dquation :

¥ = f'r {In] (Iu+1 - In} + f (In}
En posant y = (0 on obtient la formule de Newton

f (xn)
frix,)

Lyl = & —

L) ': L-| H bl IE |. . LTy &y D hy 3 ¥ 3 % I. 3 L} ol .
En effet, soit £ une racine recherchée et rp une estimation 4 priori de z,
supposons également que la fonction £ est de classe €2 an voisinage de 7, le

développement de Taylor d’ordre 1 donne

f (€
2

(& — zp)* avec £ € |, zy|

f (&) = f(xo) + f'(zo) (£ — 7o) +

comme f (&) = () on obtient :

0= £ (@) + £ (a) (& = m0) + 32 (& = @
En négligeant le reste :
(3
2

L’équation (*) peut étre approximée par :

(& = zq)°

flzo) _
=mx

f! (zq)

En répétant le processus on obtient la formule de récurrence :

f (@)

T )
1t

0 frp) 4 fzg) (2 —xg) = F 22—
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f
y=flx)(x—x1)+ f(x1)

e omm mm =

=

X

2/1
y = f"(xa)(x = x0) + f(x0)

Figure lll.1 e 6.2 : Construction des premiers itéres de la méthode de Newton

On remarque que la méthode de Newton nécessite 4 chaque itération 1'évalua-
tion des deux fonctions f et f7 an point courant x,,. Cet effort est compensé par
le fait que cette méthode est deconvergence quadratique si la racine recherchée

est simple. En effet, on a

. f(z)
dlr) =2 —
W=7
“ £).f (2)
= =0 enczx
fr(z)
done Ialgorithme est d’ordre 2.
Remarque &i la racine © est de multiplicité m, nous avons Dalgorithme
suivant !
f(za)

Ynel, rpa=z,— m—.
F' (za)

La plus grande difficulté dans I'atilisation de la méthode de NEWTON-RAPHSON
réside dans le caractére local de sa convergence. 5i Uinitialisation zq est trop éloi-
gnée de la racine, la méthode peut trés bien diverger. Pour cette raison, il est
courant dans les applications de I'associer & une méthode d’encadrement, comme
la méthode de dichotomie, cette derniére permettant ’approcher, bien que len-
tement, la racine recherchée de maniére A fournir une bonne initialisation pour
la méthode de NEWTON-RAPHSON.

En conclusion, la méthode de NEWTON-RAPHSON est la méthode de choix
en termes de vitesse de convergence, puisqu’elle converee de maniére quadratique
pour un & assez proche de z. Par ailleurs, elle nécessite pour cela gue la dérivée
de la fonetion f puisse étre évaluée en tout point donné. Si cela n'ost pas le cas,
on utilisera la méthode de la séeante (voir la prochaine section), dont la vitesse

de convergence est moindre mais ne requiert pas que la dérivée de [ ooxiste.
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3.2 DMeéthode de Newton pour system des equation non liniare

La méthole de Newton pour la résolution Cun systéme déguations est une généralisa-
tion de Palgorithme de Newton pour la recherelwe do stéro dane Emetion unidimensiononelle.
Le fait gua'un algorithme pour un probléme anidimensionnel puisse “etre elficacement géné-
ralis® an cas multidimensionnel st une sibuation exeeplionnelle. La méthode de Newton est

sovent awsst appelée méthode de Newton-Raphson

3.2.1 Prézsentation de la méthode

Dans la formmlation classigue on &erit le systome d'aquations oorme

Hilwy=10.
faly)=10

Fly)=0=49
| faly) =0

Clatte éoriture est équivalente 4 la notation by, z) = 0, & la différence que les variables
z sont directement dans F.

On approche la solution 4* par la séquence {y{k:}k_hl__ - Etant donné ™ £ B* et une
évaluation de la matrice Jacobienne

8 i
E':_: lympt = Elel. |vamit

VE(y®) =

ﬁ”m-ﬂ %'m-nﬁ

on constriit une approximation meilleure 0%+ de * . Pour ce faire on approche Fly) dans

le voisinage de % par une fonction affine
Fly) = F{s™) + TF ")y — y™).

On pent efsoudre co “inodéla local” pour ohtenir une valeur do g qui eatisfasse

Fly™y+ VPN — o) =0,
clast & dire
=™ — (TF(y™ )~ Fyth).
On construira alors un nouvean mod'ele local autour de la valeur obtenue pour o . A

lMitération & on a

FII.'[k-l-']' — yﬂl] _ {vpm'!*}”—lp{“{k!j:
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et y* 1 st solution du systéme linéaire

V() () — ) = — Pl
e .t et

] o L
héthode de Newton

La méthode de Newton est 'une des méthodes mumériques les plus populaires et est
mémt désignée par Burden et Faires eomme la méthode la plus puissante utilisée pour

résoudre |'Gquation
flz)=1.
Cette mathode provient du développement en série de Taylor de la fonction

flz),

autour du point ;.

fla) = () +{z = 22) £ () + 3 (e =) () oo

Ot § et ses dérivées du premier et du seconde ordre. f¥ et f* sont caleulés en ) si nous

prenons les denx promier termes do développement en série de Taylor nous avons

flz)= f{m)+(z—n) f(z).

On pose alors (3.2) & zéro{ie f{r) = 0 pour trouver la racine de Péquation qui nous

donne

flm)+{z—x) M) =0

En réarrangeant le(3.3)nous obtenons la prochaine approximation de la racine, nous don-

11n|1tr=1':=rl—{:{l:—':_%

Ainsi en généralisant (3.4)on obtiont La méthode itérative de Newton

.Ir'[fi_lj ;
g

on ¥; —+ ¥ asi — oo, of est Papproximation d'une racine de la fonction f{z).

I;=%_1—
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Remarque Lorsque lea itérations commencent & avoir les memes valears rédlées, as

7; c'est @ dire 1; = ¥,y = bare, cele indigne que
flz)=10
converge versharz. dinst x; est la racine de la fonclion f{r).

Preuve de remarque :

Puiscue
L =% — :;E;:;
gl T; = Ty, alors
I I £
I, =TI _F{I‘j]
Cela implique que
fm) _,
i)
et done
flz) =10

Un autre indicatenr que z; est la racine de la fonction est 8'1l eatisfait que |fz)] < €
oit € > () ost une tolérance donnée. Cependant, (3.3) ne pent tre utilisé que pour résoudre
des dguations non lindaires ne faisant intervenir qu'une seule variable. Cela sipnifie que nous
devons prendre (3.5) et lo modifier, afin de Putiliser pour résowdre dos dquations algébriques
non linGaires impliquant plusieurs varables,

Nous savong de l'algébre lindaire que nous pouvons prendre des eystémes d'équations
et exprimer cos systémes sous la forme de matrices et de vecteurs. Dans cet esprit et en
utilisant la Définition 2.2.

nous pouvons exprimer le systéme non linéaire comme une matrice avec un vecteur
eorrespondant. Ainsi, I'equation suivante est détivie ) = <=1 _ 7 {x'["‘]:':]_l F I:x':"‘"]}l
ou k=1,2, ... n représente 'itération x € B®.

F est une fonetion vectorialle, et { J{x))~! " est inverse de la matrice jacobienne. Cette

éqquation représente la proctdure de Newton Méthode de résolution de svstémes algébriques
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non linéaires. Copendant, an lien de résoudre 'équation f{z] = ({1, nous résolvons mainte-
nant le gystéme Fr) = 0. Nows allons maintenant passer par I'équation et définir chague
cornpasant.

(1) Sait £ une fonction qui envoie R™ saur B,

Fir, ra, ... 1) =

o :f, ' B* =R

(2) Sait x £ E~. Alome x représente le vecteur

I

Ia

T

ol ar; € Rand i =12, ... n (3) D’aprés la Définition 2.13, nous eavons que J{x) est la
matrice jacobienne.

AinsiJ{x)~! est

0 L) o g |
ey By L BBy
N | 00 ) -

Nous décrivons maintenant los &tapes de la méthode deo Newton

Etape 1
Soitx = (:l:':l“]: :Ep“]: el I'fj)

Ftape 2 :
Calenlez J {xt“:'jl ot F I::Ic':"':'}.
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Mons devons maintenant calealer la voeteur »W°, ol

N

¥
Afin de trowvery™ | nous résolvons le systéme lindaire J {x{':']‘} ¥y = _F {x{':']}, an utili-

eant Pélimination gaussionne.

Remarque 3.2.2.
En réarvangeant e systéme & dlape [, nous obfenons gue

i — _J Ex{ﬂﬂ}—l F (x!)

nous ponrons remplacer | La gignificafion de ceci eef que, puisque

YO 7 (<) B (<)
nous pousons remplacer —. 7 {x{':']‘}_l F {x':“:'j ).

dans note formule itérative par y0.
Cle résultat donnera que % = x&=1 _ 7 {x“—”:l_l' F sz{"‘_']"_] = x(E—1) _ ylk-1]

Etape 4 @ une fois qua "_l,r':"":I ast trouws nous pouvons mnaintenant toreminer la proreidoe

itération en résolvant pour x| Ainsien utilisant le résulta de ftape 3 mous avons el

7 Dr. Zakaria BAHRI



Mathématiques pour les Sciences de I’Ingénieur 3éme Année M CPC/TI

2.1 Meéthode de point fixe :

Une des méthodes parmi les plus importantes de résolutions numérique des équations
est la méthode du point fixe appliquée 4 la résolutions d'équations non linéaires consiste
i élaborer un schéma tératif, en 'ocowrrence une suite convergente vers un point fixe x

d'ne certaine application g, oe point fixe est en Poceurrence. Liobjectif ce méthode est la

résolution d"équation du type
fizy =0 {2.2)

Soit * une solution da f{r) = 0, replagons 'équation par une équation dquivalenta on 'idée

ginérale est de se ramener & une équation du type :
alz)==x {2.3)

olt ¥ = r* est un point fixe de 'application g.

Cotte section est divisée en trois paragraphes. Dans le premier paragraphe, nous com-
mencons par présentation de la méthode et démontrons un théovéme dexistonce ot d'unicité
de la solution, puis trois points de convergence ont été étudiés sur les données. Ensnite, dans
le denxiéme paragraphe nous donnons eritére do convergence du méthode. Enfin, dans le
trosidme paragraphe, nows énongons exemple numériques.

Les technicques employtes sont hasées sur la théorie de résoudre 'aquation non linéaive,

suivi par méthode de points fixes.

2.1.1 Présentation de la méthode

On introduit alors une suite d'itérée (z,),2q qui converge vers le point five o do g,
qui est en 'ocourrence la solution de Péquation f{z) = 0, en une équation dquivalonte

{x) =T o g est une fonction anxiliaire bien choisie. Le point o est alors un point five de

0. Approcher les zéros de f revient & approcher los points fizes de g. Lo choix de la fonetion
g est motive par les exigences du théovéme de point fxe.

En effet, ello doit étre contractante dans un intervalle § de o, oo qui rovient & wvérifior
que |¢{x]] = 1 sur e intervalle

Dans co cas, on construit une suite (F, ), o définie par

{ 7o dans [a, b,

Tupr = Gl7.), Wn = 0L

(2.)
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Il e reste plus qu'da appliquer localement la théoréme da point fixe pour démontrer que

= :ELn;:L T,. {2.5)

Etant donnée f, il v a plusicurs choix possibles pour .
Exemple 2.1. Vous avez éguation swivante
1
r—an=0&1’+2r—a="2r 4+ E{IE —a+27) =1

Cuel est le bon choix pour g7, 1l sora néeessaire de demander que g soit contractanto

Applications contractantes
Une application g est b-contractante sur un intarvalle T lorsque
1. g(f) C I, {indispensable pour itérer g).

2. Il existe une constante k varifiant 0 =< & = 1 tells que, pour tout = ot ¢ dans T
la(a) — glz)| = &y — =|- (2.6)

Remarque 2.1.1. 5 g est dérivabde sur I et [g'(z)] < 1 est majorde par &, alors, d'aprés
la formule des accroissements finis, g vérifie (2-)

Théoréme du point fixe

Theoreme 2.1. {7} Eristence
Sig e Cffa b)) e g'{x) € C{|n, B}, alors g a un point fire o en |2, b].

Linicitd.
Sig" e Ola, B et sl eviste une consfanie & dans i 1] telle que
la"{=)| < &, (2.7)

sur [a,b] alsrs
(1) Le point five o est wnigue.
(2) La suife définic por T,y = g(T,) converge vers o le point fize de g, Wrg € [, B)-

Test d'arrét.

Comme nous 'avons expliqué dans Pintroduction, la suite o, converge vers un réel o
virifiant g{a) = . En fixant la tolérance e on estime qu'on atteint la précision € dés gu’il

existe g & M tel que
| Frag+1 — Tmg | = E-

Méanmoins, la situation devient plus concréte lorsque g est négative an voisinage de a.

2]
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Proposition [i] Sait g : [a,b] = [a,b] de classe O . On suppose que g admel un
umique point o € |a, i wérifiant -1 < ¢'(z) < 0 pour tout r dans un intervalle de conver-
genee |a,b| de a |, soit la suite (x,) définie par

Ty € |a, b,
o€t (2.15)
Tuy = glr,). ¥nzi

Alors

H“EH: |In+]_'&|EITn:-I-I_In|'
Par conséquent, soif ng tel que | r,, — o |< € alors x,, approche o d € pris.

Démonstration On applique le théoréme des accroissements finis & g entre r, ot @ [l

existe abors (r, ) entre 1, et o telle que

gz} — glar) = g'(ca) (20 — a).

Ce qui donne

Tugl = 0 = § [cn (e — ﬂ:]-

Comme g{ea) € 0, (Tns1 —a) et (1q —a) sont de signes contraires.

Quelques exemples
Exemple 01 :

Trowver los racines de 'éguation par la méthode du point fixe @

flz) = -0z + 1.

O choisit intervalle [[), 2] alors {0 =4 = 0 et f{2) = —10 =< (.
En affet f{0) = f{2) = 0, alors le racine d'équation dans 'intervalla [{), 2]

On choisit entre les deux fonctions suivantes la fonction qui vérifie

¥ 44
r=g(r)= =
E S |
I:l.-l-l. = .g{I:I.] - Ha
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On prend la premiére approximation x; = 2

) ay3
1 2411 8
n=27 L
o Wl Wl
| L6244 6 16
:i=Ilr+ ={-']_+ =1r3=1::¢1z,
o a o
L3172 44 5,711
1 144 + 4 5,309
n:% =’T—1.Lu.z
10627 + 4 5, 126
rp = L002) +4 r]] . =—— =102
10257 + 4 5,061
:ﬁ=¢ == =100
2, 5AY
I:.:w =ﬂ=1_m1_
1004 + 4 5.00%
ry = L) +1 = 2= = 10016,
ol ol
1. 0016)% + 4 5. (032
Ty = ﬂ = ——— = 1 (006
] o

rip = 1, (0256

On remargue que la suite de nombres 7y jusqu'a i converge vers la racine r = 1 de

I"équation donnée car les solutions sont arrondies & trois chiffres aprés la faune.

Pour trouver Pautre racine de "équation, on prend la premiére approximation rp =5, et on

tronve
L, o Titd NG -
1 — r - - = = = L
gt ] o ]
2 2
i+ [(5,8) +4 37,64
— = = =? rE .
T2 =7 5 5 528
244 7T A28 44 i G
7y =22 i 2’?} +4_ ol =12,12,
1] ) ]

On remarque que la suite de nombres 1y, xo, ra diverge, cela signifie que le choix de la

fonction vécursive g(x) n'ost pas approprié -
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