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Chapitre 11

Résolution des systéemes d’équations linéaires

Objectif du chapitre

e Résolution des systémes linéaires AX = B en utilisant les méthodes directes :
v" Méthode (Algorithme) de Gauss-Elimination pour A quelconque;
v" Méthode (Algorithme) de Gauss-Jordan pour A quelconque;
v Meéthode (Algorithme) de Cholesky pour A symétrique définie positive.
e  Résolution des systemes linéaires AX = B en utilisant les méthodes itératives:
v Meéthode (Algorithme) de Jacobi

Introduction
Une grande partie de I'algebre linéaire tourne autour de la résolution et de la manipulation des types les

plus simples d'équations qui existent : les équations linéaires.

Une équation linéaire en n variables x1, x2_ ___ xn est une &quation
qui peut étre &crite sous la forme -

axy a4+ -+ gk, = b,

ou al, a2, ..., an et b sont des constantes appelées les coefficients de
I'équation linéaire

Par exemple, les équations suivantes sont toutes linéaires :

x+3y=4, Iy —my =3, dx+3=dy,
Vir—y=+v5, cos(llx+sin(l)y=2, and x+y—2z=7.

Souvent, nous souhaitons résoudre plusieurs équations linéaires en méme temps. C'est-a-dire, nous
voulons trouver des valeurs pour les variables x1, x2, ..., xn de telle sorte que plusieurs équations linéaires
différentes soient toutes satisfaites simultanément. Cela nous amene naturellement a considérer les systemes
d'équations linéaires :

'Un systéme d'équations linéaires (ouw ua systéme linéaire) est un ensemble
fini d'éguations lineaires, chacune ayant les mémes variables x1, x2, ..., xn.
De plus,
+ Une scluotion d'un systéme d'éguations linéaires est un vecteur x =
(xl, x2, ..., xn) dont les composantes satisfont toutes les équations

linéaires du systéme, et

s L'enzemble des solutions d'un systéme d'équations ].meau'es est
I'ensemble de toutes les solutions du systéme.

Géomeétriquement, une solution d'un systeme d'équations linéaires correspond a un point d'intersection
de toutes les lignes, plans ou hyperplans définis par les équations linéaires du systéme. Par exemple, considérez
le systéme linéaire suivant composé de deux équations :

x4+2v=4
—x+ y=-—I
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Les lignes définies par ces équations sont tracées dans la ¥
Figure 2.2. Sur la base de ce point, ces lignes ont un point
d'intersection unique, situé au point (2 ; 1). Le vecteur x = (2 ; 1)
semble donc étre la solution unique de ce systéme d'équations
linéaires. Pour trouver cette solution de maniére algébrique, nous
pourrions additionner les deux équations du systéme linéaire pour
obtenir la nouvelle équation 3y = 3, ce qui nous indique que y = 1. En
remettant y = 1 dans I'équation originale x + 2y = 4, nous obtenons x
=2.

—x+y=—

l. Méthodes métricienne :

L'un des principaux usages des matrices est qu'elles nous offrent un moyen de travailler avec des systemes
linaires de maniére plus compacte et plus propre. En particulier, tout systeme de linéaire

a1Xq + Aq12Xo + ... + ApXy = b1
a1Xq + Ar0Xy + ... + AynXn = b2
An1X1 + ApaXy + .. + Xy = by

Peut-étre réécrit comme I'équation matricielle unique Ax = b, ol A € Mn:n est la matrice des coefficients
dont l'entrée (i; j) est ai;j, b = (b1; b2; ...; bm) € Rm est un vecteur contenant les constantes du c6té droit, et x = (Xy;
X2; ...; Xn) € Rn est un vecteur contenant les variables.

A1 A1g e e A1n1rX1 b,
[azl azz ‘.-- e aanlrjle ’Vbz“
Lo o L] L)

Ecrivez les systemes [imgaires sunvanks sous fonme diaquations makricielies: :

ap x4+ Xy—=4 b} 3x—2y+ = —3
I+ dw =16 I+ Sy —2r=35
Saolutbems:

a} Mou= placoss les cosficients &m syzieme lineaire fzrs une matrice A,
les warizbles dams un vecteur x. &t les nomberes dua ootz droit dana un
veciear b, obtenant ainsi ['equstson matricislle sun-emts - Ax = b,

HHINEIH]

En effet, =i nous effectoons la multplication matricielie du cote gruche, moas
obtendron:z exactement le syvstéme lingaire zirec leguel Bous avons CommMence.

by Mous procedons de mamiere similaire a precédemment, en notant
attentivement que la marice des coefficients 3 mamienant 5 colonmes
=t gue le vectewr x contient desormiais 3 variablas

e | N

Comme verificabion, mpous poasons efectoer Ia multiplication matricielle du
cite gancks poar voir goe nows retromeons be systeme linesire 4'origine ¢

Eewsasd Bl

=

'
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1.2. Systeme linéaire a matrice A quelconque : Méthode de Gauss

1.2.1. Principe
La méthode de Gauss consiste a transformer le systtme AX = B a matrice A quelconque en un systéme

équivalent A’X =B’ ou A’ est une matrice triangulaire supérieure.
La triangularisation s’effectue en utilisant les transformations élémentaires se basant sur les opérateurs de Perlis.

1.2.2. Description de la méthode
Soit le systeme suivant :

a1 A1z Qi3] [X1 by
A1 Gz Q3| |X2| = |by
a3y QGzz QAsz3llXs by

Pour simplifier I’algorithme, on forme la matrice augmentée [A , B] ou B devient la 4™ colonne de A ; on aura

alors :

a1 A1z Qi3] [X1 A4 a1 Q12 Qg3 | Qg4
Qz1 Qzp Q3| |Xz2| = |Gz4 [A,B] =|G21 Gz2 a3 | Q24
a3y QGzz QAszs3llXs (¢ A3y A3z Q433 | Q3g

La méthode comporte (n — 1) étapes ; dans notre cas on aura 2 étapes.
e 1% Etape : Termes sous diagonaux de la 1¢" colonne nuls
321(1) = a31(1) =0
Prémultiplication de [A, B] par E2i(-a21/ a11)

[A, B].Ex(-a21/ a11) — modification de la 2°™ ligne

® _ Q21 _
a21 —_ a21 - a11 —_ 0
a1

1 _ az1

Apy = Qo —— Qg
) a1
1 _ az1

Qp3 = QA3 ——— Qg3
a1

a(l) =a 221 a
\ 24 24 a, 14

Prémultiplication de [A , B] par Esi(-asi/ ai1)

[A, B] . Ea(-asi/ a11) — modification de la 3¢™ ligne

(D _ 1 _
az; = Q33 ——— a1 =0
a1

W _ 431
A3y, = Q33 —— Qqp

aiq

W _ 431
Q33 = A3z —— g3

11

W _ 431
Azqy = Q34 —— Q14

a1 Q12 Qg3 X, QA4

™ ® (1)
Onaura: [A,B]W=[0 a;; a3 ] [xz] = [au‘
™ @ |x 1)

0 a;; az; 3 Az,

e 2°Meétape : Termes sous diagonaux de la 2°™ colonne nuls
a32(2) =0

3l
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Prémultiplication de [A , B] @ par Ezz(-azW/ az®)

[A, B] @, Es(-a3M/ a,M) — modification de la 32™ ligne
(€]
@ _ (1 %2 (1)
A3y = G35 — ) G2z = 0
22
(€]
@ _ (1 %2 (1)
1 %33 = G335 — 5y
22
(1)
@_ m_%2 @
(34 = Q34 —
22

a11

a2 Qg3 A14
, , 1) 1) 1)
Onaura: [A,B]® = [A",B] = agz a§3 ag4
@ x3 @

Ies pivots

La résolution de ce systeme de matrice triangulaire supérieure est telle que :

()
_ Q34
$3= 7%
aszz
_ (€] (€]
| = (1) lazs — az3 %3]
as;
L ]
X, = — [A14 — Q1pXy — Aq3X
(1= g, e 12%2 13X3

1.1.3. Algorithme de Gauss pour la résolution d’un systéme linéaire d’ordre n
1. Triangularisation : /4, B] — [A’, B’] en (n-1) étapes

— Gk

Agk

aij = aij - Wakj
(Colonnes) (Lignes)

2. Résolution du systeme résultant : AX =B’

1 .
X = T [bi — Xioin al{jxj] (t=nmn-1.1)
113

Par exemple, la matrice associée au systeme linéaire (A.1.1) est la suivante :

y+3z=3 . ,
b el La matrice augmentée correspondante=
r+y+ z=2

[A]B]

}j=k+1 —>n+1}i=k+1 —>n}k=1 -n—1 (ak#0)
(Etapes)

o1 3|3
21 —1]1
11 1 (2
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Ensuite, nous utilisons une méthode appelée élimination de Gauss ou réduction de ligne, qui fonctionne
en utilisant l'une des trois opérations élémentaires suivantes sur les lignes pour simplifier au maximum cette
matrice :

. Echanger deux lignes que nous notons R; = R;.
. Multiplier une ligne par une constante non nulle nous notons cR;.
. Ajouter ou soustraire une ligne a une autre ligne, multipliée par une constante

que nous notons R; + CcR;.

En particulier, nous pouvons utiliser ces trois opérations élémentaires sur les lignes pour mettre n'importe
quelle matrice sous forme échelonnée réduite (RREF), ce qui signifie qu'elle présente les trois propriétés suivantes

v Dans chaque ligne non nulle, la premiére entrée non nulle (appelée entrée
principale) est a gauche de toutes les entrées principales en dessous d'elle.
v Chaque entrée principale est égale a 1 et est la seule entrée non nulle dans sa

colonne. Par exemple, nous pouvons mettre la matrice sous forme échelonnée réduite en utilisant
la séquence d'opérations élémentaires suivante :

o1 3 11 1 |2 11 1| 2
200 =1 |1 &l | 2 ] 1|1 | B2 |0 -] —3(-3
111 01 3|3 ] 1 3|3
(101 1|27 gp [t O 2]t
#1001 3|3 Rs—Rs | O 1 3 3

— J—A3 o
a0 1 3|3 *loo o 0

L'une des caractéristiques utiles de la forme échelonnée réduite est que les solutions du systéme linéaire
correspondant peuvent étre lues directement. Par exemple, si nous interprétons la forme échelonnée réduite ci-
dessus comme un systéme linéaire, la derniére ligne dit simplement Ox + Oy + 0z = 0 (nous l'ignorons donc), la
deuxiéme ligne dit que y + 3z = 3, et la premiére ligne dit que x - 2z = -1. Si nous déplacons simplement le terme
"z" dans chacune de ces équations de l'autre c6té, nous voyons que chaque solution de ce systeme linéaire a x =
2z - lety =3 - 3z, ou z est arbitraire (nous appelons donc z une variable libre et x et y des variables principales).

1.2. Systeme linéaire a matrice A quelconque : Méthode de Gauss-Jordan

La méthode d'élimination de Gauss-Jordan, aussi connue sous le nom de méthode de Gauss-Jordan, est
un algorithme utilisé pour résoudre des systemes linéaires et pour mettre une matrice en forme échelonnée réduite
(RREF). Elle consiste en une série d'opérations élémentaires sur les lignes de la matrice, telles que I'échange de
lignes, la multiplication d'une ligne par une constante non nulle, et I'addition ou la soustraction d'une ligne a une
autre ligne, multipliée par une constante.

L'objectif de la méthode Gauss-Jordan est de transformer une matrice en une forme échelonnée réduite,
ou chaque ligne a un 1 (appelé entrée principale) comme premier élément non nul, et toutes les autres entrées de
cette colonne sont nulles. En utilisant cette forme, on peut lire directement les solutions du systéme linéaire associé.

La méthode de Gauss-Jordan est largement utilisée en algebre linéaire et en résolution de systémes
d'équations linéaires, ainsi que pour le calcul des inverses de matrices et la recherche de bases dans I'espace
vectoriel. Elle permet de résoudre efficacement des systemes de différentes tailles et complexités.

La méthode d'élimination de Gauss-Jordan pour résoudre un systeme d'équations linéaires est décrite dans
les étapes suivantes :

1. Créez une matrice augmentée : Formez une matrice augmentée en plagant les coefficients des
équations linéaires et les termes constants dans une seule matrice. Cette matrice augmentée a la
forme [A | b], ou A est la matrice des coefficients et b est le vecteur des termes constants.

2. Démarrez avec la premiere colonne : Commencez par la premiére colonne de la matrice
augmentée.
3. Elimination vers le bas : Utilisez des opérations élémentaires sur les lignes pour obtenir un "1"

(entrée principale) dans la premiére ligne, premiere colonne. Pour ce faire, divisez la premiére ligne
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par I'élément non nul en haut (s'il n'est pas déja 1), puis utilisez cette premiére ligne pour annuler
tous les autres éléments en dessous de lui en utilisant des opérations de soustraction.

4, Elimination vers le haut : Maintenant, utilisez des opérations élémentaires pour obtenir des zéros
dans toutes les autres lignes de la premiére colonne, en partant de la deuxiéme ligne et en
remontant.

5. Passez a la colonne suivante : Répétez les étapes 3 et 4 pour la deuxiéme colonne, puis pour les

colonnes suivantes.

6. Forme échelonnée réduite (RREF) : Continuez ce processus jusqu'a ce que vous obteniez une forme
échelonnée réduite (RREF), ou chaque ligne a un "1" en tant qu'entrée principale, et toutes les
autres entrées de cette colonne sont nulles.

7. Interprétez les solutions : Lorsque vous avez obtenu la forme RREF, lisez directement les solutions
du systéme linéaire a partir de la matrice RREF. Les variables correspondant aux colonnes
contenant un "1" sont des variables principales, et les variables correspondant aux colonnes avec
des zéros sont des variables libres.

8. Si aucune solution nulle n'est trouvée dans la matrice RREF, alors le systéme est incohérent (pas de
solution).
9. Si des variables libres sont présentes, vous pouvez exprimer les solutions en fonction de ces

variables libres.

La méthode de Gauss-Jordan est une méthode puissante pour résoudre des systémes linéaires, calculer
des inverses de matrices, et effectuer d'autres opérations en algebre linéaire. Elle est largement utilisée dans les
domaines des mathématiques, de l'ingénierie et de la science pour résoudre des probléemes mathématiques
impliguant des systemes d'équations linéaires.

Example NO1 :
Résolvez le systéme suivant en utilisant la méthode d'élimination de Gauss-Jordan.

r+y+z=29
2+ 3y +Hz=8
dr +5z=2

La matrice augmentée du systeme est la suivante.

1 1 1|35
2 3 2|8
4 0 5|2

Nous allons maintenant effectuer des opérations sur les lignes jusqu'a obtenir une matrice en forme échelonnée
réduite.

1115] (1 1 1| &
R E =P VIR Y
4.u:.2_| [ 4 0 a] 2
H”_‘Jlla
kT T T

0 -4 1|-1%
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— 1 1 I 7
2l o1 o0 4

| ik 1| =2

— C 1 1 3
— i 1 N 4

[0 1| =2 |

A partir de cette matrice finale, nous pouvons lire la solution du systéme. Elle est

Example NO1 :
Résoudre le systéme suivant en utilisant la méthode d'élimination de Gauss-Jordan.
@+ 2y —dz =2 La matrice augmentée 1 2 32
B + 3y — 9z =6 correspondante 63 =96
> | 7T 14 -—21(13

To 4 1ldy — 21z = 13 [4]B]

Effectuons maintenant des opérations sur les lignes de cette matrice augmentée.

1 2 312 1 2 =3 2
6 3 —0|l6 | lo 9 9|-6
T 14 —211]13 | 7T 14 21| 13
[ 1 2= 2

L L VST S

0 0 of-1

Nous obtenons une ligne dont les éléments sont tous nuls a I'exception du dernier a droite. Par conséquent,
nous concluons que le systeme d'équations est inconsistant, c'est-a-dire, il n'a pas de solutions.

1.3. Systeme a matrice A symétrique définie positive —-Méthode de Cholesky -
Pour résoudre un systéme a matrice A ; A étant une matrice symétrique définie positive, on utilise la
méthode de Cholesky
v' Aestsymétrique : A =At;
v' A symétrique définie positive : tous les déterminants de la matrice A sont strictement positifs, > 0. (Critére
de Sylvester)

1.3.1. Théoréme de Cholesky
Si A est une matrice symétrique définie positive, alors elle peut étre décomposée en A=L L!;
avec L : Matrice triangulaire inférieure.

1.3.2. Description de la méthode
Pour résoudre un systeme linéaire AX = B ; A matrice symétrique définie positive ona:

7l
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AX=BetA=LL"
Donc: LL'X=B
Onpose Y =L'X —->LY=B onauradonc:

{ LY =B ; L:Matrice triangulaire inf - résolution directe pour trouver Y
L'X =Y ; L':Matrice triangulaire sup — résolution directe pour trouver X

1.3.3. Décomposition de la matrice A

a11 a12 ------ aln lll 0 ...... 0 lll l12 ------ lln
a21 a22 a2‘n 121 122 0 0 0 lZZ l23 l2n
A=LL! —> = . N
anl anz """ a’n’n l‘l’ll l‘l’l2 ...... lTlTl O 0 ...... e lTlTl
- min (i,j) Lo I i=1
a;j = Zk:l ik Yk 1=1l—n
j=1—n

Pour la partie triangulaire supérieure de A, A étant une matrice symétrique, la r'*™ ligne s’écrit :
arj = Yi=1lrk Lk j=r—n

Soit
arj = 22_:11 lrk ljk + lrr ljr

— Vyr-1j2 2
Arr = Zk:llrk + lrr

-/ r—1 ]2
Ly = Nay — Zk:1 lrk

1 _ . r=1-n
l]'r = E [ar]- - ;:ilrkljk] (] =71+ 1,...,7’1)}

e  Algorithme de décomposition de Cholesky A — L Lt

r=1-n

r—1
1
2. l]r = — ar]- - Z l‘rkljk (] =r+ 1, ...,n)
lTT k=1

Remarque : si le terme (a,. — Yk=} 1%) < 0, alors la matrice A n’est pas définie positive.
Ce test est un autre moyen pour Vvérifier si une matrice est définie positive ou non.

1.3.4. Résolution
Aprés décomposition, la résolution de L L' X = B s’écrit :

{ LY =B ; L:Matrice triangulaire inf — résolution directe pour trouver Y

L'X =Y ; L':Matrice triangulaire sup —» résolution directe pour trouver X
La résolution est immédiate par les algorithmes ; systémes a matrices triangulaires inférieure et supérieure.

e Algorithme de Cholesky

8]
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1. Décomposition A — L L'

rr=1-n

r—1
1
ljrz_[arj_zlrkljkl (]'=r+1,...,n)
k=1

lT‘T J

2. Résolutionde LL!X=B
1 [ — .
Yi = [ b; — Z§:11 lijJ’j] (i=1,..,n)

1 .
X = - [yi— Z}l:iﬂl”xj] (i=nn-1,..1)

Il. Méthodes itératives
L’idée des méthodes itératives est de construire une suite de vecteurs X® qui converge vers le vecteur X,

solution du systtme AX =B. X = Jim X%

—00
L’intérét des méthodes itératives, comparées aux méthodes directes, est d’étre simples a programmer et de
nécessiter moins de place mémoire. En revanche, le temps de calcul est souvent plus long.

11.1. Méthode de Jacobi
11.1.1. Condition suffisante de convergence

Théoréme : Une condition suffisante pour que la solution X*Y converge vers la solution du systéme est
que A, matrice du systeme AX = B, soit a diagonale fortement dominante.

11.1.2. Méthode de Jacobi
L e systéme linéaire AX = B est équivalent a :

1 .
Xi= o [bi = Xi=1 (=) aijxj] (i=1,..,n
Pour une donnée initiale X choisie, on calcule X**Y par :

(k+1) _ 1 () P =
x = b Elageayy ] (=10
Soit
Ti(k) = [bi— T gen ai}.xj(")] Vecteur résidu

k+1 .
xi( )peut s’écrire:

(k+1) ®
X; =x  + =
ajj

11.1.3. Test d’arrét
Le critére d’arrét des itérations est :

IR _
£
Bl
Ou
Xt _ x ()
|| I
[lX G|
Ou

XD — x®| <
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11.1.4. Algorithme de Jacobi

1. [Initialisation
Etant données A, B, X©, knay, &

2. Généralisation
n

(k) _ %)
T'i = bi — z ai]-xj

J=1(j#0)
o
xi()+l—” (i=1-n)
i

(k+1) _

xl

3. Testd’arrét
Arréter si :

IR®
1B

< ¢
QOu

Xt _ x ()
I I

e S ¢

QOu

||X(k+1)_ X(k)” < ¢

0,1, ..., kmax

10}



